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Übungsblatt

Wir unterscheiden zwischen Übungs- und Abgabeblättern. Auf diesem Übungsblatt finden Sie eine Übersicht
über die Kernaspekte, die Sie in Kalenderwoche 28 in den Tutorien diskutieren, üben und vertiefen. Die
Aufgaben auf diesem Blatt dienen dem Üben und Verstehen des Vorlesungsstoffes, sowie dem eigenständi-
gen Erarbeiten der Kernaspekte. Außerdem sollen Ihnen diese Aufgaben auch helfen, ein Gefühl dafür zu
bekommen, was Sie inhaltlich in der Klausur erwartet. Klausuraufgaben können jedoch deutlich von den
hier gestellten Aufgaben abweichen. Abschreiben und Auswendiglernen von Lösungen wird Ihnen daher kei-
nen dauerhaften Erfolg in der Vorlesung bringen. Fragen zu den Übungsblättern können Sie montags bis
donnerstags von 12 Uhr bis 14 Uhr in der THEO-Sprechstunde in Raum 03.11.034 stellen.

Kernaspekte

K11.1 korrektes Wiedergeben der folgenden Definitionen und Algorithmen

• WHILE-Programme
• GOTO-Programme
• enscheidbar
• charakteristische Funktion
• spezielles Halteproblem

• allgemeines Halteproblem
• reduzierbar
• semi-entscheidbar
• rekursiv-aufzählbar

K11.2 Turing-Maschinen konstruieren, die mit einem bestimmten Bandinhalt terminieren
K11.3 begründet entscheiden, ob Aussagen zur Entscheidbarkeit bzw. Semi-Entscheidbarkeit und Berechen-

barkeit korrekt sind
K11.4 begründet entscheiden, ob gegebene Beispiele neu eingeführte Definitionen erfüllen
K11.5 Aussagen mit neu eingeführten Definitionen beweisen oder widerlegen

AUFGABE 11.1. (Entscheidbarkeit vs. Berechenbarkeit)
Ordnen Sie die folgenden Satzanfänge den Satzenden so zu, dass richtige Aussagen entstehen. Sei dazu A,B ⊆ {0, 1}∗:

(a) Die Funktion χA ist berechenbar,
(b) Die Funktion χ′

A ist berechenbar,
(c) A ist entscheidbar,
(d) B ist nicht entscheidbar,

(i) wenn A ≤ B gilt und B entscheidbar ist.
(ii) wenn A rekursiv aufzählbar ist.

(iii) wenn A entscheidbar ist.
(iv) wenn A ≤ B gilt und A nicht entscheidbar ist.

AUFGABE 11.2.
Entscheiden Sie, ob die folgenden Behauptungen korrekt oder inkorrekt sind. Begründen Sie dann Ihre Antworten
wie folgt: Wenn L entscheidbar bzw. semi-entscheidbar ist, beschreiben Sie einen Algorithmus, der die charakte-
ristische Funktion χL bzw. die Funktion χ′

L berechnet. Wenn L unentscheidbar ist, leiten Sie einen Widerspruch
zu einem Ergebnis der Vorlesung ab.

(a) Wenn A und B entscheidbare Sprachen sind, dann ist A ∩ B entscheidbar.
(b) Wenn A und A ∪ B entscheidbar sind, dann ist B entscheidbar.
(c) Das Problem, ob LH(M) ̸= ∅ für eine gegebene Turingmaschine M gilt, ist semi-entscheidbar.
(d) Das Problem, ob LH(M) = ∅ für eine gegebene Turingmaschine M gilt, ist semi-entscheidbar.

AUFGABE 11.3. (Church-Turing-These)
Wenn es darum geht zu beweisen, dass etwas entscheidbar oder unentscheidbar ist, verlangen wir von Ihnen
– außer es ist explizit anders angegeben – nie die formale Definition einer Turing-Maschine unter Angabe des
Zustandsraumes und der Transitionsrelation, sondern die Angabe eines Algorithmus, aus dem man eine Turing-
Maschine konstruieren könnte. Ihre Beschreibung soll dabei so konkret sein, dass es kein Missverständnis über
die Funktionsweise der Turing-Maschine geben kann. Betrachten Sie die Beispiele in Aufgabe 11.7 und 11.8 sowie
die Aufgabenstellung von Aufgabe 11.2. Diskutieren Sie, welche Besonderheiten Ihnen in unseren Algorithmen
auffallen, insbesondere wie wir sicherstellen, dass die Funktionsweise der beschriebenen Turing-Maschine klar
wird. Erklären Sie dann mithilfe der Church-Turing-These, warum wir davon ausgehen, dass wenn man so einen
Algorithmus beschreiben kann, es auch eine passende Turing-Maschine gibt.
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AUFGABE 11.4. (Länge von Wörtern)
Diskutieren Sie, wie viele Schritte eine Turing-Maschine mindestens machen muss, um zu entscheiden, ob für eine
Eingabe w gilt: |w| ≥ 314.

AUFGABE 11.5.
Geben Sie eine nichtdeterministische 1-Band-TM mit Σ = {a, b} an, die nichtdeterministisch die Eingabe permu-
tiert. Ist w die Eingabe, dann terminiert die TM auf jedem Rechenpfad, und zu jeder Permutation w′ von w gibt
es mindestens eine Rechnung der TM, an deren Ende der Bandinhalt gerade w′ ist.
Beispiel: Auf Eingabe w = aabb soll die TM für jede der möglichen Permutation w′ ∈ {abab, abba, baba, bbaa, baab, aabb}
jeweils mindestens einen Rechenpfad besitzen, an deren Ende genau w′ auf dem Band steht.

AUFGABE 11.6.
Geben Sie für jede der folgenden Funktionen sowohl ein WHILE-Programm als auch ein GOTO-Programm an,
das die jeweilige Funktion implementiert:

(a) f(x1, x2) = x1 mod x2

Hinweise: Verwenden Sie hier nur das Grundschema für WHILE- und LOOP-Programme. Nur xi := xj +xk

und xi := xj − xk sind zusätzlich erlaubt.

(b) g(x1) =

{
max{k ∈ N0 | x1

2k
∈ N0} falls x1 > 0

⊥ sonst
(c) h(x1, x2) = (2x1 + 1) · 2x2

Halten Sie sich an die Konventionen aus der Vorlesung: Soll ein WHILE-Programm eine Funktion F : Nk
0 → N0

berechnen, so werden die Variablen x1, . . . , xk entsprechend mit den Eingabewerten n1, . . . , nk ∈ N0 initialisiert,
während alle anderen Variablen zu Beginn auf 0 initialisiert werden. Nach Terminierung speichert die Variable x0

den Funktionswert F (n1, . . . , nk).

AUFGABE 11.7. (Entscheidbarkeit)
In dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass die angegebenen Probleme entscheidbar bzw. semi-entscheidbar sind.
Dazu sollen Sie jeweils eine Turing-Maschine beschreiben, die das Problem löst.

Beispiel:
Es ist entscheidbar, ob eine deterministische Turing-Maschine für irgendeine Eingabe mehr als 314 Schritte
macht.
Wir führen die Turing-Maschine nacheinander auf allen Wörtern w ∈ Σ∗ mit |w| ≤ 315 für höchstens 315
Schritte aus. Wenn wir 315 Schritte simuliert haben, halten wir und geben “ja” aus, ansonsten halten wir,
sobald wir die Turing-Maschine auf allen Wörtern w wie oben angegeben simuliert haben, und geben “nein”
aus.
Korrektheit des Algorithmus: Es gibt nur endlich viele Wörter bis Länge maximal 315. Wir begründen zu-
nächst durch einen Widerspruchsbeweis, dass es genügt, alle Wörter bis Länge 315 zu betrachten. Angenom-
men, wir entscheiden uns falsch, d.h. es gibt eine Eingabe w ∈ Σ∗ mit |w| > 315, auf die die Turing-Maschine
mindestens 315 Schritte macht, aber für alle w′ mit |w′| ≤ 315 macht sie maximal 314 Schritte. Betrachte v
mit |v | = 315 und es gibt v′, so dass vv′ = w. Die Turing-Maschine hält für v nach maximal 314 Schritten.
Da sie in 314 Schritten maximal 314 Felder lesen kann, kann sie nicht die gesamte Eingabe v lesen. Da die
Turing-Maschine deterministisch ist, wird sie alles nach 314 Feldern ignorieren und so insbesondere v und w
gleich behandeln. Widerspruch.

(a) Es ist entscheidbar, ob eine Turing-Maschine mehr als 314 Zustände hat.
(b) Es ist entscheidbar, ob eine Turing-Maschine bei Eingabe ε mehr als 314 Schritte macht.
(c) Es ist entscheidbar, ob eine Turing-Maschine auf Eingabe ε ihren Kopf mehr als 314 Felder von der 0-Position

entfernen kann.
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AUFGABE 11.8. (Reduktionen und Unentscheidbarkeit)
In dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass das angegebene Problem unentscheidbar ist, indem Sie eine passende
Reduktion auf ein unentscheidbares Problem angeben.

Beispiel:
Es ist unentscheidbar, ob eine Turing-Maschine für alle Eingaben 0 ausgibt. Formal heißt dies, dass wir
zeigen wollen, dass V0 := {enc(M) | ∀x ∈ Σ∗.φenc(M)(x) = 0} unentscheidbar ist.

Reduktion von K: Wir konstruieren für ein gegebenes Encoding enc(M) eine Turing-Maschine NM mit Ein-
gabe x ∈ {0, 1}∗ wie folgt: Wir simulieren die Turing-Maschine M auf enc(M) für |x| viele Schritte. Falls M
nicht innerhalb von |x| vielen Schritten hält, dann geben wir 0 aus, ansonsten 1.
Die Reduktion ist berechenbar, weil wir das Encoding von Turing-Maschinen berechnen können und Turing-
Maschinen anhand ihres Encodings für eine begrenzte Anzahl an Schritten simulieren können.
Die Reduktion ist korrekt, weil... Angenommen, enc(M) ∈ K. Dann hält die Simulation der Turing-Maschine M
auf Eingabe enc(M) während der Ausführung der Turing-Maschine NM für keine Eingabe x. Das heißt, die
Turing-Maschine NM gibt immer 0 aus.
Angenommen, enc(M) ∈ K. Dann gibt es eine natürliche Zahl t, so dass die Simulation von M in t Schritten
auf enc(M) hält. Dann gibt die Turing-Maschine NM den Wert 1 für alle Eingaben der Länge größer oder
gleich t aus.
Damit ist die folgende Funktion eine Reduktion von K auf Vo: Sei y ∈ V0.

i 7→

{
enc(NM) falls i = enc(M) für eine Turing-Maschine M

y ansonsten

Zeigen Sie: Es ist unentscheidbar zu prüfen, ob für zwei als Eingabe gegebene Turing-Maschinen die eine auf alle
Eingaben genau dann hält, wenn die andere nicht hält.

AUFGABE 11.9.
Wir erweitern GOTO-Programme um die Möglichkeit, Variablenwerte auf einem globalen Stack zwischenzuspei-
chern. Mittels der Anweisung PUSH xi wird der aktuelle Wert der Variable xi auf den Stack gelegt, mittels
xi := POP wird der aktuell oberste Wert vom Stack genommen und in der Variable xi gespeichert – sollte der
Stack aktuell keine Werte enthalten, wird xi auf 0 gesetzt. Ob der Stack aktuell einen Wert enthält, kann mittels
xi := EMPTY erfragt werden, wobei xi auf 1 gesetzt wird, falls der Stack leer ist, ansonsten wird xi auf 0 gesetzt.
Beispiel:

1 M1: IF x1 = 0 GOTO M2;
2 IF x1 = 1 GOTO M3;
3 x1 := x1 - 1;
4 PUSH x1;
5 x1 := x1 - 1;
6 GOTO M1;
7 M2: x0 := x0 + 0;
8 GOTO M4;
9 M3: x0 := x0 + 1;

10 GOTO M4;
11 M4: x1 := EMPTY ;
12 IF x1 = 1 GOTO M5;
13 x1 := POP;
14 GOTO M1;
15 M5: HALT

(a) Bestimmen Sie die Funktion N0 → N0, die von Programm aus dem Beispiel berechnet wird.
(b) Skizzieren Sie, wie sich jedes GOTO-Programm mit Stack in ein GOTO-Programm ohne Stack übersetzen

lässt.
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