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Sommersemester 2017 — Ubungsblatt Losungsskizze 7

Ubungsblatt

Wir unterscheiden zwischen Ubungs- und Abgabeblittern. Auf diesem Ubungsblatt finden Sie eine Ubersicht
iiber die Kernaspekte, die Sie in Kalenderwoche 24 in den Tutorien diskutieren, iiben und vertiefen. Die
Aufgaben auf diesem Blatt dienen dem Uben und Verstehen des Vorlesungsstoffes, sowie dem eigenstindigen
Erarbeiten der Kernaspekte. Aufserdem sollen Thnen diese Aufgaben auch helfen, ein Gefiihl dafiir zu bekommen,
was Sie inhaltlich in der Klausur erwartet. Klausuraufgaben konnen jedoch deutlich von den hier gestellten
Aufgaben abweichen. Abschreiben und Auswendiglernen von Lésungen wird Thnen daher keinen dauerhaften
Erfolg in der Vorlesung bringen. Fragen zu den Ubungsblittern kénnen Sie montags bis donnerstags von

12 Uhr bis 14 Uhr in der THEO-Sprechstunde in Raum 03.11.034 stellen.

Kernaspekte

K7.1 korrektes Wiedergeben der folgenden Definitionen

e Chomsky-Normalform e mehrdeutig
e Greibach-Normalform e inhdrent mehrdeutig

K7.2 fiir eine gegebene Grammatik Chomsky-Normalform angeben

K7.3 mit dem Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen beweisen, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist
K7.4 Aussagen liber mehrdeutige Grammatiken und inh&rent mehrdeutige Sprachen beweisen bzw. widerlegen
K7.5 begriindet entscheiden, ob gegebene Beispiele neu eingefiihrte Definitionen erfiillen

K7.6 Aussagen, mit neu eingefithrten Definitionen beweisen oder widerlegen

AUFGABE 7.1.
Betrachten Sie die folgende Grammatik G:
S — N-PV-P
N-P — CN|CNP-P
V-p —» CV]|CVP-P
P-P — PCN
C-N — AN
C-V - V|VN-P
A — a|the
N — girl | boy | flower
V  —  touches | likes | sees
P — with

(a) Zeigen Sie, dass die Grammatik mehrdeutig ist, indem Sie zwei verschiedene Ableitungen fiir das folgende
Wort angeben:

a girl touches a boy with a flower

(b) Zeigen Sie, dass die Sprache L(G) endlich ist.

(c) Zeigen Sie, dass es keine endliche Sprache gibt, die inhdrent mehrdeutig ist.

(d) Fiir Programmiersprachen sind mehrdeutige Grammatiken unerwiinscht, da jedes Programm nur eine einzige,
eindeutige Bedeutung haben soll. Diskutieren Sie anhand den verschiedenen Bedeutungsmdglichkeiten des in
Aufgabenteil (a) angegebenen Satzes, warum man natiirliche Sprache nur mit mehrdeutigen Grammatiken
sinnvoll reprasentieren kann.
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Losungsskizze

(a) (i) S = N-PV-P— C-NV-P— ANV-P =" agirl V-P — a girl C-V P-P — a girl C-V P C-N — a girl
C-V with C-N — a girl C-V with A N —* a girl C-V with a flower — a girl V N-P with a flower — a
girl touches N-P with a flower — a girl touches C-N with a flower — a girl touches A N with a flower
—™ a girl touches a boy with a flower

(il) S =5 N-P V-P - C-N V-P - A N V-P =" a girl V-P — a girl C-V — a girl V N-P — a girl touches
N-P — a girl touches C-N P-P — a girl touches A N P-P —* a girl touches a boy P-P — a girl touches
a boy P C-N — a girl touches a boy P A N —* a girl touches a boy with a flower

(b) Der Graph (V, E)), wobei die Knotenmenge V gerade die Menge aller Nicht-Terminale ist und E := {(V, V") |
IV — wV'w'}, ist azyklisch.

(c) Sei L eine endliche Sprache, d.h. |[L| = n fiir ein n € N. Die Grammatik G = ({S},X,{S - w|w € L},S)
erkennt dann genau L. Jedes Wort aus L hat somit eine eindeutige Ableitung und die Grammatik ist somit
nicht inhdrent mehrdeutig.

(d) Der Satz auf Aufgabenteil (a) hat zwei Bedeutungen: In der ersten Bedeutung beriihrt ein Méddchen einen
Jungen mit einer Blume. In der anderen beriihrt ein Madchen einen Jungen, der eine Blume hélt. Obwohl beide
Bedeutungen durch zwei syntaktisch absolut identische Satze dargestellt werden, haben sie unterschiedliche
Bedeutungen. Mochte man mit einer Grammatik diese beiden unterschiedlichen Bedeutungen représentieren,
so darf man diesen beiden Bedeutungen nicht die gleiche Ableitung zuweisen. Damit ist die Eindeutigkeit,
um natiirliche Sprachen darzustellen, nicht erwiinschenswert. Mehrdeutigkeit ist an dieser Stelle notwendig,
um die Mehrdeutigkeit der Sprache darzustellen.

AUFGABE 7.2.
Zeigen Sie, dass es keine regulédre Sprache gibt, die inhdrent mehrdeutig ist.

Losungsskizze

Fiir jede reguldre Sprache L gibt es eine rechtslineare Grammatik, die die Sprache darstellt und aus dem minimalen
DFA fiir L abgeleitet worden ist. Diese rechtslineare Grammatik ist aber eindeutig. Damit kann aber L nicht
inhérent mehrdeutig sein.

AUFGABE 7.3.
Die CFG G bestehe aus folgenden Produktionen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b}:
S — ASA|aB
A — B|S|CB
B — bjle
C — aC
D — aSCb]|a

(a) Beschreiben Sie in eigenen Worten, wann ein Nichtterminal nitzlich in einer Grammatik ist.

(b) Reduzieren Sie die Grammatik G auf die niitzlichen Nichtterminale.

(c) Uberfiihren Sie die reduzierte Grammatik dann in Chomsky-Normalform.

(d) Erkliren Sie in eigenen Worten, wie Sie nach Uberfiihren einer Grammatik in CNF iiberpriifen kénnen, dass
Sie keine Fehler gemacht habenﬂ

Losungsskizze

(a) Erzeugende Variablen :
e Pp:={X|3(X,y)eP.yeX"}
° Pk+1 :PkU{XGV‘H(X,’V)GPVYGV ("Y|Y>04>Y€Pk)}blspk+1zpk
e Fiihrt auf:
Py ={B,D} P, ={B,D,A,S} =P,
Damit kann C samt C — aC, A — CB und D — aSCb entfernt werden.
Erreichbare Variablen :
e Ry:={S}
® Rri1:=RiU {Y eV | H(X,’}/) ecP. X e RN |’}/|Y > O} bis Ri4+1 = Rk.
e Fihrt auf:
Ro = {S} R, ={S,A,B} =R>
Damit kann D und D — a entfernt werden.
Ab jetzt steht G fiir die reduzierte (bereinigte) Grammatik:

S — ASA|aB A—B|S B—ble
(b) Uberfihrung in CNF :

1Hier geht es nicht um einen formalen Beweis, dass die beiden Sprachen gleich sind, sondern um eine Strategie, wie Sie bei Aufgaben
wie im vorherigen Aufgabenteil Fehler vermeiden.
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e In jeder Regel (X,~) mit |y| > 2 Ersetzen jedes Vorkommen eines Terminals z durch X, und Ergénzen
die benétigten Produktionen X, — x:

G:S—ASA|XeB A—=B|S B-ble X.—a

Alle rechten Seiten sind jetzt von der Form VVV* U X.

o Uberfiihren aller rechten Seiten, welche aus mindestens drei Variablen bestehen, in quadratische Monome
iiber V. Die einfachste Variante ist dabei, aus XY Z einfach X Xy z machen, wobei Xy einfach eine
Hilfsvariable ist, die das Ergebnis von Y Z mittels Xy z — Y Z zugewiesen bekommt. Damit:

G':S8— AXsa|XsB A—=B|S B-ble X.—oa Xsa—SA

Erkennen von e-Regeln :
o Ey:={X eV |(X,e) e P}
° Ek+1 = Ek U{X evVv | H(X,’Y) e P. Y € E;} bis Ek+1 = Ek

Ey={B} Ei={B,A}=FE;

e Erzeugen zuséatzlicher Produktionen, welche alle méglichen Kombinationen von e-Produktionen beachten:

S — AXsa ~ S—)AXSA|XSA
S—X.B ~ S—X,B|X,
A—B ~ A—Ble
A—S ~ A—S

B—=b ~ B—=b

B —e¢ ~ B—=e

Xa—a ~ Xg—a
XSAHSA ~ XSA%SA|S

e Entfernen aller e-Produktionen:
G":S = AXsa | Xsa|XeB|Xs A—=B|S B-=b X,—a Xsa—>SA|S

Zusammenziehen von Kettenproduktionen :
e Th:={(X,Y)e PNV x V}
o T =T U {(X, Y) cVxV | iZ e V. (X, Z) e T N (Z, Y) € Tk} bis Tis1 =T = Tk (einfach
transitiver Abschluss iiber durch Kettenproduktionen gegebener Kantenrelation auf V).

To = {(5,Xs4),(S,Xa),(A,B),(A,S5),(Xsa,S)}
T = ToU{(S,S),(A,XSA),(A,Xa),(XSA,XSA),(XSA,XG)}:TQ

e Dann (1) Entfernen aller Kettenproduktion und (2) anschliefend, falls (X,Y) € T, fiige (X,v) zu P
hinzu fiir jede Regel (Y,v) € P.

G”H : S—>AX5A|SA|XaBla
A—)b|AXSA‘SA|X,lB‘a
B—b
Xa—a
XSA—>SA|AXSA|SA|XaB‘a

AUFGABE 7.4. (Pumping-Lemma fiir Kontextfreie Sprachen) Stufe C
Wir betrachten Pfeil-Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {1, |, +, —}. Wir interpretieren dabei ein Wort w € ¥*
als einen Pfad in einem 2D-Gitter.
(a) Geben Sie eine formale Definition fiir die folgenden beiden Sprachen anﬂ
(i) Pfade, die ,umkehren* — beliebig weit nach rechts fahren, dann noch weiter entweder nach oben oder
unten gehen und letztlich wieder umkehren und noch weiter nach links fahren. Diese Pfade enden dann
links vom Ursprung.
(ii) Pfade, die in den Ursprung zuriickkehren.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen, dass diese Sprache nicht kontextfrei sind

2Wenn Ihnen nicht direkt eine formale Definition einfallt, gehen Sie wie wir auf Blatt 6 vor, d.h. machen Sie Beispiele von Wértern,
die in der Sprache enthalten bzw. nicht enthalten sind.
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(a) (i)

(ii)

(b) (@)

(ii)

L= |J LT 1) <5

i<j<k

Ly ={w € X" | [wly = |w]| A |wl|_ = [w|_}

Wir nehmen an, dass L, kontextfrei ist und fiihren diese Annahme zum Widerspruch.

Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir die kontextfreie Sprache L,. Dann ist z =—"4"T1«""2 d.h,,
z € L, und |z| > n. Geméf Pumping-Lemma gibt es dann also eine Zerlegung z = wvwzy mit Wortern
u,v,w, z,y € 3* und den folgenden Eigenschaften:

(1) vz #e¢ (2) vwz| <n (3) Vi € Ny. wv'wz'y € L,

Zuerst informell: Da |[vwz| < n, kann vwz nur von der Form —*1* oder 1*<" sein. Wegen |vz| > 0
muss mindestens ein Pfeil gepumpt werden. Gilt vw € L(1"), dann kénnen wir die Anzahl der 71 {iber
die Anzahl der < pumpen, enthélt vw mindestens ein — und damit kein <, so kann man die Anzahl
der — beliebig grofs, insbesondere grofer als die Anzahl der < machen. Besteht vw nur aus <, dann
aus mindestens einem, so dass man durch Entfernen von vz die Anzahl der <— auf n + 1 oder weniger
reduziert wird, man also héchstens so viele < wie 1 hat.

Formal: Aufgrund von (1) unterscheiden wir die folgenden Fiélle:

o |vz| , > 0: Wegen (2) gilt |vz|,_ = 0. Allerdings gilt auch:

|uv3wm3y|ﬁ =n+2vz|_ >n+2=|wwr’y -
Dies ist ein Widerspruch zu (3).
e |vz|, =0 und |vz|, > 0: Dann gilt:

}uvowxoy}T =n+1-—|vz|, <n= ‘uvoumﬂog/!_>

Daher ist uv’wz’y ¢ L,, ein Widerspruch zu (3).
e |vz|, =0 und |vz|, = 0: Dann muss [vz|,_ > 0 gelten, und es folgt:

|1wowx0y|H =n+2—|vz|_<n+l= |uv0wx0y 4

Daher ist uv’wz’y ¢ L,, ein Widerspruch zu (3).
Da jeder Fall zu einem Widerspruch fiithrt und die obigen Faille alle méglichen Zerlegungen abdecken,
kann die urspriingliche Annahme nicht gelten. Also ist L, nicht kontextfrei.
Wir nehmen an, dass L, kontextfrei ist und fiihren diese Annahme zum Widerspruch.
Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir die kontextfreie Sprache L,. Sei zusétzlich z =—"1"<«"|",
d.h., z € Ly und |z| > n. Gema Pumping-Lemma gibt es dann also eine Zerlegung z = wvwzry mit
Wortern u, v, w,z,y € ¥* und den folgenden Eigenschaften:

1) vz #£e (2) lvwz| <n (3) Vi € Ny. wv'wz'y € L,

Aufgrund von (1) unterscheiden wir die folgenden Falle:
o |vz|_, > 0: Wegen (2) gilt |vz|,_ = 0. Allerdings gilt auch:
|uv2wx2y|_> =n+ vzl >n=|wwz’y -

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
e |vz[, > 0: Wegen (2) gilt [vz| = 0. Allerdings gilt auch:

|uv2wchy|T =n+ vzl >n= wwz’y .

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
o |vz|, > 0: Wegen (2) gilt |vz| , = 0. Allerdings gilt auch:

|uv2wx2 | =n<n+vz|_ = |uv2w1:2
yl, = .= yl_

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
e [vz[, > 0: Wegen (2) gilt [vz|, = 0. Allerdings gilt auch:

’quwﬁy’T =n<n+ vzl = ’uvzwx2y .

Dies ist ein Widerspruch zu (3).
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Da jeder Fall zu einem Widerspruch fiihrt und die obigen Félle alle moglichen Zerlegungen abdecken,
kann die urspriingliche Annahme nicht gelten. Also ist L, nicht kontextfrei.

AUFGABE 7.5.

(a) Erkldren Sie, was man unter einer Familie von Grammatiken versteht und geben Sie ein eigenes Beispiel
dazu an.

(b) Zeigen Sie, dass jede Grammatik G der Gréfe O(n), wenn man sie in CNF entsprechend den Folien iibersetzt
maximal nur quadratisch grofer (O(n?)) werden kann.

(c) Zeigen Sie, dass es eine Familie von Grammatiken G,, der Grofe O(n) gibt, die die folgende Behauptung
erfiillt: Uberfiihrt man G,, in CNF, indem man die Schritte der Folien umordnet nach (3), (4), (1), (2), dann
ist die erzeugte Grammatik G, ebenfalls in CNF, jedoch exponentiell grifier als G.

Losungsskizze

(a) Salopp: eine parametrisierte Grammadtik.

(b) Sei n die Grofe von G. (1) (2) fiigt O(n) neue Regeln ein (und 18scht teilweise einige). (3) (4) fiigt jetzt aber
nur O(n?) neue Regeln ein, da die rechte Seite jeder Regel nur aus zwei Variablen besteht keine neue rechten
Seiten der Lange erzeugt werden.

(C)S—)X1X2...Xn Xi—>a|s

AUFGABE 7.6.

Sei X ein Alphabet und L C X*. L ist prdfiz-abgeschlossen, wenn fiir alle w € L und v € ¥* mit v < w gilt: v € L.
Beweisen Sie, dass jede unendliche, prifiz-abgeschlossene, kontextfreie Sprache eine unendliche, reguldre Teilmenge
enthdlt.

Losungsskizze

Sei L eine unendliche, prifix-abgeschlossene, kontextfreie Sprache. Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fir die
kontextfreie Sprache L. Da L unendlich ist, gibt es ein z € L mit |z| > n. Geméf Pumping-Lemma gibt es dann
also eine Zerlegung z = uvwzry mit Wortern u, v, w, z,y € ¥* und den folgenden Eigenschaften:

(1) vz #e (2) Jvwz] <n (3) Vi € Ny. uwv'wz'y € L

Wir unterscheiden nun zwei Fille:
e Angenommen sei v # €. Dann definieren wir nun die regulidre Sprache R;:

Ri = L(w*) = {uwv’ | i € No}

R; ist unendlich und regulér. Wir haben dann R; C L, wegen der Prifix-Abgeschlossenheit und (3).
e Angenommen sei v = e. Aus (1) folgt dann = # £. Wir definieren nun die regulére Sprache Rs:

Ro = L(uwz™) = {uwz' | i € Ny}
R ist unendlich und regulér. Wir haben dann Ry C L, wegen der Prifix-Abgeschlossenheit und (3).

AUFGABE 7.7. (Richtig, richtig schwer...)
Wir definieren die Rotation einer Sprache L C ¥ als R(L) := {yx | zy € L}.
Beweisen Sie, dass kontextfreie Sprache unter Rotation abgeschlossen sind.

Losungsskizze . . L
Sei G = (V,X, P,S) eine kontextfreie Grammatik fiir L in CNF. Sei dann G = (V, X, P,S) wie folgt definiert:

= VU{X'|XeV}u{Stu{alacx}

= PU{S—=Stu{S—dilaecX}
U{a— X'al|X »acP}
Uy - XY, 2 - X'Y|X >YZeP}
uUi{s —e}

o=

Seie ¢ L. Dann gilt X —¢ uv mit u # & gdw. S —% vX’u. Was mit mit Induktion iiber die Linge der Ableitungen
gezeigt werden kann. Vielen Dank an Michael Luttenberger, der diese Losungsskizze beigetragen hat.
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