Prof. J. Esparza Technische Universitat Miinchen
S. Sickert, J. Kramer KEINE ABGABE

Einfiihrung in die theoretische Informatik
Sommersemester 2017 — Ubungsblatt 3

Ubungsblatt

Wir unterscheiden zwischen Ubungs- und Abgabeblittern. Auf diesem Ubungsblatt finden Sie eine Ubersicht
iiber die Kernaspekte, die Sie in Kalenderwoche 20 in den Tutorien diskutieren, iiben und vertiefen. Die
Aufgaben auf diesem Blatt dienen dem Uben und Verstehen des Vorlesungsstoffes, sowie dem eigenstindi-
gen Erarbeiten der Kernaspekte. Aufierdem sollen Thnen diese Aufgaben auch helfen, ein Gefiihl dafir zu
bekommen, was Sie inhaltlich in der Klausur erwartet. Klausuraufgaben kénnen jedoch deutlich von den
hier gestellten Aufgaben abweichen. Abschreiben und Auswendiglernen von Lésungen wird Thnen daher kei-
nen dauerhaften Erfolg in der Vorlesung bringen. Fragen zu den Ubungsblittern kénnen Sie montags bis
donnerstags von 12 Uhr bis 14 Uhr in der THEO-Sprechstunde in Raum 03.11.034 stellen.

Kernaspekte

K3.1 korrektes Wiedergeben der folgenden Definitionen

e reguldrer Ausdruck e =-NFA
e sternfreier Ausdruck e Produktkonstruktion

K3.2 eine (natiirlichsprachlich) gegebene Sprache als reguldren Ausdruck darstellen

K3.3 strukturelle Induktion iiber Grammatiken und reguldre Ausdriicke fithren, um Eigenschaften der be-
schriebenen Sprache zu beweisen

K3.4 Funktionen iiber regulidre Ausdriicke definieren

K3.5 einen reguldren Ausdruck r in einen NFA N iibersetzen, so dass L(r) = L(N)

K3.6 einen e-NFA N mittels Potenzmengenkonstruktion in einen DFA D iibersetzen, so dass L(N) = L(D)

K3.7 den Schnitt zweier reguldrer Sprachen mithilfe der Produktkonstruktion bilden

K3.8 begriindet entscheiden, ob gegebene Beispiele neu eingefiihrte Definitionen erfiillen

K3.9 Aussagen, mit neu eingefiithrten Definitionen beweisen oder widerlegen

Die folgende Aufgabe kann auch online gelost werden. Melden Sie sich auf http: // automatatutor. com an und
schreiben Sie sich in den Kurs 130THEQOZ20 mit dem Passwort IJDIDLKQ ein. Wir empfehlen die Benutzung von
Mozilla Firefox, da mit anderen Browsern die Darstellung teilweise inkorrekt sein kann.

AUFGABE 3.1.
Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen einen reguldren Ausdruck an, der genau die Sprache beschreibt. Ver-
wenden Sie fiir die ersten drei Aufgaben das Alphabet ¥ = {a,b,c} und fir die letzten beiden ¥ = {0, 1}.

(a) Worter gerader Lange.

(b) Worter, die mit einem a beginnen und enden, sowie Wérter, die mit einem b beginnen und enden.

(c) Worter, in denen kein a neben einem b steht.

(d) Zahlen in Bindrdarstellung (most-significant-bit-first), die durch 2 teilbar sind.

(e) Zahlen in Binidrdarstellung (most-significant-bit-first), die nicht durch 4 teilbar sind.

AUFGABE 3.2.

Sei ¥ = {a,b}. Geben Sie einen reguliren Ausdruck mit moglichst wenigen Zeichen fiir die Sprache an, in der alle
Worter gleich oft die Zeichenketten ab und ba enthalten.

Beispiel: Das Wort abab enthilt zweimal ab, aber nur einmal ba und soll somit kein Element der Sprache sein.
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AUFGABE 3.3.
Wir {ibersetzen den reguldren Ausdruck r = (a | b)*a in zwei Schritten zu einem DFA.
(a) Geben Sie mit dem Verfahren aus der Vorlesung einen e-NFA N mit L(N) = L((a | b)*a) an. Halten Sie
sich strikt an die Konstruktion aus den Folien. Als NFA fiir + € ¥ verwenden Sie hierfiir den (bis auf

Knotenbenennung) kanonischen e-NFA ({qo,q1},{0,1},{(q0,z,q1) | z € £}, 0, {q1})-
(b) Die Potenzmengenkonstruktion ldsst sich auf e-NFAs wie folgt erweitern:
Gegeben ein e-NFA N = (Q,3,4,q0,F) sei D' = (Q', X, d,I', F') wie folgt definiert:
o I":'=U;506(q0,€").
e Q und §: Q' x ¥ — Q' sind induktiv wie folgt definiert:
-1eq@’.
— Falls S € Q', dann
8(8, ) = U 5(q,e'xe’)
qES,i€ENy,JENy
fiir jedes x € ¥ und §'(S,z) € Q'.
— Ansonsten enthilt Q' keine weiteren Elemente.
e FF:={SeQ |SNF #0}.
Determinisieren Sie mithilfe dieser Konstruktion den e-NFA aus Aufgabenteil (a), um einen DFA mit gleicher
Sprache zu erhalten.

AUFGABE 3.4.
Gegeben seien zwei DFAs D; und D, tiber dem gleichen Eingabealphabet ¥ = {0, 1}. Verwenden Sie das Verfahren

aus der Vorlesung um einen DFA D anzugeben, so dass L(D) = L(D;) NL(D,).

0,1
Ao h s n R
D1:—> D, : —» @ @
\_/

1

Definition (Suffix-Sprache)

Sei L C ¥* eine Sprache tiber dem Alphabet ¥. Wir definieren Ly == {v € ¥* | Ju € £*. wv € L} und
bezeichnen L als die Sprache der Suffize von L.

AUFGABE 3.5.
Sei ¥ = {a,b,c,d} . Wir zeigen nun, dass wenn L reguldr ist, dann ist auch Ly regulér.
(a) Geben Sie die Sprache der Suffixe fir L = {abc,d} an.
(b) Sei L reguldr. Beweisen Sie, dass auch Ly regular ist, indem Sie aus einem NFA N = (Q,X,d,qo, F) mit
L = L(N) einen e-NFA N’ mit Ly = L(N’) angeben.
(c) Geben Sie direkt, d.h. ohne den Umweg {iber NFAs einen regulédren Ausdruck r mit L(r) = L((ab | b)*cd)sf

an.
(d) Beschreiben Sie eine rekursive Prozedur, die einen gegebenen regulidren Ausdruck r direkt in einen reguléren

Ausdruck 7’ mit L(r") = L(r)sf umschreibt.

AUFGABE 3.6.
Sei ¥ ein endliches Alphabet. Ein sternfreier Ausdruck ist wie folgt definiert:

e Syntaz: Die Grammatik mit folgender Produktion gibt die Menge aller giiltigen sternfreien Ausdriicke an:
S—0|e|xz|SS|S|S|S LAY
Wir bezeichnen mit | Vereinigung, mit SS Konkatenation und mit S Komplement.
o Semantik

L@):=0 L(e):={e} L():={a} L(aB):=L(@)L(B) L@ :=X"\L(a) L(a|B):=L(a)UL(B)

(a) Zeigen Sie mittels struktureller Induktion, dass L(«) eine reguldre Sprache tiber ¥ ist, falls « ein sternfreier
Ausdruck tber ¥ ist. Passen Sie hierfiir den Beweis aus den Folien, dass jeder reguldre Ausdruck sich in
einen NFA iibersetzen ldsst, entsprechend an.
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Hinweise:

e Die Umkehrung von (a) gilt nicht, z.B. ist L((aa)*) eine reguldre Sprache iiber ¥ = {a}, welche sich
nicht durch einen sternfreien Ausdruck beschreiben lasst.

e Sie diirfen ohne Beweis die folgende Aussage verwenden: Ist D = (Q, X, d, qq, F) ein DFA, so akzeptiert
der DFA D' = (Q',%',¢",q0,F'), wobei Q = Q', ¥ =%, qp = qp, § = ¢ und F' = Q \ F gerade die
Sprache L(D’) = £*\ L(D).

e (a) impliziert, dass es fiir jeden sternfreien Ausdruck « einen regulidren Ausdruck o mit L(a) = L(a)
gibt.

(b) Beweisen Sie die Behauptung L(e|a@|0b|@aad|@bbd) = L((ab)*) fiir © = {a, b}, indem Sie
(i) zuerst den sternfreien Ausdruck in einen €-NFA iibersetzen,
(ii) den e-NFA geméfB der Vorlesung tiber Zwischenschritte in einen reguldren Ausdruck tibertragen und
(iii) schlieBlich den erhaltenen reguliren Ausdruck mittels der Aquivalenzen aus der Vorlesung zu (ab)*
vereinfachen.

Hinweis: Vereinfachen Sie den NFA zunéchst vor der Ubersetzung in einen reguliren Ausdruck, indem Sie alle
Zusténde, die keinen Endzustand erreichen kénnen, entfernen. Erkliaren Sie kurz, warum sich die erkannte
Sprache dadurch nicht dndert.

AUFGABE 3.7. Stufe E
Wir betrachten das duale Model zu NFAs und definieren fiir diese Aufgabe UFAs (universelle endliche Automaten),
die ein Wort w akzeptieren gdw. alle Laufe auf w in einem Endzustand enden. Sei U = (Q, X, 4, qo, F) ein UFA.
Dann wird das Wort w € ¥* genau dann akzeptiert, wenn §(qg,w) C F.
(a) Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage gilt und begriinden Sie Thre Antwort, indem Sie einen passenden
Beweis oder ein passendes Gegenbeispiel angeben:

Jeder UFA ohne Endzustdnde akzeptiert die leere Sprache.

(b) Wir betrachten folgende Sprache L, = {w € ¥* | Vi € Ny. w; = a — w;4r = b} liber dem Alphabet
Y = {a,b}. Konstruieren Sie einen NFA und einen UFA fiir K = 2. Vergleichen Sie Ihre beiden Losung
beziiglich der Groflie der Automaten.

(c) Geben Sie eine Ubersetzung von UFAs zu DFAs an und beweisen Sie deren Korrektheit.
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