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HA-Losung

TA-Losung

Einfiihrung in die theoretische Informatik — Aufgabenblatt 12

Beachten Sie: Soweit nicht explizit angegeben, sind Ergebnisse stets zu begriinden!

Hausaufgaben: Abgabe bis zum 20.07.2016 (Mittwoch) um 12:00

Aufgabe 12.1 PCP 1P+1P-+2P+3P

Bestimmen Sie alle Losungen fiir das folgende PCP: Py = ((d, cd), (d, d), (abe, ab)).
Zeigen Sie, dass die folgende Instanz des PCPs keine Losung hat: P, = ((ab, aba), (baa, aa), (aba, baa)).

Zeigen Sie, dass das Post’sche Korrespondenzproblem iiber einem Alphabet mit nur einem Symbol entscheidbar ist. Geben
Sie hierzu einen Algorithmus an und begriinden Sie dessen Korrektheit.

Sei P = (c1,¢2) ein PCP iiber einem beliebigem Alphabet ¥ mit ¢; = (x;,y;) und ||o;| — |y;|| = 1 fiir ¢ € {1,2}. Zeigen
Sie die Entscheidbarkeit fiir diese Variante des PCPs. Geben Sie hierzu einen Algorithmus an und begriinden Sie dessen
Korrektheit.

Losung:

(a)
(b)

()

L=L((2|B1))\{e}

Zu Beginn kann nur das Tupel (ab, aba) verwendet werden, so dass wir mit (e,a) fortfahren. Offensichtlich kann nun
weder (ab, aba) noch (baa, aa) angewendet werden. Durch (aba, baa) erhalten wir aber (aba, abaa), was wiederum zu (e, a)
reduziert werden kann. Damit kann also diese Instanz des Post’schen Korrespondenzproblems keine Lsung besitzen.

In diesem Fall haben alle Karten ¢ die Form ¢ = (a*,a?) fiir ¥ = {a} und i, j > 0. Falls i = j, ist die Karte c alleine eine
Losung. Wenn alle Karten oben ldnger als unten (¢ > j) sind, gibt es keine Losung. Analog fiir den umgekehrten Fall
(1 < j).

Wiihle nun zwei Karten c;,cp mit ¢; = (a’t,a¥), co = (a’2,a*?), j; > k; und jo < ko. Sei iy der Index von ¢; und sei 4z

der von ¢y. Dann ist it 772i' ™" ¢ine Losung des PCP.

Eine TM kann einfach diese Vorbedingungen priifen und somit bestimmen, ob es eine Losung gibt.

Entscheidbar, da es genau dann eine Losung gibt, wenn 12 oder 21 eine Losung ist, und diese beiden Félle von einer TM
gepriift werden kénnen.

Beweis:

Sei i1ig .. .1 eine Losung von P. Aus der Léngenbedingung der Karten folgt sofort, dass k > 2 gilt. Falls i1 # 2, dann
gilt |zi, Tiy| = |¥i, Yi, |- Somit ist bereits i142 (12 oder 21) eine Lésung.

Sei nun i; = i3 und 0.B.d.A. il = i2 = 1. Wir nehmen ebenfalls 0.B.d.A. an, das |z1| > |y1| gilt. Somit £1 = uq ... UpUnt1
und y1 = uq ... u, mit u; € X gilt. Da i1io Teil einer Losung ist, gilt fir (x121, y191):
T1T1 = Y1Y1UnUn+1
und somit
Up1 = UL = U2 =+ = Up—1 = Un
Die Karte ¢; hat somit die Gestalt ¢; = (a"*!,a") fiir irgendeinen Buchstaben a € X.
In der Losung muss es auch eine solche Teilsequenz (22) fiir ¢o geben, damit der Uberhang von ¢; ausgeglichen wird.

Analog folgt dann c; = (b™,b™ ") fiir ein b € X. Da ¢; und ¢y sich iiberschneiden, gilt @ = b. Somit ist auch 12 eine

Losung ist. )



Aufgabe 12.2 Entscheidbarkeit und kontextfreie Grammatiken 3P+3P

Seien G, G5 CFGs.
(a) Zeigen Sie, dass das Problem L(G1) € L(G2) semi-entscheidbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass das Problem L(G;1) C L(G3) unentscheidbar ist.

Hinweis: In der Vorlesung wurde das Resultat nur erwéhnt, zeigen Sie das Resultat jetzt formal. Sie diirfen verwenden,
dass fiir G1, G> CFGs das Problem L(G1) N L(G2) = 0 unentscheidbar ist. Schauen Sie sich den entsprechenden Beweis
in den Folien an. Charakterisieren Sie die dort verwendeten CFGs moglichst genau (linear, rechtslinear, linkslinear,
deterministisch?).

Losung:
(a) Es gilt L(G1) € L(G2) genau dann, wenn es ein w € L(Gy) \ L(G3) gibt.

Alle Ableitungen bzgl. G; kann man mittels BFS (Breitensuche) der Linge nach und damit alle w € L(G1) aufzéhlen.
Fiir jedes w € L(G;) testet man z.B. mittels CYK (0BdA ist G in CNF), ob w € L(G3) gilt. Sobald man das erste
w € L(G1)\L(G2) gefunden hat, stoppt man und gibt 1 aus. Offensichtlich stoppt der Algorithmus um Fall L(G1) € L(G2)
stets, im Fall L(G1) C L(G2) terminiert der Algorithmus allerdings nie. Damit ist das Problem semi-entscheidbar.

(b) Es gﬂt L(Gl) - L(Gg) gdW L(Gl) \ L(GQ) =0 gdw L(Gl) NnA* \L(GQ) =0.
(OBdA verwenden G; und G5 dasselbe Alphabet A.)

Sei (x1,91)s .-+, (@, y1) € T* x I'* eine PCP-Instanz. Sei ¥ = {a1,...,a;}. OBAATNE =0 und A =X UT, da wir X frei
wahlen konnen. Dann sind die in der Vorlesung verwendeten Grammatik G1, Go linear und die erzeugten Sprachen sogar
deterministisch:

Im Fall von G liest ein DPDA zunéchst die a;, ...a;, und legt wihrenddessen die entsprechenden z;_ auf den Stack.
Anschliefend iiberpriift er den Stack mit der Eingabe. Sobald der Stack aufgebraucht ist, priift der DPDA, dass das
nachste Eingabezeichen $ ist, dann pushed er alle verbleibenden Zeichen aus I wieder auf den Stack, um anschlieffend
deterministisch mit den verbleibenden Zeichen aus ¥ zu {iberpriifen, ob es sich um die richtigen y;, handelt.

Im Fall von G4 folgt ein DPDA demselben Muster, ist allerdings noch einfacher.

Da DCFL effektiv unter Komplement nach Vorlesung abgeschlossen sind, kann man aus G5 bzw. dem entsprechenden
DPDA eine CFG G} mit L(G%) = L(G2) konstruieren.

Damit gilt: L(G1) C L(G%) gdw L(G1)NL(GS) =0 gdw L(G1)NL(G2) = 0 gdw die gegebene PCP-Instanz hat keine
Losung.

Aufgabe 12.3 ITE-SAT 3P

Wir betrachten (mal wieder) den ITE-Operator fiir boolesche Ausdriicke:

Zur Erinnerung, die Semantik ist durch ITE(z,y,2) := (x — y) A (-z — z) definiert. Eine ITE-Formel geniigt der folgenden
Grammatik in BNF:
F :=ITE(F,F,F) | z; | true | false

Eine ITE-Formel wird mittels des ITE-Operators aus den aussagenlogischen Variablen {z; | ¢ € N} und den konstanten
Wahrheitsfunktion true und false gebildet.

Zeigen Sie, dass ITE-SAT, d.h. das Problem zu entscheiden, ob eine gegeben ITE-Formel erfiillbar ist, NP-vollstandig ist.

Losung:

e NP-schwer: Wir reduzieren KNF-SAT auf ITE-SAT in polynomieller Zeit unter der Verwendung der folgenden seman-
tischen dquivalenzen:

-z = |ITE(z, false, true) x Ay = ITE(z,y, false) zVy = ITE(z, true, y)
Eine Klausel mit drei Literalen, z.B. —z V —y V —z ldsst sich damit umformen zu
-z V -y V -z = ITE(ITE(z, false, true), true, ITE(ITE(y, false, true), true, ITE(z, false, true)))

Jede Klausel wird in eine ITE-Formel iibersetzt, welche nur um einen konstanten Faktor grofer ist. Entsprechend tibersetzt
sich jede 3KNF-Formel in eine semantisch dquivalente ITE-Formel, die nur um einen konstanten Faktor grofer ist.

e Da die Reduktion eine ITE-Formel in eine semantisch dquivalente 3KNF-Formel in Linearzeit {iberfithrt, womit erfiillende
Belegungen erhalten bleiben, folgt sofort, dass ITE-SAT auch in NP liegt.
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Aufgabe 12.4 Meterstab-Problem 3P

Zeigen Sie, dass das Meterstab-Problem NP-vollstandig ist.
Gegeben: Ein Meterstab mit Gliedern unterschiedlicher Léange {1, ...l,, € N und eine Taschenlénge [ € N.
Problem: L&kt sich der Meterstab einpacken? Formal: Léasst er sich zu einer Lidnge < [ zusammenfalten?

Hinweis: Reduzieren Sie PARTITION auf das Meterstab-Problem. Zeigen Sie dafiir, dass eine Eingabe a1, ..., a,, von Partition
eine positive Losung genau dann hat, wenn sich der Meterstab mit den Gliedern der Linge A, A/2, a4, ..., an, A/2, A auf die
Linge A falten ldsst, wobei A := """ | a;.

Losung:
e Liegt in NP: Rate ,Faltstellen und iiberpriife die Langenbeschrankungen in polynomieller Zeit.

e Wir stellen uns den Meterstab entlang der Zahlengerade vor. Dann kann eine Faltung des Meterstabs durch Zahlen
x; € {—1,1} codiert werden, die einfach angeben, in welche Richtung man a; Einheiten entlang des Zahlenstrahls sich
bewegt. Ein Falten des Meterstabs bei ¢ entspricht dann z;x;41 = —1.

Sei nun ay,...,a, eine Probleminstanz fiir PARTITION.

Wie angegeben bildet man diese auf die Segmente b_1,bg,b1,...,bn,bpi1,bn2 = A A/2,a1,...,an, A/2, A mit A =
>, a; ab — die Abbildung lisst sich in PTIME berechnen.

OBdA gilt dann z_; = 1. Da die maximale Ausdehnung ! = A sein soll, muss damit auch zy = —1 gelten. Eine zuléssige
Faltung muss sich dann im Intervall [0, A] auf der Zahlengerade bewegen, d.h. fir alle k = —1,0,...,n + 1,7 + 2 muss
Zf:q zia; € [0, A] gelten bzw. fir alle k =1,2,...,n dann Zle z;a; € [—A/2,A/2]. Annahme: A—A/2+ " | xa; =
c# A/2. Gilt ¢ > A/2, so muss x,4+1 = —1 gelten, also Z:j_ll x;a; = ¢c—A/2 > 0, womit man in beiden Féllen o = £1
aus [0, A] rausfliegt. Analog fiir ¢ < A/2.

Eine zuldssige Faltung muss damit ), , x;a; = 0 erfiillen. Setze dann I = {i € [n] | z; = 1}. Dann folgt sofort
Dier @i = Zie[n]fl a; = A/2.

Vollkommen analog sieht man, dass jede Partition I eine zuldssige Faltung induziert.

Aufgabe 12.5 Satz von Rice 3P
Sind folgende Menge unentscheidbar (X = {0,1})? Wenn mdglich, verwenden Sie bitte den Satz von Rice. Dabei geben Sie
bitte die Menge F genau an und argumentieren, warum die Menge nicht trivial ist.

o Iy ={weX*|L(M,) ist regulér}

o Lo={weX*|VneN. g,(n)=nx*(n-—23)+42}

o Ly={weX*|VpeN. (Jw <pAp ist prim) - w, = 0}

Losung:
e Sei F = {f| f ist berechenbar A f~1(1) ist reguliir}.

Dann gilt w € Ly gdw xr(u,) € F. Offensichtlich ist F nicht die Menge aller berechenbarer Funktionen. Damit folgt
mit Rice, dass L; unentscheidbar ist.

Alternativ, indem man den Beweis von Rice explizit verwendet: w — w’ mit w’ die Codierung von M, (¢);return y €
{a"b" | n € Nyg}.

Dann gilt: Halt M, auf €, dann gilt L(M,,) = {a"b" | n € N} & L.
Halt M, nicht auf e, dann halt auch M, nicht, also L(M,) =0 € L;.

e Sei F = {f | f ist berechenbar AVn € N. f(n) = n* (n — 23) + 42}. Dann ist gilt fiir g(n) = 0: g ¢ F und somit ist F
nicht die Menge aller berechenbarer Funktionen.

Alternativ kann wieder der Beweis von Rice verwendet werden: Bilde w auf Codierung w’ von M, (¢);return n % (n —
23) + 42; ab.

e L3 ist entscheidbar, da w nur syntaktischen Kriterien erfiillen muss. Eine TM kann alle Primzahlen kleiner gleich |w|
berechnen und an diesen Stellen in w priifen, ob w, = 0 gilt.



Aufgabe 12.6 2P

Wir nehmen an, dass P ein (WHILE-)Programm ist, das SAT in polynomieller Zeit entscheidet.

Konstruieren Sie unter Verwendung von P als Hilfsfunktion ein Programm P’, das in polynomieller Zeit zu einer gegebenen
aussagenlogischen Formel ¢ eine erfiillende Belegung 8 berechnet.

Losung: P als Orakel verwenden, um schrittweise zu entscheiden, ob ¢lxy := by,...2,_1 = bi_1,2; := 0] bzw. ¢[z; =
bi,...2Ti—1 := bj—1,x; := 1] noch erfiillbar ist. Insgesamt werden 2 |Var(¢)| < 2|¢| viele Aufrufe von P benétigt, P’ 1auft damit
selbst auch in PTIME.

Aufgabe 12.7 Semi-Entscheidbarkeit 2P

Zeigen Sie:

A ist semi-entscheidbar gdw. A ist Wertebereich einer berechenbaren Funktion

Losung: A semi-entscheidbar ~~ A aufzéhlbar ~» A Wertebereich eine berechenbaren Funktion (gerade die Funktion, die A
aufzahlt)

A Wertebereich einer berechenbaren Funktion f ~~ sei T' TM zu f, simuliere T fiir ansteigende Grenze N auf allen Eingaben
der Lénge < N fiir N Schritte, falls Simulation terminiert, gib berechneten Wert aus ~» A aufzéhlbar, da schlieflich jede
Eingabe und damit jeder Ausgabe erzeugt wird ~» A semi-entscheidbar.



Tutoraufgaben: Besprechung in KW28

Aufgabe 12.1 Entscheidbarkeit

Geben Sie fiir jedes der folgenden Probleme an, ob es entscheidbar oder unentscheidbar ist. Falls es unentscheidbar ist, geben
Sie an, ob das Problem selbst oder sein Komplement semi-entscheidbar ist. Begriinden Sie stets Thre Antwort.

Gegeben sei eine (1-Band-)Turing-Maschine M:

(a)
(b)
(c)
(d)
()

Halt M auf der leeren Eingabe?

Gibt es eine Eingabe, auf der M halt?

Schreibt M jemals ein gegebenes x (bezogen auf alle moglichen Eingaben)?
Andert M jemals ein Zeichen auf dem Band bei leerer Eingabe?

Gilt L(M) = {0,1}*? (L(M) ist die von M akzeptierte Sprache, d.h. M hat eine akzeptierende Berechnung fiir jedes
w € L(M). OBdA gilt L(M) C {0,1}*.)

Losung:

(a)

(b)

Unentscheidbar: Hy

Semi-entscheidbar: Simuliere M.

Unentscheidbar: Reduktion von Hy: Bilde M auf z¢:=M(e) ab

Semi-entscheidbar: Zahle alle Eingaben w auf und simuliere alternierend M auf allen Eingaben.

Unentscheidbar: Reduktion von Hy: Sei v kein Bandzeichen von M. Bilde M auf x1:=M (e);x0:=~; ab.
Semi-entscheidbar: Zihle alle Eingaben w auf und simuliere alternierend M auf allen Eingaben bis x geschrieben wird.

Entscheidbar: Simuliere M [¢] bis entweder ein Zeichen geschrieben wird oder ein Kontrollzustand ¢ doppelt besucht wird.
Im Ersten Fall antworte 1, im zweiten 0. Da die Kontrolle der TM endlich ist, tritt einer der beiden Félle nach einer
endlichen Anzahl von Schritten ein.

Unentscheidbar: Sowohl L(M) = {0,1}* als auch L(M) # {0, 1}* sind nicht semi-entscheidbar:
Wir zeigen, dass sich sowohl Hy als auch Hy auf das Problem reduzieren lassen.

Reduktion von Hy: Bilde Codierung w auf Codierung w’ der TM M, (y) := My, (¢); return 1; ab. Dann L(M,) = {0, 1}*
gdw. w € Hy. (Damit reduziert sich Hy auf L(M) # {0,1}*.)

Reduktion von Hy: Bilde Codierung von w auf Codierung w’ der TM M,/ (y) ab, welche M, (¢) fiir genau |y| viele
Schritte simuliert; terminiert die Simulation innerhalb der Zeitschranke, lehne y ab bzw. gehe in Endlosschleife, ansonsten
akzeptiere y. Dann gilt L(M,) = {0,1}* gdw. M, (¢) hélt nicht nach endlich vielen Schritten gdw. w ¢ Hy. (Damit
reduziert sich Hy auf L(M) # {0,1}*.)

Wiére L(M) = {0,1}* oder L(M) # {0, 1}* semi-entscheidbar, dann wiren somit sowohl Hy als auch Hj semi-entscheidbar,
d.h. Hy selbst wéire entscheidbar.

Aufgabe 12.2 Reduktionen und NP-Vollstindigkeit

In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass 3KNF-SAT (und damit KNF-SAT) NP-vollstindig ist. Man kann zeigen, dass 2KNF-
SAT (maximal 2 Literale pro Klausel) allerdings noch in P liegt. Ist eine Formel in KNF unerfiillbar, so kann man immer noch
versuchen, die Anzahl der gleichzeitig erfiillten Klausel zu maximieren. Das entsprechende Problem wird mit MAX-KNF-SAT
bezeichnet. Speziell ist MAX-2KNF-SAT das Entscheidungsproblem:

e Gegeben: Aussagenlogische Formel ¢ in 2KNF, Konstante ¢ € N.

e Frage: Gibt es eine Belegung (3, so dass mindestens ¢ Klauseln von ¢ unter § erfiillt sind.
Ziel ist es zu zeigen, dass MAX-2KNF-SAT bereits NP-vollstidndig ist.
(a) Zeigen Sie, dass MAX-2KNF-SAT in NP liegt.

(b) Betrachten Sie die folgenden zehn Klauseln:

K1:IE Kgiy K3:Z K4:U}

Ky =—-2V -y Kg=—-yV -z K;=-2zV—x Kg=xV—w Ko=yV-w Kig=2zV-w

Zeigen Sie:



(i) Ist 3’ eine erfiillende Belegung von z V y V z, so ldsst sich 8 zu einer zu K; A ... A Ko passenden Belegung 3
erweitern, welche maximal sieben Klauseln erfiillt.

(ii) Die Belegung 8': {z,y,2z} — {0,1}: v — 0 lasst sich nicht zu einer Belegung f erweitern, unter der mehr als sechs
der zehn gegebenen Klauseln erfiillt sind.

(¢) Sei C' =Ly V La V L3 eine dreielementige Klausel. Die Formel R¢ sei wie folgt definiert:

10
Re = /\Ki[m — L1,y — Lo,z — L3, w— x¢]
i=1

wobei K;[x +— Ly,y — Lo,z — L3, w — z¢] die Klausel ist, welche man aus K; erhilt, indem man z durch L;, y durch
Lo, z durch Lz und w durch z¢ (parallel) substituiert. z¢ ist dabei eine neue, zuvor noch nicht verwendete Variable.

Zeigen Sie: Sei ¢ = A¥_, C; in 3KNF und Ry, := A\I_, Re,. Dann gilt (Ry, 7k) € MAX-2KNF-SAT gdw. ¢ € 3KNF-SAT.
(d) Vervollsténdigen Sie den Beweis, dass MAX-2KNF-SAT NP-schwer ist.
(e) Nehmen Sie an, MAX-2KNF-SAT liegt in P.

Zeigen Sie, dass dann auch die Probleme, zu einer gegebenen 2KNF-Formel ¢ (i) die maximal erfiillbare Anzahl an
Klauseln bzw. (ii) eine Belegung, welche eine maximale Anzahl von Klauseln erfiillt, zu berechnen, in P liegen.

Losung:

(a) Erfiillende Belegung raten, Formel auswerten und die erfiillten Klauseln zéhlen. Die Verifikation kann in polynomieller
Zeit von einer DTM ausgefiihrt werden.

(b) (i) Da die Klauseln symmetrisch bzgl. x,y, z sind, betrachten wir nur den Fall x + 1 und y,z +— 0. Dann sind
Ky, K;5, K¢, K7, Kg erfiillt. Durch die Wahl w — 0 werden noch Ky und Ko erfiillt, somit werden insgesamt 7
Klauseln erfiillt. Durch die Wahl w — 1 wird nur noch K, erfiillt und somit nur 6 Klauseln.

Wir betrachten nun den Fall x,y — 1 und z — 0. Dann sind K3, K>, K¢, K7, Kg, Kg erfiillt. Durch die Wahl w +— 0
wird noch Kjq erfiillt, somit werden insgesamt 7 Klauseln erfiillt. Durch die Wahl w + 1 wird nur noch K, erfiillt
und somit auch 7 Klauseln.

Wir betrachten nun den Fall x,y, z — 1. Dann sind K1, Ko, K3, Kg, K9, K¢ erfiillt. Durch die Wahl w +— 0 werden
keine weiteren Klauseln erfiillt. Durch die Wahl w + 1 wird nur noch K, erfiillt und somit 7 Klauseln.

(ii) Unter dieser partiellen Belegung sind K, K», K3 trivialer Weise nicht erfiillt und K5, K¢, K7 sind erfiillt. Wenn wir
w > 0 setzen, dann sind noch Kg, K9, K¢ erfiillt. Somit erhalten wir 6 erfiillte Klauseln. Durch die Wahl w + 1
erhalten wir nur 4 erfiillte Klauseln.

(¢) In (b) haben wir gezeigt, dass von Rc maximal 7 Klauseln erfiillt werden kénnen und das ist nur der Fall, wenn 2 VyV z
erfiillt ist. Wenn (Ry, 7k) € MAX-2KNF-SAT gilt, dann hat R¢ fiir jedes C = L1 V Ly V L3 genau 7 erfiillte Klauseln.
Somit existiert eine Belegung 3, die jedes C' erfiillt und somit ¢ € 3SKNF-SAT. Gegenrichtung analog.

(d) Man muss sich nur noch vergewissern, dass die Abbildung ¢ — (R, 7k) in P berechenbar ist. Da k die Anzahl der
Klauseln von ¢ ist, ist k& undr durch ¢ gegeben. Aus jeder k& Klauseln erzeugt man 10 neue Klauseln, was in Zeit O(10k)
geht.

(e) (i) Binére Suche nach dem maximalen ¢ bendtigt maximal log, k < log, |¢| viele Aufrufe der P-Entscheidungsprozedur
fiir MAX-2KNF-SAT.

(ii) Seien xy,..., %, die in ¢ vorkommenden Variablen (also m < |¢|).
Algorithmus:
¢ Bestimme maximales ¢4 entsprechend (i) in P.
e Sei (3 die iiberall undefinierte Belegung.
e Firi=1,....,m:
Sei ¢ := ¢lx; — 1.
Bestimme maximales cg in P.
Falls ¢y = ¢4, setze B(x;) := 1 und ¢ := ¢'; sonst f(z;) := 0 und ¢ := ¢[z; — 0].
e Gib f zuriick.

Der Algorithmus fiir die Funktion aus (i) genau m < |¢| Mal aus, ist somit auch polynomiell in |¢|.



Aufgabe 12.3 Entscheidbarkeit
Sei ¥ ={ay,...,a} ein endliches Alphabet. Seien f,g: ¥* — I'* zwei Homomorphismen, d.h. f(¢) = e und f(uv) = f(u)f(v)
fiir alle u,v € ¥* und entsprechend fiir g. f, g seien durch Auflistung Ihrer Bilder auf ¥ gegeben: (f(a;))ic(x], (9(ai))ie[k-
Zeigen Sie:
(a) Sei L C ¥* reguldr. Es ist unentscheidbar, ob es ein Wort w € L mit f(w) = g(w) gibt.
Hinweis: Verwenden Sie eine Reduktion von PCP.
(b) Sei L C ¥* regulér. Es ist entscheidbar, ob f(w) = g(w) fir alle w € L gilt.
Hinweis: Untersuchen Sie die Struktur des DFAs.

Losung:
(a) Sei (x1,91),--., (zk, yi) eine PCP-Instanz.
Setze ¥ ={a; |t =1,...,k}, L =%%, f(a;) := x; und g(a;) := y;.
Dann gibt es ein w € L = ¥* mit f(w) = g(w) genau dann, wenn die PCP-Instanz losbar ist.
(b) Sei A ein 0BdA minimaler DFA mit L = L(A) mit n Zusténden.
Sei D ={we L: f(w) # g(w)}.
Sei z € D ein kiirzestes Wort aus D.
Betrachte den akzeptierenden Ablauf g, q1,...,q von A zu z mit [ = |z|.

e Fall: Alle g; sind verschieden. Dann gilt I < n. Hiervon gibt es nur endlich viele Worter w, fiir welche in endlicher

Zeit deterministisch f(w) z g(w) getestet werden kann, womit man z in endlicher Zeit findet.

o Fall: Es gilt ¢; = g; fiir 7 < j. Entsprechend dem PL fiir reguldre Sprachen darf man j < n annehmen, insbesondere
ist j der fritheste Zeitpunkt, an dem ein Zustand von A zum zweiten Mal wihrend der Verarbeitung von z besucht
wird. Dann unterteilt sich z in z = wow mit |u| = i, |uv| = j und uw € L.

Da z ein kiirzestes Wort aus D ist, muss f(uw) = g(uw) gelten, insbesondere f(u)f(w) = g(u)g(w).
OBdA gilt |f(u)] < |g(u)|. Dann muss f(u) Prafix von g(u) sein, d.h. es gibt ein v € I'* mit g(u) = f(u)y.
Aus f(u)f(w) = g(u)g(w) folgt f(uw)f(w) = f(u)yg(w) und damit f(w) = ~vg(w) in diesem Fall.
Hiermit:

fz) = F)f () f(w) = fu)f()yg(w) # flu)rg(v)g(w) = g(u)g(v)g(w) = g(=)

Kiirzen fithrt auf

f(v)y # vg(v)

Ersetze nun w durch ein kiirzestes Wort w’, so dass uw’ € L gilt. Da ww € L kann 6(qg, u) nicht der ablehende
Zustand sein. In maximal n—1 Schritten kann man daher von §(qo, u) zu irgendeinem Endzustand von A kommen. Es
folgt |w’| < n und damit |uvw’| < 2n. Weiter gilt |w’| < |wl|, also Juvw’| < |z|. Analog zu oben folgt f(w') = vg(w'),
da uw’ € L A Juw'| < |z|. Somit:

fluvw’) = fu) f(v) f(w') = f(u)f(v)yg9(w’) # f(w)rg(v)g(w') = g(u)g(v)g(w)
Damit muss bereits |w| = |w'|, insbesondere |z| < 2n gegolten haben.

Insgesamt erhélt man somit:
Jw € L(A): f(w) # g(w) gdw Fw € L(A) N E<2": f(w) # g(w).

was sich in endlicher Zeit iiberpriifen lésst.



