Technische Universitdt Miinchen Sommer 2016
Prof. J. Esparza / Dr. M. Luttenberger, S. Sickert 18. Mai 2016

HA-Losung

TA-Losung

Einfiihrung in die theoretische Informatik — Aufgabenblatt 4

Beachten Sie: Soweit nicht explizit angegeben, sind Ergebnisse stets zu begriinden!

Hausaufgaben: Abgabe bis zum 11.05.2016 (Mittwoch) um 12:00

Aufgabe 4.1 Umkehrung (Spiegelung) 1P+1P+3P

In den Folien finden Sie einen Algorithmus mit dem man aus einem DFA M einen e-NFA N konstruieren kann, so dass
L(M)® = L(N) gilt.
(a) Konstruieren Sie fiir den reguléren Ausdruck » =0 ] 1(0|1)*0 einen DFA und wenden Sie das Spiegelungsverfahren an.
(b) Geben Sie einen reguliiren Ausdruck v’ mit L(r) = L(")® an.
)

¢) Geben Sie nun, entsprechend TA 3.3(c) ein Verfahren an, dass rekursiv einen reguldren Ausdruck r in einen reguléren
Ausdruck ' umschreibt, so dass L(r)® = L(r') gilt. Zeigen Sie die Korrektheit Thres Verfahrens mittels struktureller
Induktion und seien Sie besonders ausfiihrlich in den Fillen a8, « | 8 und o*.

Loésung:

(a) Siehe Abbildung.

(a) DFA fiir L(r) (b) e-NFA fiir L(r)

(b) #" =0]0(0]1)*1

(c) Konstruktion: Wir definieren folgende rekursive Prozedur:

rev(@) =0 rev(af) = rev(B)rev(a)
rev(e) =€ rev(a | B) = rev(a) | rev(p)
rev(a) = a rev(a®) = rev(a)*

Korrektheit: Da fiir alle u,v € ©* gilt: (uv)® = (v, ... V10, ... u1) = vu®, folgt fiir beliebige Sprachen A und B:
(AB)? = BEAR und (A%)* = (A*)E. Dann kénnen wir die Korrektheit (L(rev(y)) = L(7)) mit struktureller Induktion
iiber v zeigen:
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o v=10: L(rev(0)) = 0 = 0F = L(D) 7
o y=¢c L(rev(e)) = {e} = {e}F = L(e)F
o v=a: L(rev(a)) = {a} = {a}f* = L(a)®
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e v=a" L(rev(a®)) = L(rev(a))* = (L(a)®)* = L(a*)E

Aufgabe 4.2 Pumping-Lemma 2P+2P

Zeigen Sie mithilfe des Pumping-Lemmas, dass folgende Sprachen nicht regulér sind:
(a) L, = {a®b5 |i>0}
(b) Ly = {a* | i >0}

Losung:
(a) Angenommen: L, wire regulidr. Dann kénnen wir das Pumping-Lemma anwenden.

Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl. Dann gilt a%?b%" € L, und |a6"66”’ > n. Es gibt also fiir z = a®"0%" eine Zerlegung
z = wvw mit v # € und |uv| < n, so dass (x) uv'w € L, fiir alle i € Ng. Deshalb v = @ fiir ein 0 < j < n.

Dann ist aber uv’w = a%"*=7b°" ¢ L,, denn 6n — j < 6n. Dies steht im Widerspruch zu (x), d.h. unsere urspriingliche
Annahme, dass L, regulér ist, ist falsch.

(b) Angenommen: L; wére reguldr. Dann kénnen wir das Pumping-Lemma anwenden.

Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl. Dann gilt " € L; und ‘a2n| > n. Es gibt also fiir z = a®" eine Zerlegung z = uvw
mit v # € und |uv| < n, so dass (x) uwviw € Ly fiir alle i € Ng. Deshalb v = @’ fiir ein 0 < j < n.

Dann ist aber uv?w = a® 7 ¢ L, denn
2M <M 4 <V < 20 42" = QN

Dies steht im Widerspruch zu (x), d.h. unsere urspriingliche Annahme, dass L;, regulér ist, ist falsch.

Aufgabe 4.3 Homomorphismen auf reguliren Sprachen 3P+1P

Sei ¥ ein Alphabet und L C ¥* eine reguldre Sprache. Weiter sei h: ¥ — X* eine Abbildung, die jedem Zeichen a € 3 ein Wort
h(a) € ¥* zuordnet. h erweitert man kanonisch auf ¥* mittels h(e) = ¢ und h(zy) = h(x)h(y) fiir alle z,y € X*. Schlieklich sei
h(L) = {h(w) |w € L}.

)
(a) Zeigen Sie: Ist L regulér, dann ist auch h(L) regulér.
(b)

b) Verwenden Sie das Resultat aus (a), um zu zeigen, dass L' = {ab*cd*'e | i € Np} nicht regulér ist. Hierbei diirfen Sie das
Ergebnis aus HA 4.2 verwenden.

Loésung:

(a) Konstruktion: Wir liften h auf regulédre Ausdriicke und erhalten hpg :

hre (0) =0 hre (af) = hre (B)hrE (@)
hrEe (€) =€ hre (o | B) = hre (o) | hre (8)
hre (a) = h(a) hre (@) = hrp ()"

Korrektheit: Wir zeigen L(hgrg (7)) = h(L(7y)) mit struktureller Induktion iiber 7. Dabei verwenden wir das h struk-
turerhaltend ist: h(A™) = (h(A))", sowie h(AU B) = h(A) U h(B).

= (
o v =0: L(hps (0)) =0 = h(0
o v=e L(hre (€) = {e} = h({e})
e y=a: L(hgg (a)) = {h(a)} = h({a}).
o 7= aB: L(hge (aB)) = Lhge (0)) L(hre (8)) E h(L(a))A(L(B)) = h(L(a)L(8)) = h(L(af))
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o y=a| B Llhre (| B) = L(hge (@)U L(hre (8) = A(L()) UA(L(B)) = h(L(a) U L(8)) = h(L(a | 8))
o v=0a% L{hgp () = L(hrp ()" = h(L(@))* = Uso(h(L(@)) = Uiso ML(@)) = h(L(a*))
Sei r ein reguldrer Ausdruck fiir L. Dann
h(L) = h(L(r)) = L(hre (r))
und somit k(L) regulér.

Alternativ kann der Beweis anhand eines Automaten gefihrt werden. Dabei werden die Kantenbeschriftungen mit h
umgeschrieben.

(b) Wir definieren eine Abbildung h: ¥ — ¥*:
hia) =€ h(b) = aa h(c) =€ h(d) = bbb h(e) =€
Wir nehmen an das L’ regulér ist. Dann ist laut (a) auch
h({ab*cd*e | i € No}) = {a®b% | i € Np}

reguldr. Widerspruch zu HA 4.3. L' ist somit nicht regulér.

Aufgabe 4.4 Produktkonstruktion 2P+1P

Wir definieren den ITFE-Operator (if-then-else) fiir Mengen:
ITE(A,B,C)={weX | (weAhweB)V(wgANweC)}

Seien jetzt A, B,C C ¥* reguldre Sprachen, die von den DFAs M4, Mp und Mo erkannt werden.

(a) Erweitern Sie die Produktkonstruktion aus der Vorlesung, so dass aus den Automaten My, Mp und M ein DFA
Mirga,B,c) mit L(Mirga,B,cy) = ITE(A, B, C) konstruiert wird. Beweisen Sie auch die Korrektheit dieser Konstruk-
tion!

(b) Sei nun ¥ = {a,b,c}. Wenden Sie diese Konstruktion auf die Sprachen A = {w € ¥* | |w| ist gerade}, B = {a"™b™ |
n,m > 0} und C' = {c"b™ | n,m > 0}.

Losung:

(a) Konstruktion:

Mirpa,s,c) = (Q* x QP x QY,%,6x, qox, Fx)
0x((¢,4',4"), a) := (6%(q,0),6"(¢',a),6(¢", a))
(445 4)
={(¢".0".¢°) | (¢" e F' ng" e FP) v (¢" ¢ F* N g € FO)}

qox =

Korrektheit: Mit Induktion iiber w € ¥* erhalten wir fiir alle ¢,¢’, ¢":

ox (0,4, q"),w) = (04(q,w), 05 (¢, w), 8 (¢", w))

Damit gilt:
w € L(Mrrga,B,0))
<:>5><((J0><7'w) € Fx
& (5A(q64,w) er4 /\SB(qéB,w) € FByv (5A(q(‘)4,w) ¢ 4 /\Sc(qg,w) € F%)
SweArNweB)VwgANweO)
& w e ITE(A, B, C)
(b) Losung;:



(q0,q1,q1)

(40,90,q0)

start —

(40,q1,92)
b
“
b
(00,90,q2)

Abbildung 2: Produktautomat. Fangzustédnde sind nicht eingezeichnet.

Tutoraufgaben: Besprechung in KW19

Bitte beachten Sie die Regelung zu den Pfingstferien auf der Webseite.

Aufgabe 4.1

Geben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus an, der fiir einen gegebenen NFA N = (Q, X, 0, qo, F') den Wert min{|w| |
w € L(N)} berechnet.

Loésung:

def BFSReach(Q,X,0,q0,F):
if go in F':
return 0
if len(F) =— 0:
return None
n=20
todo = set ([qo])
visited = set ([go])
while len(todo) > O0:
n 4= 1



nxt todo = set ()
for ¢ in todo:
for a in X:
for ¢ in §(q,a):
if ¢ not in visited:
nxt_todo.add(q")
visited .add(q")
if ¢ in F:
return n
todo = nxt_ todo
return None

Erklarung: BFS auf Automat beginnend im Startzustand (fiir mehrere Startzustédnde entsprechend). Jede Transition wird
héchstens einmal getestet.

Aufgabe 4.2

(a) Passen Sie den Minimierungsalgorithmus so an, dass er fiir jedes Paar von indquivalenten Zusténden ¢, ¢’ eines DFAs ein
Wort w mit §(q,w) € F < §(¢',w) ¢ F berechnet.

(b) Determinisieren und dann minimieren Sie folgenden NFA. Verwenden Sie fiir die Minimierung den Algorithmus aus (a).

Losung:

a) Fiir alle Paare {p, ¢} € nn man p,q}) := € verwenden. Fiigt man dann in der Schleife {p, ¢} neu zu inzu, da

Fiir alle P U ka w den. Fii d in der Schleifi U hi d
{6(p,a),d(q,a)} € U, so kann man W({p,q}) = aW ({d(p,a),d(q,a)}) setzen. Hinweis fiir Tutoren: Wiederholen Sie den
Algorithmus fiir:

a

start H a a

(b) Der NFA muss erst zu einem DFA determinisiert werden:



{1,3,2,4} a

Abbildung 3: DFA nach Potenzmengenkonstruktion.

‘{1,473} {14,2,3} {43} {4,2,3} {1,2,3} {2,3} {1} {2}

(143 | - - - — - - - -
{1423} = - - - -~ - - -
{4,3} € € - - - - -
{4,2,3} € 3 ba - - - - -
{1,2,3} - - e e - - -
{2,3} € 5 ba = € - -
{1} a a € € a € - -
{2} € € a € a € —

Abbildung 4: Tabelle mit unterscheidenden Woértern

{1,3,2,4},
{1, 3,2},

{1,8,4}

Abbildung 5: Minimierter DFA



Aufgabe 4.3
Bestimmen Sie die MyHill-Nerode-Relation fiir jede der folgenden Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b, ¢} und skizzieren
Sie jeweils den Quotientenautomaten (X*/ =p,3, 9z, [e]=,, FL)-

(a) Ly = L((ab | ba)")

(b) Ly = L((aa)")

(c) Lz = {a'b'c' | i € No}

Loésung:

(a) Ablesen aus minimalem DFA:

€]z, = L((ab [ ab)*) [b], = L((ab | ba)*d) [alz, = L((ab|ba)*a) [c]r, = L((ab | ba)"(ala [ ) [b(b|c) | c)(a]b]c))

(b) Ablesen aus minimalem DFA:

[6] Ly =

a
start H@ c,b
b
c, c,a,b

(c) Ablehnender Zustand/Aquivalenzklasse und entsprechende Transitionen wurden nicht gezeichnet:

start — [¢]
[abc] la] —2— [ad] [aaa)

AN b b b

[ab) [aab) laaab)

A b b

laabb) laaabb)

c b

[aaabbb]



Knobelaufgabe

Freiwillige Abgabe per E-Mail an theo-uebungsleitung@in.tum.de. Der Preis diese Woche fiir die ersten drei richtigen Gesamtlo-
sungen ist jeweils ein Chari Tea Red. Alle richtigen Einsendungen bis zum 11.05.2016 wm 12:00 Uhr erhalten die Bonuspunkte.
Wir bewerten nur die erste Einsendung und behalten uns das Recht vor unleserliche oder unverstindliche Abgaben nicht zu
korrigieren.

Aufgabe 4.1 Bonus: 2P

Eine Arena (V, 3, E, 0,vg, Z) besteht aus einer endlichen Menge V' von Knoten, einem endlichen Alphabet 3, ¥-beschrifteten
Kanten F CV x ¥ x V, einer Abbildung o: V' — {T, L}, die jedem Knoten einen Spieler zuordnet, einem Startknoten vy und
einer Menge Z von Zielknoten.

Gegeben ein Wort w = agay ...a; € 3* (a; € X) sieht ein Spielverlauf wie folgt aus: beginnend in vy wihlt stets Spieler o (v;
den néchsten Knoten v;y; aus allen iiber eine mit a; beschriftete Kante erreichbaren Knoten, d.h. es muss (v;, a;,v;41) € F
gelten. Spieler T gewinnt den Spielverlauf vgvy ... vvi41, falls am Ende vy € Z gilt, ansonsten gewinnt Spieler L.

Spieler T gewinnt das Wort w, falls er seine Ziige so wahlen kann, dass er jeden dann noch méglichen Spielverlauf gewinnt.

Zeigen Sie: Die Sprache der Worter, die T gewinnt, ist regulédr.



