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Dieses Skript basiert auf meinen eigenen Notizen für die Spezialvorlesung Petrinetze
in SS 95. Die Hauptquelle sind die folgenden Bücher (die auch gute Literaturlisten
enthalten):

J. Desel.Struktur und Analyse von Free-Choice-Petrinetzen. Deut-
scher Universitäts Verlag, 1992.

J. Desel und J. Esparza.Free-choice Petri nets. Cambridge Tracts in
Theoretical Computer Science 40, Cambridge University Press, 1995.

Das Netzmodell von Petersons Algorithmus kommt aus

E. Best.Semantik. Vieweg, 1995.

Die Quelle des Aktion-Reaktion Protokolls ist

R. Walter.Petrinetzmodelle verteilter Algorithmen – Intuition und B e-
weistechnik. Dieter Bertz Verlag, 1996.

Die Bahnnetz-Beispiele gehören schon zum Petrinetz-Folklore. Die wurden erst von
H. Genrich eingeführt.
Vielen Dank an Doris Reisenauer für die Erstellung des Skripts.
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Teil I

Das Modell

2



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Allgemeine Definitionen

1.1.1 Zahlen

N, Z, Q undR bezeichnen die Mengen der natürlichen, ganzen, rationalen und reellen
Zahlen.

Relationen

SeiX eine Menge und seiR ⊆ X ×X eine Relation.
R∗ bezeichnet dietransitive und reflexive Ḧulle vonR.
R−1 ist die inverseRelation vonR : (x, y) ∈ R−1 ⇔ (y, x) ∈ R.

Sequenzen

Eineendliche Sequenz̈uber eine MengeA ist eine Abbildungσ : {1, . . . , n} → A,
dargestellt durch die Kettea1a2 . . . an mit ai = σ(i) für alle 1 ≤ i ≤ n, oder die
Abbildungǫ : ∅ → A, die leere Sequenz.
Die Längevonσ ist n und die Länge vonǫ ist 0.
Eine unendliche Sequenz ist eine Abbildungσ : IN→ A. Wir schreibenσ = a1a2a3 . . .
wobeiai = σ(i).
Die Konkatenationzweier endlicher Sequenzen bzw. einer endlichen und einer unend-
lichen Sequenz wird wie üblich definiert.
σω bezeichnet dieunendliche Konkatenationσσσ . . . (für σ endlich).
σ ist einPräfixvon τ , wennσ = τ oderσσ′ = τ für eine Sequenzσ′.
DasAlphabeteiner Sequenzσ ist die Menge der inσ auftretenden Elemente.
Für eine Sequenzσ überA und eine MengeB ⊆ A entsteht dieProjektionoderRe-
striktionσ|B durch Elimination aller Elementea ∈ A \B in σ.
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Vektoren und Matrizen

SeiA = {a1, . . . , an} eine endliche Menge und seiK eine der MengenN, Z, Q, R.
Eine AbbildungX : A → K wird durch den Vektor(X(a1), . . . , X(an)) dargestellt.
Wir identifizieren die AbbildungX und ihre Darstellung.
SeienX = (x1, . . . , xn) undY = (y1, . . . , yn) zwei Vektoren.
DasProduktoderSkalarproduktX ·Y ist die Zahlx1y1+. . .+xnyn (wir unterscheiden
nicht zwischen Zeichen-und Spaltenvektoren!).
X ≥ Y bezeichnetx1 ≥ y1∧ . . .∧xn ≥ yn. X > Y bezeichnetx1 > y1∧ . . .∧xn >
yn.
SeiB = {b1, . . . , bm} eine endliche Menge. Eine AbbildungC : A × B → K wird
durch dien×m Matrix









C(a1, b1) C(a1, b2) · · · C(a1, bm)
C(a2, b1) C(a2, b2) · · · C(a2, bm)
· · · · · · · · · · · ·

C(an, b1) C(an, b2) · · · C(an, bm)









dargestellt. Wir schreiben auchC = (cij)i=1,...,n,j=1,...,m, wobeicij = C(ai, bj).
SeiX = (x1, . . . , xm) ein Vektor und seiC einen×m Matrix. DasProduktC ·X ist
der VektorY = (y1, . . . , yn) gegeben durch

y(i) = ci1x1 + . . . + cimxm

Das ProduktX · C ist der VektorY = (y1, . . . , yn) gegeben durch

y(i) = c1ix1 + . . . + cmixm

1.2 Netze

Definition 1.2.1 (Netz, Vorbereich, Nachbereich)
Ein NetzN = (S, T, F ) besteht aus einer MengeS von Stellen(dargestellt durch
Kreise), einer mitS disjunkten MengeT vonTransitionen(Quadrate) und einerFluß-
relation (gerichtete Kanten)F ⊆ (S × T ) ∪ (T × S).
ElementeoderKnotenvon N sind alle Stellen und alle Transitionen.
Fürx ∈ S ∪ T bezeichnet•x = {y | (y, x) ∈ F} denVorbereichvonx undx• = {y |
(x, y) ∈ F} denNachbereichvon x. Für eine MengeX ⊆ S ∪ T ist •X =

⋃

x∈X

•x

undX• =
⋃

x∈X

x•

Beispiel.SeiN = (S, T, F ) das Netz mit

S = {s1, . . . , s6}

T = {t1, . . . , t4}

F = {(s1, t1), (t1, s2), (s2, t2), (t2, s1),

(s3, t2), (t2, s4), (s4, t3), (t3, s3),

(s5, t3), (t3, s6), (s6, t4), (t4, s5)}

4



t2t1 t3 t4

s1 s3 s5

s2 s4 s6

Abbildung 1.1: Graphische Darstellung des NetzesN

Abbildung 1.1 zeigt die graphische Darstellung vonN . Wir haben z.B.•t2 = {s2, s3}
und•S = S• = T

Bemerkung: Netze mit leeremS, T oderF sind erlaubt!

Definition 1.2.2 (Teilnetz)
N ′ = (S′, T ′, F ′) ist einTeilnetzvonN = (S, T, F ) gdw.

• S′ ⊆ S,

• T ′ ⊆ T , und

• F ′ = F ∩ ((S′ × T ′) ∪ (T ′ × S′)) (nichtF ′ ⊆ F ∩ ((S′ × T ′) ∪ (T ′ × S′)) !).

Abbildung 1.2 zeigt einige Teilnetze und Nicht-Teilnetze des Netzes aus Abbildung
1.1.

Definition 1.2.3 (Pfad, Kreis)
SeiN = (S, T, F ) ein Netz.
Eine endliche nichtleere Sequenzx1, . . . , xn von Elementen vonN heißtPfadvonN ,
wenn(x1, x2), . . . , (xn−1, xn) ∈ F .
Ein Pfadx1, . . . xn führt vonx1 nachxn.
Ein Pfad heißtKreis, wenn(xn, x1) ∈ F und(xi = xj)⇒ i = j für alle1 ≤ i, j ≤ n.
N ist zusammenḧangend, wenn(x, y) ∈ (F ∪F−1)∗ für allex, y ∈ S ∪T . N ist stark
zusammenḧangend, wenn(x, y) ∈ F ∗ für allex, y ∈ S ∪ T

Bemerkungen:
• Jedes Netz mit 0 oder 1 Element ist stark zusammenhängend!
• N stark zusammenhängend⇒ N zusammenhängend.

Proposition 1.2.4 SeiN = (S, T, F ) ein Netz.

(1) N ist zusammenḧangend, wenn es keine Teilnetze(S1, T1, F1) und(S2, T2, F2)
vonN gibt, mit
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t3 t2 t3

t2

Teilnetze Keine Teilnetze

s1

s4s4

t2

s3s3

s1

t1t1

Abbildung 1.2: Teilnetze und Nicht-Teilnetze vom Netz aus Abbildung 1.1

6



• S1 ∪ T1 6= ∅, S2 ∪ T2 6= ∅;

• S1 ∪ S2 = S, T1 ∪ T2 = T , F1 ∪ F2 = F ;

• S1 ∩ S2 = ∅, T1 ∩ T2 = ∅.

(2) Ein zusammenḧangendes Netz ist stark zusammenhängend, wenn es für jede
Kante(x, y) ∈ F einen Pfad gibt, der vony nachx führt.

Beweis. Aufgabe. �

1.3 Verhalten

Definition 1.3.1 (Markierungen)
SeiN = (S, T, F ) ein Netz.
Eine Markierungvon N ist eine AbbildungM : S → IN. Für R ⊆ S ist M(R) =
∑

s∈R)

M(s).

Eine Stelle heißtmarkiertvon M (oder unterM ), wennM(s) > 0. Eine Menge von
Stellen heißtmarkiertvonM (oder unterM ), wennM(R) > 0, d.h., wenn wenigstens
eines ihrer Elemente vonM markiert wird.

Um anstelle von AbbildungenS → IN Vektoren verwenden zu können, betrachten wir
stets beliebige aber feste Ordnungen auf den Stellen. Mit dieser Konvention ist jede
MarkierungM : S → IN als|S|-stelliger Vektor darstellbar.
Graphisch werden Markierungen durch schwarze Punkte (“tokens” oder “Marken”) auf
den Stellen dargestellt.

Definition 1.3.2 (Schaltregel, tote Markierungen)
Eine Transition istaktiviertunter einer MarkierungM , wennM(s) ≥ 1 für jede Stelle
s ∈ •t. Fallst aktiviert ist, kann sieschaltenund überführtM in die MarkierungM ′

(bezeichnetM
t
−→M ′), die definiert ist durch:

M ′(s) =







M(s)− 1 falls s ∈ •t \ t•

M(s) + 1 falls s ∈ t• \ •t
M(s) sonst

Eine Markierung isttot, wenn sie keine Transition aktiviert.

Beispiel. SeiM die Markierung des NetzesN aus Abbildung 1.1 mitM(s1) = M(s3) =
M(s5) = 1 undM(s2) = M(s4) = M(s6) = 0. Diese Markierung stellen wir als
(1, 0, 1, 0, 1, 0) dar.
Die Transitionent1 und t3 sind aktiviert, weil•t1 = {s1} und •t3 = {s3, s5}. Die
Transitiont2 ist nicht aktiviert, weilM(s2) = 0. Die Transitiont4 ist nicht aktiviert,
weil M(s6) = 0.
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Wir haben

(1, 0, 1, 0, 1, 0)
t1−→ (0, 1, 1, 0, 1, 0)

(1, 0, 1, 0, 1, 0)
t3−→ (1, 0, 0, 1, 0, 1)

Definition 1.3.3 (Schaltfolgen, Erreichbare Markierungen)
SeiN ein Netz und seiM eine Markierung vonN .
Eine endliche Sequenzσ = t1 . . . tn heißtvonM aktivierte endliche Schaltfolge, wenn

MarkierungenM1, M2, . . . , Mn existieren, so daßM
t1−→ M1

t2−→ M2
t3−→ . . .

tn−→
Mn. Wir schreibenM

σ
−→Mn.

Die leere Sequenzǫ wird von jeder Markierung aktiviert und es giltM
ǫ
−→M .

Wir schreiben M
∗
−→ M ′ und sagen, daßM ′ von M erreichbar ist, wenn es eine

Sequenzσ existiert mitM
σ
−→M ′.

[M〉 bezeichnet die Menge der vonM erreichbaren Markierungen.
Eine unendliche Sequenzσ = t1t2 . . . heißtvonM aktivierte unendliche Schaltfolge,

wenn MarkierungenM1, M2, . . . existieren mitM
t1−→M1

t2−→M2 −→ . . .

Beispiel. SeiN das Netz aus Abbildung 1.1, und seiM = (1, 0, 1, 0, 1, 0) eine Mar-
kierung vonN . Wir haben

(1, 0, 1, 0, 1, 0)
t1−→ (0, 1, 1, 0, 1, 0)

t3−→ (0, 1, 0, 1, 0, 1)
↓ t2

(1, 0, 1, 0, 0, 1)
t4−→ (1, 0, 1, 0, 1, 0)

Also, t1 t3 t2 t4 ist eine vonM aktivierte endliche Schaltfolge, und(t1 t3 t2 t4)
ω ist

eine vonM aktivierte unendliche Schaltfolge.

Proposition 1.3.4 Eine endliche oder unendliche Sequenzσ wird von einer Markie-
rungM aktiviert genau dann, wenn jeder endliche Präfix vonσ vonM aktiviert wird.

Beweis. Einfache Aufgabe. �

1.4 Zwei wichtige Eigenschaften

Lemma 1.4.1 [Das Monotonielemma]
SeienM undL Markierungen eines Netzes

(1) WennM
σ
−→M ′ für eine endliche Sequenzσ, dann(M + L)

σ
−→ (M ′ + L)

(2) WennM
σ
−→ für eine unendliche Sequenzσ, dann(M + L)

σ
−→

Beweis.
Zu (1): Durch Induktion über die Länge vonσ.
Basis:σ = ǫ. ǫ wird von jeder Markierung aktiviert.

Schritt: Seiσ = τt (t Transition) mitM
τ
−→ M ′′ t

−→ M ′. Aus der Induktionsvor-
aussetzung folgt(M + L)

τ
−→ (M ′′ + L). Aus der Schaltregel undM ′′ t

−→M ′ folgt
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L’

L

K K’

vu

v u

Abbildung 1.3:

(M ′′ + L)
t
−→ (M ′ + L). Damit(M + L)

τt
−→ (M ′ + L).

Zu (2): Wir zeigen, daß jeder endliche Präfix vonσ von der MarkierungM + L akti-
viert wird. Nach Proposition 1.3.4 wird dannσ auch vonM aktiviert. Aus Proposition
1.3.4 folgt, daß jeder endliche Präfix vonσ vonM aktiviert wird. D.h., für jeden end-
lichen Präfixτ von σ gibt es eine MarkierungM ′ mit M

τ
−→ M ′. Aus (1) folgt

(M + L)
τ
−→ (M ′ + L) und wir sind fertig. �

Lemma 1.4.2 [Das Vertauschungslemma]
SeiN = (S, T, F ) ein Netz und seienU, V disjunkte Teilmengen vonT mit •U∩V • =
∅. Seiσ eine (endliche oder unendliche) Menge von Transitionen mitA(σ) ⊆ U ∪ V

(1) Istσ endlich und giltM
σ
−→M ′, dann istM

σ|U σ|V

−−−→M ′ eine Schaltfolge.

(2) Istσ unendlich, istσ|U endlich und giltM
σ
−→, dann istM

σ|U σ|V

−−−→ eine unend-
liche Schaltfolge.

(3) Istσ unendlich, istσ|U unendlich und giltM
σ
−→, dann istM

σ|U
−→ eine unend-

liche Schaltfolge.

Beweis. Die folgende Aussage folgt aus den Definitionen: WennL
u
−→ K

v
−→ L′ für

beliebige MarkierungenL, K, L′ und beliebige Transitionenu ∈ U, v ∈ V , dann gibt
es eine MarkierungK ′ mit L

v
−→ K ′ u

−→ L′ (siehe Abbildung 1.3)

(1) WegenU ∩ V = ∅ undA(σ) ⊆ U ∪ V führt das erschöpfende Vertauschen von

Paarenu, v mit u ∈ U undv ∈ V vonM
σ
−→M ′ zuM

σ|U σ|V

−−−→M ′.

(2) Seiσ = σ′σ′′ derart, daß inσ′′ nur Transitionen ausV vorkommen (eine solche

Zerlegung existiert, daσ|U endlich ist). SeiM
σ′

−→ M ′ σ′′

−→ M ′. Wegen (1)

ist M
σ|U σ′|V

−−−→ M ′ eine Schaltfolge. Das Ergebnis folgt wegenσ|U = σ′|U und
σ|V = σ′|V σ′′.
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(3) Wegen Proposition 1.3.4 reicht es zu zeigen, daß jeder endliche Präfix vonσ|U
von M aktiviert wird. Seiτ ′ ein Präfix vonσ|U und seiτ ein Präfix vonσ mit

τ ′ = τ |U . Wegen (1) istM
τ|U−→ M ′ τ|V−→ M ′ eine Schaltfolge für irgendeine

MarkierungM ′ undM ′′. Das Ergebnis folgt wegenτ ′ = τ |U .

�
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Kapitel 2

Netzsysteme und Beispiele

Definition 2.0.3 (Netzsystem)
Ein Netzsystemoder System(N, M0) besteht aus einem zusammenhängenden Netz
N = (S, T, F ) mit mindestens einer Stelle und einer Transition und aus einer An-
fangsmarkierungM0 : S → IN.
Eine MarkierungM ist erreichbar in(N, M0), wennM0

∗
−→M . Wir sagen auch, daß

M eine erreichbare Markierung von(N, M0) ist.

Definition 2.0.4 (Erreichbarkeitsgraph)
DerErreichbarkeitsgraphG eines Systems(N,M0) mit N = (S, T, F ) ist der einzige
gerichtete, beschrifte Graph, der die folgende Eigenschaften erfüllt:

• Die Knoten vonG sind die erreichbare Markierungen von(N, M0).

• Die Kanten vonG sind mit Transitionen ausT beschriftet.

• Es gibt eine mitt beschriftete Kante vonM nachM ′ genau dann, wennM
t
−→

M , d.h., genau dann, wennM die Transitiont aktiviert, und das Schalten vont
die MarkierungM in die MarkierungM ′ überführt.

2.0.1 Ein Puffer mit Kapazität n

Wir modellieren einen Puffer mit Kapazität fürn Nachrichten. Abbildung 2.1 zeigt
das Netzsystem fürn = 3. Das System besteht ausn Zellen, jeweils mit Kapazität
für eine Nachricht. Die Eingabe einer neuen Nachricht wirddurch das Schalten vont1
modelliert. Das Schalten einer Transitionti, 1 < i ≤ n, bewirkt, daß die Nachricht von
der Zellei− 1 in die Zellei geht. Das Schalten vonti+1 modelliert die Ausgabe einer
Nachricht. Das System ist nichtsequentiell: z.B. gibt es erreichbare Markierungen, aus
denen die Transitionent1 undt4 völlig unabhängig voneinander schalten können.
Abbildung 2.2 zeigt den Erreichbarkeitsgraphen des Puffers mit Kapazität 3. Mit Hilfe
des Erreichbarkeitsgraphen kann man zeigen daß, unter anderen, die folgenden Eigen-
schaften gelten:
• Konsistenz: keine Zelle ist gleichzeitig leer und voll (d.h., keine erreichbare Markie-

rung markiert gleichzeitig die Stellesi und die Stellesi+1 für i = 1, 2, 3).
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s1 s5

Zell-1-voll Zell-2-voll Zell-3-voll

Zell-3-leerZell-2-leerZell-1-leer

t3t2t1

s6s4s2

t4

s3

Abbildung 2.1: Ein3-Puffer

• 1-Beschränkheit: keine erreichbare Markierung stellt mehr als eine Marke auf einer
Stelle.
• Verklemmungsfreiheit: jede erreichbare Markierung hat mindestens einen Nachfol-

ger.
Sogar: jede Zelle kann immer wieder gefüllt und geleert werden (jede Transition
kann immer wieder schalten).
• Kapazitätn: der Puffer hat tatsächlich Kapazitätn, d.h., es gibt eine erreichbare

Markierung, in der alle Zellen voll sind (in der die Stellens1, s3, s5 markiert sind).
• Die Anfangsmarkierung kann immer wieder erreicht werden.
• Zwischen zwei beliebigen erreichbaren Markierungen gibt es einen Weg mit Länge

höchstens 6.

2.0.2 Das Bahnnetz (erste Version)

Vier Städte sind durch unidirektionale Bahnstrecken in einem Kreis verbunden. Zwei
Züge fahren auf diesen Strecken. Es muß garantiert werden,daß sich niemals beide
Züge auf derselben Strecke befinden.
Abbildung 2.3 zeigt eine Netzlösung des Problems. Die vierStrecken werden mit Stel-
len s1, . . . , s4 modelliert. Eine marke aufsi bedeutet, daß ein Zug auf deri-te Strecke
fährt.
Die vier Kontrollstellenl1, . . . , l4 garantieren, daß keine erreichbare Markierung mehr
als eine Marke auf eine der Stellensi stellt. Diese Eigenschaft kann man mit Hilfe des
in Abbildung 2.4 dargestellten Erreichbarkeitsgraphen beweisen. Da in jeder erreich-
baren Markierung höchstens eine Marke auf einer Stelle liegt, bezeichnen wir eine
Markierung mit der Menge der Stellen, die sie markiert. Z.B., die Markierung, die die
Stellenl1, s2, l3 unds4 markiert wird mit{l1, s2, l3, s4} bezeichnet.
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Abbildung 2.2: Erreichbarkeitsgraph des3-Puffers
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t1

s2

t2t3

s4

t4

s1

l3

l1

s3

l4 l2

Abbildung 2.3: Bahnnetz (erste Version)

s2 l3

s2 l3

s2 l3

l2 s3

l2 s3

s3 l2

t3

t4

t4

t3t1

t1

t2

t2

{l1 s4}

{l1 s4} {s1 l4}

{s1 l4}

{l1 l4} {s1 s4}

Abbildung 2.4: Erreichbarkeitsgraph des Netzsystems aus Abbildung 2.3
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Abbildung 2.5: Bahnnetz (zweite Version)

2.0.3 Das Bahnnetz (zweite Version)

Nun sind es 8 Städte, die durch unidirektionale Bahnstrecken in einem Ring verbunden
sind, und vier Züge fahren auf den Strecken. Um die Sicherheit zu erhöhen, muß man
garantieren, daß es immer mindestens eine leere Strecke zwischen zwei beliebigen
Zügen gibt.
Das System aus Abbildung 2.5 ist eine Lösung des Problems: Der Leser kann den
Erreichbarkeitsgraphen konstruieren und zeigen, daß die gewünschte Eigenschaft gilt.
Der Erreichbarkeitsgraph ist aber ziemlich groß!

2.0.4 Petersons Algorithmus

Petersons Algorithmus ist eine bekannte Lösung des Problems des gegenseitigen Aus-
chlusses für zwei Prozesse.
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q4
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v4
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q2
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q1

u1u6

u3
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m1 = t

m2 = fp1

p2

p3

p4

hold = 2

m2 = t

u5

hold = 1

v5

u2 v2

m1 = f

Abbildung 2.6: Netzmodell von Petersons Algorithmus

var m1, m2 : {false, true} (init false);
hold : {1, 2};

while true do
m1 := true;
hold := 1;
await(¬m2 ∨ hold = 2);
(kritischer Abschnitt);
m1 := false;

od

while true do
m2 := true;
hold := 2;
await(¬m1 ∨ hold = 1);
(kritischer Abschnitt);
m2 := false ;

od

Das System aus Abbildung 2.6 ist ein Netzmodell dieses Algorithmus. Die Variable
mi wird mit Hilfe zweier Stellen modelliert,mi = true undmi = false. Eine Marke
auf mi = true bedeutet, daß im aktuellen Zustand (Markierung) die Variable mi den
Wert true hat (das System muß also die Eigenschaft erfüllen, daß keine erreichbare
Markierung die Stellenmi = true undmi = false gleichzeitig markiert). Die Variable
k wird analog modelliert.
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gefragt-l

Aktion-l

Reaktion-l

Antwort-rl

Nachricht-rl

Nachricht-lr

Reaktion-r

bedient-r

Aktion-r

gefragt-r

Antwort-lr

bedient-l

Grund-l Grund-r

Abbildung 2.7: Der erste Versuch

Eine Marke aufp4 (q4) signalisiert, daß der linke (rechte) Prozeß sich in seinemkriti-
schen Abschnitt befindet. Der gegenseitige Auschluß wird also gewährleistet, wenn es
keine erreichbare Markierung gibt, die gleichzeitigp4 undq4 markiert. Das System hat
18 erreichbare Markierungen.

2.0.5 Das Aktion/Reaktion-Protokoll

Zwei Agenten müssen Informationen austauschen, um eine Aufgabe zu lösen. Wenn
ein Agent dem anderen eine Frage stellt, dann muß er warten, bis eine Antwort kommt,
bevor er weitermachen kann. Man möchte ein geeignetes Protokoll für den Nach-
richtaustausch entwerfen. Insbesondere muß gewährleistet werden, daß es nicht zu
einer Situation kommen kann, in der beide Prozesse auf eine Antwort vom anderen
Prozeß warten.
Ein erster Lösungsversuch wird in Abbildung 2.7 gezeigt. Die Stellung von Fragen
wird durch die TransitionenAktion modelliert, und die Antworten mit den Transitio-
nenReaktion . Dieses System kann aber eine Verklemmung erreichen: beideProzeße
stellen gleichzeitig eine Frage, und warten vergeblich aufeine Antwort. Eine solche
Situation nennen wir eincrosstalk. Abbildung 2.8 zeigt einen zweiten Versuch. Wenn
ein Prozeß eine crosstalk Situation erkennt, dann beantwortet er die Frage des Part-
ners und wartet weiter auf eine Antwort auf seine eigene Frage. Dieses System kann
nicht verklemmen (zeigen Sie es!), aber hat das folgende Problem: ein unkooperativer
Prozeß kann immer wieder Antworten auf seine Frage bekommen, während er keine
Frage des Partners beantwortet. Die Lösung ist also verklemmungsfrei, aberunfair.
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Abbildung 2.8: Der zweite Versuch

Der nächste Versuch (Abbildung 2.9) ist fair. Wenn ein Prozess eine crosstalk Situation
erkennt, dann antwortet er auf die Frage des Partners, geht aber in einen Zustand über,
in dem er nur bereit ist, eine Antwort auf seine eigene Frage zu bekommen. Leider gibt
es wieder eine Verklemmung (können Sie sie finden?). Der letzte Versuch (Abbildung
2.10) ist verklemmungsfrei und fair. Das Protokoll arbeitet nun in Runden. Eine ‘gute’
Runde besteht aus einer Frage und ihrer Antwort. In einer ‘schlechten’ Runde stel-
len beide Prozesse Fragen, und eine crosstalk Situation wird erreicht. Die Runde geht
dann so weiter: beide Prozesse erkennen die crosstalk Situation, schicken einander ein
Signal ‘Rundenende’ zu, warten auf das Signal des Partners und gehen dann in ihre
Anfangszustände über.
Diese Lösung ist nicht perfekt: im schlimmsten Fall kann esnur schlechte Runden
geben, und es werden überhaupt keine Fragen beantwortet.

2.1 Varianten des Modells

Definition 2.1.1 (Netze mit Kapaziẗaten)
Ein Netz mit KapazitätenN = (S, T, F, K) besteht aus einem Netz(S, T, F ) und
einer AbbildungK : S → IN
Eine Transitiont ist aktiviert von einer MarkierungM vonN

– M(s) ≥ 1 für jede Stelles ∈ •t und
– M(s) < K(s) für jede Stelles ∈ t• \ •t
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Abbildung 2.9: Der dritte Versuch

19



Rundende-l

Rundende-r

G-r

R-l

G-l

A-l

g-r

b-r

R-r

A-r

g-l

b-l

N-lr

ct-l ct-r

A-lr

A-rl

N-rl

Abbildung 2.10: Der letzte Versuch
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Die Begriffe Schaltung, Netzsystem mit Kapazitäten etc. werden wie für herkömmliche
Netze definiert.

Definition 2.1.2 (Netze mit Kantengewichten)
Ein Netz mit KantengewichtenN = (S, T, W ) besteht aus einer Menge von Stellen
und Transitionen und aus einer GewichtsfunktionW : (S × T ) ∪ (T × S)→ IN. Eine
Transitiont ist aktiviert von einer MarkierungM von N , wennM(s) ≥ W (s, t) für
alle s ∈ S. Fallst aktiviert ist, kann sie schalten und überführtM in die Markierung
M ′ definiert durch

M ′(s) = M(s) + W (t, s)−W (s, t)

für jede Stelles. Andere Begriffe werden wie für herkömmliche Netze definiert.

Das Netzsystem mit Kantengewichten auf Abbildung 2.11 modelliert eine Lösung des
“‘readers and writers” Problem. Eine Menge von Prozessen haben Zugriff zu einer
Datenbank. Mehrere Prozesse dürfen simultan Daten lesen.Ein Prozess darf aber nur
schreiben, wenn alle anderen Prozesse weder lesen noch schreiben.
Aufgabe: Ändern Sie das System so, daß es für die Leser unmöglich ist, zu verhindern,
daß ein Prozeß schreibt.

2.2 Wichtige Systemeigenschaften und Analyseproble-
me

Wir definieren nun die Eigenschaften von Systemen, an deren Verifikation wir interes-
siert sind. Wir nehmen an, daß Netze mindestens eine Stelle und eine Transition haben.

Definition 2.2.1 (Systemeigenschaften)
Sei(N, M0) ein Netzsystem.
(N, M0) heißtverklemmungsfrei, wenn jede erreichbare Markierung wenigstens eine
Transition aktiviert (d.h. keine erreichbare Markierung ist tot).
(N, M0) heißtlebendig, wenn für jede erreichbare MarkierungM und jede Transition
t eine MarkierungM ′ ∈ [M〉 existiert, diet aktiviert. (Grob gesagt: jede Transitiont
kann immer wieder schalten).
(N, M0) heißtbeschr̈ankt, wenn es für jede Stelles eine Zahlb gibt, so daßM(s) ≤ b
für jede erreichbare MarkierungM . M0 ist eine beschränkte Markierung vonN , wenn
(N, M0) beschränkt ist. Die Schranke einer StelleS in einem beschränkten System
(N, M0) ist die Zahl

max{M(s) |M ∈ [M0〉}

(N, M0) heißtb-beschr̈ankt, wenn keine Stelle eine größere Schranke alsb hat.

In der Vorlesung werden wir die folgenden Probleme untersuchen:
Verklemmungsfreiheit: ist ein gegebenes Netzsystem(N, M0) verklemmungsfrei?
Lebendigkeit: ist ein gegebenes Netzsystem(N, M0) lebendig?
Beschr̈ankheit: ist ein gegebenes Netzsystem(N, M0) beschränkt?
b-Beschr̈ankheit: gegebenb ∈ N und(N, M0), ist (N, M0) b-beschränkt?
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Erreichbarkeit : gegeben ein Netsystem(N, M0) und eine MarkierungM von N , ist
M erreichbar ausM0?
Wir zeigen einige einfache Beziehungen zwischen diesen Problemen:

Proposition 2.2.2

(1) (N, M0) ist lebendig⇒ (N, M0) ist verklemmungsfrei.

(2) (N, M0) ist beschr̈ankt⇒ (N, M0) ist b-beschr̈ankt f̈ur eine Zahlb.

(3) (N, M0) ist beschr̈ankt⇔ (N, M0) hat endlich viele erreichbare Markierungen.

Beweis. (1) und (2) folgen ummittelbar aus den Definitionen. (3) folgt aus den Defini-
tionen und aus der Tatsache, daß ein Netzsystem nur endlich viele Stellen und Transi-
tionen hat. �

Wir werden auch gelegentlich die folgende Definition benutzen

Definition 2.2.3 (Wohlgeformte Netze)
Ein NetzN ist wohlgeformt, wenn eine lebendige und beschränkte Markierung vonN
existiert.

und das folgende Problem betrachten:
Wohlgeformheit: ist ein gegebenes NetzN Wohlgeformt?
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Im Kapitel 3 wird gezeigt (meistens ohne Beweise), daß die ProblemeVerklemmungs-
freiheit , Lebendigkeit, Beschr̈anktheit, b-Beschr̈anktheit undErreichbarkeit ent-
scheidbar sind. Die Algorithmen, die diese Probleme lösen, haben aber eine sehr hohe
Komplexität, und Ergebnisse der Komplexitätstheorie zeigen, daß keine effizienten Al-
gorithmen für diese Probleme existieren.
Weil Effizienz unentberhlich für die praktische Anwendungist, muß man sich mit Hal-
bentscheidungsalgorithmen für allgemeine Systeme oder mit Entscheidungsalgorith-
men für eingeschränkte Systemklassen zufrieden geben. Unter einem effizienten Halb-
entscheidungsalgorithmus für die EigenschaftP verstehen wir einen schnellen positi-
ven (negativen) Test fürP : wenn die Eingabe den Test besteht, dann giltP (nichtP ),
wenn nicht, dann kann man nichts überP sagen.
Kapitel 4 ist den Halbentscheidungsalgorithmen gewidmet.In Kapitel 5 werden effi-
ziente Entscheidungsalgoritmen für drei Systemklassen entwickelt: S-, T -, und Free-
Choice-Systeme.
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Kapitel 3

Allgemeine Algorithmen

3.1 Ein Algorithmus für das Beschr̈anktheitsproblem

Das Problemb-Beschr̈anktheit ist offensichtlich entscheidbar: wenn die Eingabe(N, M0)
n Stellen hat, dann gibt esnb+1 b-beschränkte Markierungen vom NetzN . Um b-
Beschr̈anktheit zu entscheiden, kann man den Erreichbarkeitsgraphen von(N, M0)
schrittweise konstruieren, bis entweder die Konstruktionterminiert oder bis eine er-
reichbare Markierung gefunden wird, die nichtb-beschränkt ist.
Beschr̈anktheit ist offensichtlich rekursiv aufzählbar: man konstruiertwieder den Er-
reichbarkeitsgraph des Systems, Schritt für Schritt. Wenn das System beschränkt ist,
dann terminiert die Konstruktion, weil es nur endlich vieleerreichbare Markierungen
gibt. Für unbeschränkte Systeme terminiert die Konstruktion nicht, und man erhält kei-
ne Antwort.
Wir zeigen nun, daßBeschr̈anktheit nicht nur rekursiv aufzählbar, sondern auch ent-
scheidbar ist. Dafür brauchen wir das folgende wichtige Lemma:

Lemma 3.1.1 Jede unendliche TeilmengeA⊆ INk entḧalt eine unendliche KetteA1 ≤
A2 ≤ Aj ≤ . . ..

Beweis. Durch Induktion überk
Basis:k = 1. Trivial
Schritt: k > 1. Für A ∈ A, A = (a1, . . . , ak) definiereA′ = (a1, . . . , ak−1). Wir
schreibenA = (A′ | ak).
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt:

• Es gibt eine unendliche SequenzA1A2A3 . . . mit A′
1 ≤ A′

2 ≤ A′
3 . . ..

• Es gibt eine unendliche Ketteak
i1
≤ ak

i2
≤ ak

i3
. . ..

Damit gilt Ai1 ≤ Ai2 ≤ Ai3 . . . und wir sind fertig. �

Nun können wir die Unbeschränktheit eines Systems folgendermaßen charakterisie-
ren:
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Satz 3.1.2(N, M0) ist unbeschr̈ankt gdw. es MarkierungenM undL gibt, mitL 6= 0

undM0
∗
−→M

∗
−→ (M + L)

Beweis.
(⇐) : Aus dem Monotonielemma folgt

M1
∗
−→ (M1 + L)

∗
−→ (M1 + 2 · L)

∗
−→ . . .

Damit ist die Menge[M0〉 unendlich und(N, M0) unbeschränkt.

(⇒) Wenn (N, M0) unbeschränkt ist, dann ist die Menge[M0〉 unendlich. Es gibt

damit eine unendliche SchaltsequenzM0
t1−→ M1

t1−→ M2 . . ., in der alle vorkom-
menden Markierungen unterschiedlich sind, denn jede Markierung hat endlich viele
Nachfolger (Königs Lemma). Mit Lemma 3.1.1 gibt esMi und Mj , i 6= j, so daß
M0

∗
−→Mi

∗
−→Mj undMi ≤Mj. DefiniereM ≡Mi undL ≡Mj −Mi. �

Satz 3.1.3Es gibt einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein gegebenes System(N, M0)
beschr̈ankt ist.

Beweis. Der Algorithmus konstruiert breadth-first immer größere endliche Teile des
Erreichbarkeitsgraphen, und testet nach jeder neuen Kante, ob es eine Schaltsequenz
M0

∗
−→M

∗
−→ (M + L) mit L 6= 0 gibt. Der Algorithmus terminiert entweder wenn

eine solche Sequenz gefunden wird, oder wenn keine neue Kante hinzugefügt werden
kann. Im ersten Fall antwortet der Algorithmus “unbeschränkt”, und im zweiten Fall
“beschränkt”.
Wenn(N, M0) beschränkt ist, dann ist der erste Terminierungsfall unm¨oglich wegen
Satz 3.1.2. Weil es nur endlich viele erreichbare Markierungen gibt, kommt aber der
zweite Fall irgendwann einmal vor. Also, der Algorithmus terminiert und gibt die kor-
rekte Antwort aus.
Wenn(N, M0) unbeschränkt ist, dann gibt es unendlich viele erreichbare Markierun-
gen, und der zweite Terminierungsfall ist unmöglich. Wegen Satz 3.1.2 kommt aber
der erste Terminierungsfall irgendwann einmal vor. Also, der Algorithmus terminiert
und gibt die korrekte Antwort aus. �

3.2 Algorithmen für die restlichen Probleme

Die Entscheidbarkeit des Erreichbarkeitsproblems war ca.10 Jahre lang offen, und
wurde von Prof. E.W. Mayr (ja, derselbe Prof. Mayr, der die Vorlesungen “Effiziente
Algorithmen” und “Komplexität” hält) im Jahre 1980 in seiner Dissertation bewiesen.
Leider ist der Algorithmus zu kompliziert für diese Vorlesung.
Wir werden nun zeigen, daßVerklemmungsfreiheit sich aufErreichbarkeit reduzie-
ren laßt. D.h., wir zeigen, daß wenn es einen Algorithmus für Erreichbarkeit gibt,
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dann gibt es auch einen Algorithmus fürVerklemmungsfreiheit. Zusammen mit dem
Ergebniss von Prof. Mayr wird so gezeigt, daßVerklemmungsfreiheit entscheidbar
ist.
Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Wir betrachten das folgende Hilfsproblem

P: Gegeben ist ein Netzsystem(N, M0) und eine UntermengeR von Stel-
len vonN . Gibt es eine erreichbare MarkierungM mit M(s) = 0 für alle
s ∈ R?

und zeigen, daßVerklemmungsfreiheit auf P, undP auf Erreichbarkeit reduzierbar
ist.

Satz 3.2.1 Verklemmungsfreiheitist aufP reduzierbar.

Beweis. Sei(N, M0) ein Netzsystem, und seiN = (S, T, F ). Definiere

S = {R ⊆ S | ∀t ∈ T : •t ∩R 6= ∅}

d.h., ein Element vonS enthält für jede Transitiont mindestens eine Stelle im Vorbe-
reich vont. Die folgenden zwei Aussagen sind ummittelbare Konsequenzen der Defi-
nition vonS:

(1) S ist endlich.

(2) Eine MarkierungM vonN ist tot, gdw. die Menge der Stellen, die vonM nicht
markiert werden, Element vonS sind.

Nehmen wir nun an, daß ein Algorithmus existiert, derP entscheidet. Dann können
wir für jedes ElementR von S die Frage beantworten, ob es eine ausM0 erreichbare
MarkierungM gibt mit M(s) = 0 für alle s ∈ R. Aus (2) folgt:(N, M0) ist verklem-
mungsfrei, gdw. die Antwort aufalle diese Fragen “nein” lautet. Wegen (1) gibt es nur
endlich viele solcher Fragen. Also,Verklemmungsfreiheit ist entscheidbar. �

Satz 3.2.2 Pist aufErreichbarkeit reduzierbar.

Beweis. Sei(N, M0) ein Netzsystem mitN = (S, T, F ), und seiR eine Menge von
Stellen vonN . Wir konstruieren ein neues System(N ′, M ′

0), indem wir neuen Stellen,
Transitionen, Kanten und Marken zu(N, M0) hinzufügen. Das machen wir in zwei
Etappen (siehe Abbildung 3.1):

• Addiere neue Stellens0 undr0. Stelle eine Marke aufs0.

• Addiere eine Transitiont0 und Kanten(s0, t0) und(t0, r0).

• Für jede Transitiont ∈ T addiere zwei Kanten(s0, t) und(t, s0).

Solanges0 markiert bleibt, können die Transitionen vonT ungehindert schalten. Die
Transitiont0 kann aber jederzeit schalten, und ab diesem Punkt werden alle Transitio-
nen vonT “tot”, d.h., das System(N, M0) wird “gefroren”.
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• Für jede Stelles ∈ S\R addiere eine neue Transitionts und Kanten(s, ts), (r0, ts), (ts, r0).

Wenn eine Marke aufr0 liegt, dann können die Transitionents schalten. Diese Transi-
tionen “entleeren” die Stellen inS \R.
Damit ist die Definition von(N ′, M ′

0) beendet.
SeiMr0

die Markierung vonN ′, die eine Marke aufr0 legt, und sonst keine. Wir haben

(1) Wenn es eine erreichbare MarkierungM von (N, M0) gibt, die keine Stelle von
R markiert, dann istMr0

erreichbar in(N ′, M ′
0).

Um Mr0
zu erreichen, schalte erst Transitionen vonT , bis M erreicht wird.

Schalte dann die Transitiont0, und anschließend Transitionents bis keine Mar-
ken mehr auf den Stellen vonS liegen.

(2) WennMr0
erreichbar in(N ′, M ′

0) ist, dann gibt es eine erreichbare Markierung
M von (N, M0), die keine Stelle vonR markiert.

Mr0
kann nur erreicht werden, wenn die Transitiont0 schaltet und vor dem

Schalten dieser Transition keine Marken auf Stellen vonR liegen (die Stellen
von R können später nicht entleert werden).M ist die Markierung vonN vor
dem Schalten vont0.

Aus (1) und (2) folgt: um zu entscheiden, ob es eine erreichbare MarkierungM von
(N, M0) gibt, die keine Stelle vonR markiert, reicht es, das System(N ′, M ′

0) zu kon-
struieren, und dann zu entscheiden, ob die MarkierungMr0

erreichbar ist. Also, wenn
es einen Algorithmus fürErreichbarkeit gibt, dann gibt es auch einen fürP. �

Mit Hilfe derselben Technik kann man zeigen, daß auchLebendigkeit auf Erreich-
barkeit reduzierbar ist. Der Beweis ist aber etwas zu kompliziert f¨ur diese Vorlesung.

3.3 Komplexität

Wir stellen uns die Frage, wieviel Zeit und oder Platz brauchen die Algorithmen der
vorigen Sektion. Die Antwort ist: leider zu viel. Der Algorithmus fürBeschr̈ankheit
braucht exponentiell viel Platz in der Größe des Netzsystems, und man weiß, daß kei-
ne wesentlich besseren Algorithmen existieren. Der Algorithmus fürErreichbarkeit
ist noch aufwendiger: keine primitiv rekursive Funktion ist eine obere Schranke sei-
ner Platzsverbrauchs. Um zu verstehen, was das bedeutet, definieren wir induktiv die
Funktionenexpk(x) durch

• exp0(x) = x;

• expk+1(x) = 2expk(x).

Der worst-case Platzverbrauch (und Zeitverbrauch) des Erreichbarkeitsalgorithmuswächst
schneller alsexpk für alle k ≥ 0!!
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3.4 Algorithmen für beschränkte Netzsysteme

In vielen Fällen aus der Praxis ist es leicht zu zeigen, daß ein Netzmodell beschränkt
ist. In diesem Fall ist die Menge der erreichbaren Markierungen endlich, und der Er-
reichbarkeitsgraph kann prinzipiell berechnet und gespeichert werden. Wenn der Er-
reichbarkeitsgraph vorhanden ist, dann sindBeschr̈ankheit, b-Beschr̈ankheit undEr-
reichbarkeit trivial. Wir zeigen nun, daßVerklemmungsfreiheit und Lebendigkeit
sich auch leicht lösen lassen.
Sei G = (V, E) der Erreichbarkeitsgraph eines Systems(N, M0). Wir definieren
die Relation

∗
←→⊆ V × V 1 auf die folgende Weise:M

∗
←→ M ′ gdw. M

∗
−→

M ′ und M ′ ∗
−→M.

∗
←→ ist offensichtlich einëAquivalenzrelation aufV . JedeÄquivalenzklasse∅ 6= V ′ ⊆

V von
∗
←→ definiert mitE′ = E ∩ (V ′ ×V ) eine starke Zusammenhangskomponente

(V ′, E′) vonG.
Starke Zusammenhangskomponenten sind durch die Relation< geordnet:(V ′, E′) <
(V ′′, E′′), wennV ′ 6= V ′′ und∀M ′ ∈ V ′, M ′′ ∈ V ′′ : M ′′ ∈ [M ′〉.

Definition 3.4.1 (Maximale starke Zusammenhangskomponente)
Eine starke Zusammenhangskomponente heißt maximal, wenn sie maximal bezüglich
der Ordnung< ist.

Proposition 3.4.2 Sei(N, M0) ein System

1. (N, M0) ist verklemmungsfrei gdw. jeder Knoten seines Erreichbarkeitsgraphen
einen Nachfolger hat.

2. Falls das System(N, M0) beschr̈ankt ist, ist es lebendig gdw. in jeder maxi-
malen starken Zusammenhangskomponente des Erreichbarkeitsgraphen f̈ur jede
Transitiont vonN eine Markierung existiert, diet aktiviert.

Beweis. Folgt ummittelbar aus den Definitionen von Verklemmungsfreiheit und Le-
bendigkeit. �

Mit Hilfe dieser Charakterisierung lassen sich Algorithmen für Verklemmungsfrei-
heit und Lebendigkeit in beschränkten Petrinetzen ableiten, die linear in der Größe
des Erreichbarkeitsgraphen sind (Aufgabe: geben Sie einensolchen Algorithmus für
Lebendigkeit.). Leider kann die Anzahl der erreichbaren Markierungen exponentiell
in der Größe des Netzes wachsen. Deswegen sind die Algorithmen, die den Erreich-
barkeitsgraphen konstruieren, zwar sehr nutzlich, aber keine endgültige Lösung der
Verifikationsprobleme.

1Zur Erinnerung:V ist die Menge der erreichbaren Markierungen von(N, M0)
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Kapitel 4

Halbentscheidungsmethoden

4.1 Lineare Algebra und lineare Programmierung

In den nächsten zwei Sektionen werden wir Systeme von linearen Gleichungen und
Ungleichungen mit integer Koeffizienten konstruieren, diepartielle Informationen über
unsere Verifikationsprobleme liefern. Wir werden Aussagender Art “wenn das Glei-
chungssystemA ·X ≤ b eine rationale Lösung hat, dann ist das Netzsystem(N, M0)
beschränkt” (hinreichende Bedingung), oder “wenn die MarkierungM erreichbar ist,
dann hat das GleichungssystemA · X = b eine natürliche Lösung” (notwendige Be-
dingung) beweisen. Diese Aussagen führen ummittelbar zu Halbentscheidungsalgo-
rithmen fürBeschr̈ankheit und die restlichen Verifikationsprobleme. Die Kömplexit¨at
dieser Algorithmen hängt von der Komplexität ab, Lösungen für die verschiedenen
Gleichungssysteme zu finden.
DieGrößeeines GleichungssystemsA·X = b oderA·X ≤ b mit A = (aij)i=1,...n,j=1,...,m

undb = (bj)j=1,...,m definieren wir als

∑

{log2|aij | | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}+
∑

{log2|bj | | 1 ≤ j ≤ m}

Das Problem, zu entscheiden, obA ·X = b eine

• rationale Lösung hat, ist in polynomieller Zeit lösbar.

• ganzzählige Lösung hat, ist in polynomieller Zeit lösbar.

• natürliche Lösung hat ist NP-vollständig.

Das Problem, zu entscheiden, obA ·X ≤ b eine

• rationale Lösung hat, ist in polynomieller Zeit lösbar.1

• ganzzählige Lösung hat ist NP-vollständig.

1In der Praxis werden diese Problem mit dem Simplex-Algorithmus gelöst, der zwar exponentielle worst-
case Zeitkomplexität hat, aber sehr effizient für “normale” Instanzen.
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• natürliche Lösung hat ist NP-vollständig.

Gegeben eine lineare Funktionf(X) = c1x1 + . . . cm kann man mit derselben Kom-
plexität auch bestimmen, ob es eine LösungXop gibt, dief(X) maximiert und, wenn
ja, den Wertf(Xop).

4.2 Die Markierungsgleichung

Definition 4.2.1 (Die Inzidenzmatrix)
SeiN = (S, T, F ) ein Netz. Die InzidenzmatrixN : (S×T )→ {−1, 0, 1} ist definiert
durch

N(s, t) =















0 falls (s, t) 6∈ F und(t, s) 6∈ F oder
(s, t) ∈ F und(t, s) ∈ F

−1 falls (s, t) ∈ F und(t, s) 6∈ F
1 falls (s, t) 6∈ F und(t, s) ∈ F

Die SpalteN(−, t) wird mit t bezeichnet. Die ZeileN(s,−) wird mit s bezeichnet.

Beispiel:

s5

t2

s3

t1

t4t3

s4

s1 s2

t1 t2 t3 t4
s1 −1 0 1 0
s2 −1 0 0 1
s3 1 −1 0 0
s4 0 1 −1 0
s5 0 1 0 −1

Definition 4.2.2 (Parikh-Vektor einer Transitionssequenz)
Sei N = (S, T, F ) ein Netz und seiσ eine endliche Sequenz von Transitionen. Der
Parikh-Vektor~σ : T → IN vonσ wird definiert durch

~σ(t) = Anzahl der Vorkommnisse vont in σ

Lemma 4.2.3 (Das Markierungsgleichungslemma)
SeiN ein Netz und seiM

σ
−→M ′ eine Schaltfolge vonN . DannM ′ = M + N · ~σ.
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Beweis. Durch Induktion über die Länge vonσ.
Basis:σ = ǫ. DannM = M ′ und~σ = 0
Schritt: σ = τt für eine Sequenzτ und Transitiont. SeiM

τ
−→ L

t
−→M ′. Wir haben

M ′ = L + t (Definition vont)

= L + N · ~t (Definition von~t)

= M + N · ~τ + N · ~t (Induktionsvoraussetzung)
= M + N · (~τ + ~t)

= M + N · ~τt (Definition von Parikh-Vektor)
= M + N · ~σ (σ = τt)

�

Beispiel.Im vorigen Netz haben wir(11000)
t1t2t3
−−→ (10001), und es gilt

1
0
0
0
1













1
1
0
0
0













+













−1 0 1 0
−1 0 0 1

1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 1 0 −1













·









1
1
1
0









Die Markierung, die erreicht wird, wenn eine Sequenzσ aus einer MarkierungM
schaltet, istnur vom Parikh-Vektor~σ abhängig. D.h., wennM zwei Schaltsequenzenσ
undτ aktiviert mit~σ = ~τ , dann führen beideσ undτ zur selben Markierung.

Definition 4.2.4 (Die Markierungsgleichung)
Die Markierungsgleichung eines Netzsystems(N, M0) mit N = (S, T, F ) ist M =
M0 + N ·X mit VariablenM undX .

Die Markierungsgleichung führt zu den folgenden Halbentscheidungsalgorithmen für
Beschr̈ankheit, b-Beschr̈ankheit, (Nicht)-Erreichbarkeit , undVerklemmungsfrei-
heit:

Proposition 4.2.5 (Eine hinreichende bedingung für Beschr änkheit)
Sei(N, M0) ein System. Wenn das Optimierungsproblem

maximize
∑

s∈S

M(s)

subject to M = M0 + N ·X

eine optimale L̈osung hat, dann ist(N, M0) beschr̈ankt.

Beweis. Sei n die optimale Lösung des Problems. Dann giltn ≥
∑

s∈S

M(s) für alle

MarkierungenM , für die es einen VektorX gibt mit M = M0 + N ·X . Aus Lemma
4.2.3 folgtn ≥

∑

s∈S

M(s) für alleerreichbarenMarkierungenM , und somitn ≥M(s)

für jede erreichbare MarkierungM und jede Stelles. �
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Aufgabe: Ändern Sie den obigen Algorithmus um zu testen, ob eine Stellen-beschränkt
ist.

Proposition 4.2.6 (Eine hinreichende bedingung für Nichterreichbarkeit)
Sei(N, M0) ein System und seiL eine Markierung vonN . Wenn die Gleichung

L = M0 + N ·X (nur X als Variable)

keine L̈osung hat, dann istL nicht vonM0 erreichbar.

Beweis. Folgt ummittelbar aus Lemma 4.2.3. �

Proposition 4.2.7 (Eine hinreichende bedingung für Verklemmungsfreiheit)
Sei(N, M0) ein 1-beschr̈anktes System mitN = (S, T, F ). Wenn das folgende System
von Gleichungen und Ungleichungen keine Lösung hat, dann ist(N, M0) verklem-
mungsfrei.

M = M0 + N ·X
∑

s∈·t
M(s) < |•t| für jede Transitiont.

Beweis. Wir zeigen: wenn es eine tote erreichbare MarkierungM gibt, dann istM
eine Lösung des Systems von Gleichungen und Ungleichungen. Aus Lemma 4.2.3 und
der Erreichbarkeit vonM folgt, daß es einen VektorX gibt mit M = M0 +N ·X . Da
(N, M0) 1-beschränkt ist, giltM(s) ≤ 1 für jede Stelles. Seit eine beliebige Transi-
tion. DaM die Transitiont nicht aktiviert, giltM(s) = 0 für mindestens eine Stelle
s ∈ •t. DaM keine Transition aktiviert, gilt

∑

s∈·t
M(s) < |•t|. �

Bemerkung: Die Umkehrung dieser Propositionen giltnicht (und deswegen handelt
es sich um Halbentscheidungsalgorithmen). Gegenbeispiele sind:

• Zu Proposition 4.2.5:

s2

t1

s1 t1
s1 0
s2 1

(N, M0) ist beschränkt aber
(

0

n

)

=

(

0

0

)

+

(

0

1

)

· n

für allen (d.h., die Markierungsgleichung hat eine Lösung für alleMarkierungen
der Form(0, n)).
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• Zu Proposition 4.2.6:

Petersons Algorithmus: die Markierung(p2, m1 = true, m2 = true, q3) ist
nicht erreichbar, aber es gibt eine Lösung der Markierungsgleichung (Aufgabe:
geben Sie ein kleineres Gegenbeispiel an).

• Zu Proposition 4.2.7:

Petersons Algorithmus plus eine zusätzliche Transitiont mit •t = {p3, q3} und
t• = ∅. Obwohl das System verklemmungsfrei ist, gibt es eine Lösung der Mar-
kierungsgleichung für die Markierung(m1 = true, m2 = true). Diese Lösung
erfüllt auch die Ungleichungen von Proposition 4.2.7 (Aufgabe: geben Sie ein
kleineres Gegenbeispiel an).

4.3 S- und T-Invarianten

4.3.1 S-Invarianten

Definition 4.3.1 (S-Invariante)
SeiN = (S, T, F ) ein Netz. Ein VektorI : S → Q heißt S-invariante, wennI ·N = 0.

Proposition 4.3.2 (Fundamentale Eigenschaft von S-Invarianten)
Sei(N, M0) ein System undI eine S-Invariante vonN . WennM0

∗
−→M , dannI·M =

I ·M0.

Beweis. Wir habenM0
σ
−→ M für eine bestimmte Schaltsequenzσ. Aus dem Mar-

kierungsgleichungslemma folgt

M = M0 + N · ~σ

Damit
I ·M = I ·M0 + I ·N · ~σ (Markierungsgleichung)

= I ·M0 (I ·N = 0)

�

I ·M bleibt also invariant gegenüber Transitionschaltungen.
Beispiel.Wir berechnen die S-invarianten des Netzes aus Abbildung 4.1
Die Inzidenzmatrix ist:

t1 t2 t3
s1 1 −1 0
s2 0 −1 1
s3 −1 1 0
s4 0 1 −1

Wir müssen die Lösungen des folgenden Gleichungssystemsbestimmen

(i1, i2, i3, i4) ·









1 −1 0
0 −1 1
−1 1 0

0 1 −1









= 0
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s2s1

t1 t2 t3

s4s3

Abbildung 4.1:

Die allgemeine Form der S-Invarianten ist also(x, y, x, y) mit x, y ∈ Q

Die folgende Proposition folgt unmittelbar aus der Definition von S-Invariante:

Proposition 4.3.3 Die S-Invarianten eines Netzes bilden einen Vektorraum (mit dem
Körper der naẗurlichen Zahlen, der̈ublichen komponentenweisen Addition von Vekto-
ren und der Multiplikation mit rationalen Zahlen).

Die Definition von S-Invariante ist sehr geeignet für maschinelle Bearbeitung aber nicht
für Menschen, denn Menschen können nur sehr kleine Gleichungssysteme ohne Hilfe
(und fehlerfrei!) lösen. Es gibt eine äquivalente Definition, mit der Menschen entschei-
den können, sogar für Netze mit einigen Dutzend Knoten, obein gegebener Vektor eine
S-Invariante ist.

Proposition 4.3.4 I ist eine S-Invariante vonN = (S, T, F ) gdw.∀t ∈ T :
∑

s∈•t

I(s) =
∑

s∈t•
I(s).

Beweis. I ·N = 0 ist äquivalent zuI · t = 0 für jede Transitiont. Für jede Transition
t gilt: I · t =

∑

s∈t•
I(s)−

∑

s∈•t

I(s). �

Beispiel.Wir zeigen, daßI = (1, 1, 2, 1) eine S-Invariante des Netzes aus Abbildung
4.2 ist. Die Bedingung aus Proposition 4.3.4 muß für die Transitionent1, t2 und t3
gelten.

• Transitiont1: I(s1) + I(s2) = I(s3) = 2.

• Transitiont2: I(s3) = I(s1) + I(s4) = 2.

• Transitiont3: I(s3) = I(s4) + I(s2) = 2.

Mit Hilfe von S-Invarianten kann man eine hinreichende Bedingungen für die Be-
schränktheit eines Netzsystems schaffen, sowie notwendige Bedingungen für die Le-
bendigkeit eines Systems und für die Erreichbarkeit einerMarkierung:
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s3

s1

t3

s4

t2

t1

s2

Abbildung 4.2:

Definition 4.3.5 (Semi-positive und positive S-Invarianten)
SeiI eine S-Invariante vonN = (S, T, F ). I ist semi-positiv, wennI ≥ 0 undI 6= 0
und positiv, wenni > 0 (d.h. I(s) > 0 für jedess ∈ S). Die Trägermengeeiner
positiven S-Invariante ist ide Menge〈I〉 = {s ∈ S | I(s) > 0}.

Proposition 4.3.6 [Eine hinreichende Bedingung für Beschr̈anktheit]
Sei(N, M0) ein System. WennN eine positive S-InvarianteI besitzt, dann ist(N, M0)
beschr̈ankt. Genauer:(N, M0) ist n-beschr̈ankt mit

n = max

{

I ·M0

I(s)
| s ist eine Stelle vonN

}

Beweis. SeiM eine beliebige erreichbare Markierung. Aus der fundamentalen Eigen-
schaft der S-Invarianten folgtI ·M = I ·M0.
Seis eine beliebige Stelle vonN . Da I > 0 ist I(s) ·M(s) ≤ I ·M = I ·M0 und
M(s) ≤ I·M0

I(s) . �

Proposition 4.3.7 [Eine notwendige Bedingung für Lebendigkeit]
Wenn(N, M0) lebendig ist, dann giltI ·M0 > 0 für jede semi-positive S-Invariante
vonN .

Beweis.SeiI eine semi-positive S-Invariante und seis eine Stelle von〈I〉. Da(N, M0)
lebendig ist, existiert eine erreichbare MarkierungM , dies markiert, d.h.M(s) > 0.
Da I semi-positiv ist, giltI ·M ≥ I(s) ·M(s) > 0. Da I eine S-Invariante ist, gilt
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I ·M0 = I ·M > 0 �

Diese zwei Propositionen führen ummittelbar zu zwei effizienten Halbentscheidungs-
algorithmen fürBeschr̈ankheit bzw. fürLebendigkeit.

Definition 4.3.8 (Die Relation∼)
SeienM undL Markierungen und seiI eine S-Invariante eines NetzesN . M undL
stimmenüberein bez̈uglich I, wennI ·M = I · L. Wir schreibenM ∼ L, wennM
undL bezüglich aller S-Invarianten vonN übereinstimmen.

Proposition 4.3.9 [Eine notwendige Bedingung für Erreichbarkeit]
Sei(N, M0) ein System. F̈ur M ∈ [M0〉 gilt M ∼M0.

Beweis. Folgt aus der fundamentalen Eigenschaft von S-Invarianten. �

Der folgende Satz erlaubt, effizient zu entscheiden, obM ∼ L für zwei gegebene
MarkierungenM undL gilt.

Satz 4.3.10SeiN ein Netz und seienM, L zwei Markierungen vonN .
M ∼ L gdw. die GleichungM = L + N ·X eine rationale L̈osung hat.

Beweis. (⇒) : M und L stimmen auf den Elementen einer Basis{I1, . . . , Ik} des
Vektorraums aller S-Invarianten überein. Für jeden Vektor Ij dieser Basis giltIj · (L−
M) = 0. Wegen eines bekannten Satzes der linearen Algebra gilt: die Spalten von
N enthalten eine Basis des Lösungsraums des SystemsIj · X = 0, (1 ≤ j ≤ k).
Damit ist (L −M) eine lineare Kombination inQ dieser Spalten, d.h. die Gleichung
N ·X = (L −M) hat eine rationale Lösung.

(⇐) : SeiI eine S-Invariante vonN . Mit I ·N = 0 gilt I ·L = I ·M+I ·N·X = I ·M . �

Wir haben also die folgenden Implikationen:

M ist erreichbar ausL
6⇑ ⇓

M = L + N ·X hat eine LösungX ∈ N|T |

6⇑ ⇓
M = L + N ·X hat eine LösungX ∈ Q|T |

m
M ∼ L

4.4 T-Invarianten

Definition 4.4.1 (T-Invariante)
SeiN = (S, T, F ) ein Netz. Ein VektorJ : T → Q heißt T-Invariante, wennN·J = 0.
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Proposition 4.4.2 J ist eine T-Invariante vonN = (S, T, F ) gdw.∀s ∈ S :
∑

t∈•s

J(t) =
∑

t∈s•

J(t).

Proposition 4.4.3 [Fundamentale Eigenschaft von T-Invarianten]
SeiN ein Netz und seiσ eine Sequenz von Transitionen vonN , die von einer Markie-
rung M aktiviert wird. Der Vektor~σ ist eine T-Invariante vonN gdw.M

σ
−→M .

Beweis.(⇒) : SeiM ′ die Markierung mitM
σ
−→M ′. Aus der Markierungsgleichung

folgt M ′ = M + N · ~σ. Mit N · ~σ = 0 gilt M ′ = M

(⇐) : Aus der Markierungsgleichung folgtM = N + N · ~σ und damitN · ~σ = 0. �

Beispiel.Wir berechnen die T-Invarianten des Netzes aus Abbildung 4.1. Dafür müssen
wir die Lösungen des folgenden Gleichungssystems bestimmen









1 −1 0
0 −1 1
−1 1 0

0 1 −1













j1
j2
j3



 = 0

Die allgemeine Form der T-Invarianten ist(x, x, x), mit x ∈ Q.
T-Invarianten führen zu einer notwendigen Bedingung fürdie Wohlgeformtheit eines
Netzes:

Satz 4.4.4 [Notwendige Bedingung für Wohlgeformheit]
Jedes wohlgeformte Netz besitzt eine positive T-Invariante.

Beweis. Sei N ein wohlgeformtes Netz und seiM0 eine lebendige und beschränkte
Markierung vonN . Aufgrund der Lebendigkeit existiert eine unendliche Folgeσ1, σ2, σ3, . . .
endlicher Transitionen-Sequenzen, in denen jeweilsalle Transitionen vonN vorkom-
men und mit denen gilt

M0
σ1−→M1

σ2−→M2
σ3−→ . . .

Wegen der Beschränktheit können die MarkierungenM0, M1, M2, . . . nicht alle unter-
schiedlich sein und wir finden Indizesi undj mit i < j undMi = Mj. Die Teilfolge
σi+1 . . . σj erfüllt damit

Mi

σi+1...σj

−−→ Mi

undJ = ~σi+1 + . . . + ~σj ist eine T-Invariante.J ist positiv, weil jede Transition min-
destens einmal in der Sequenzσi+1 . . . σj vorkommt. �

4.5 Siphons und Traps

4.5.1 Siphons

Definition 4.5.1 (Siphon)
Sei N = (S, T, F ) ein Netz. Eine MengeR ⊆ S von Stellen heißt Siphon, wenn
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t3

s3

t5t1

t2

s1

t4

s4s2

Abbildung 4.3:

•R ⊆ R•. Ein SiphonR ist echt, wennR 6= ∅.

{s1, s2} ist ein Siphon vom Netz aus Abbildung 4.3, weil

•{s1, s2} = •s1 ∪
•s2 = {t2} ∪ {t1} = {t1, t2}

und
{s1, s2}

• = s•1 ∪ s•2 = {t1} ∪ {t2, t3} = {t1, t2, t3}

Proposition 4.5.2 [Fundamentale Eigenschaft von Siphons]
SeiR ein Siphon eines NetzesN , und seiM

σ
−→M ′ eine Schaltsequenz vonN . Wenn

M(R) = 0, dannM ′(R) = 0.

Beweis. •R ⊆ R• impliziert: die Transitionen, dieR markieren können, können nur
schalten, wennR schon markiert ist. �

D.h. wird ein Siphon von einer MarkierungM nicht markiert, so wird er von keiner
Folgemarkierung vonM markiert. Oder, in knapper Form: nicht markierte Siphons
bleiben nicht markiert.

Proposition 4.5.3 [Eine notwendige Bedingung für Lebendigkeit]
Ist ein System(N, M0) lebendig, so markiertM0 jeden echten Siphon vonN .

Beweis. SeiR ein echter Siphon vonN und seis ∈ R. Wegen der Lebendigkeit gibt
es eine erreichbare MarkierungM , dies markiert. Damit markiertM auch den Siphon
R. Aus der Proposition 4.5.3 folgt, daßM0 den SiphonR auch markiert. �

Die Existenz eines unterM0 nicht markierten Siphon kann in polynomieller Zeit mit
Hilfe des folgenden Algorithmus getestet werden. Der Algorithmus berechnet den
größten Siphon, der in einer gegebenen MengeR von Stellen enthalten ist. Es reicht
alsoR zu wählen als die Menge der Stellens mit M0(s) = 0.
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Input: Ein NetzN = (S, T, F ) undR ⊆ S.
Output: Q ⊆ R.
Initialisierung: Q = R.

begin
while es gibts ∈ Q undt ∈ •s mit t /∈ Q• do

Q : = Q \ {s}
endwhile

end

Aufgaben:

(1) Zeigen Sie, daß der Algorithmus korrekt ist. D.h. beweisen Sie, daß der Algo-
rithmus terminiert, und daß nach TerminierungQ der größte inR enthaltenen
Siphon ist.

(2) Modifizieren Sie den Algorithmus, so daß er den größten in R enthaltenen Trap
berechnet.

Proposition 4.5.4 Ist ein System(N, M0) verklemmt (d.h.,M0 aktiviert keine Transi-
tion vonN ), so ist die Menge der Stellen, die vonM0 nicht aktiviert werden, ein echter
Siphon vonN .

Beweis. SeiR = {s |M0(s) = 0}. Für jede Transitiont gibt es eine Stelles ∈ •t mit
M0(s) = 0 (sonst wäret aktiviert). Also,R• enthält alle Transitionen vonN . Es folgt
•R ⊆ R•. �

Korollar 4.5.5 [Eine hinreichende Bedingung für Verklemmungsfreiheit] Sei(N, M0)
ein System. Werden alle Siphons vonN von allen erreichbaren Markierungen markiert,
so ist(N, M0) verklemmungsfrei.

4.6 Traps

Definition 4.6.1 (Trap)
SeiN = (S, T, F ) ein Netz. Eine MengeR ⊆ S von Stellen heißt Trap, wennR• ⊆
•R. Ein TrapR ist echt, wennR 6= ∅.

{s3, s4} ist ein Trap vom Netz aus Abbildung 4.3.

Proposition 4.6.2 [Fundamentale Eigenschaft von Traps]
SeiR ein Trap eines NetzesN , und seiM

σ
−→ M ′ eine Schaltsequenz vonN . Wenn

M(R) > 0, dannM ′(R) > 0.

Beweis. •R ⊆ •R impliziert: die Transitionen, die Marken vonR nehmen, gebenR
wieder Marken. �
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D.h. wird ein Trap von einer MarkierungM markiert, so wird er von jeder Folgemar-
kierung vonM markiert. Oder: markierte Traps bleiben markiert. Zu merken ist, daß
die Gesamtzahl der Marken auf einem markierten Trap kleinerwerden kann, nur nicht
0.

Proposition 4.6.3 [Eine hinreichende Bedingung für Verklemmungsfreiheit]
Sei(N, M0) ein System. Enḧalt jeder echte Siphon vonN einen vonM0 markierten
Trap, so ist(N, M0) verklemmungsfrei.

Beweis. Folgt aus Korollar 4.5.5 und Proposition 4.6.2. �

Diese Bedingung ist leider nicht leicht so verifizieren. Ob jeder echte Siphon vonN
einen vonM0 markierten Trap enthält, ist ein NP-vollständiges Problem.
Zuletzt zeigen wir wie S-Invarianten und Traps sich ergänzen, um zu beweisen, däs
Petersons Algorithmus den gegenseitigen Auschluß gewährleistet. Im Netzmodell aus
Abbildung 2.6 bedeutet das, daß keine erreichbare MarkierungM die BedingungM(p4) ≥
1 ∧M(q4) ≥ 1 erfüllt. Wir berechnen drei S-Invarianten

(1) M(hold = 1) + M(hold = 2) = 1

(2) M(p2) + M(p3) + M(p4) + M(m1 = f) = 1

(3) M(q2) + M(q3) + M(q4) + M(m1 = f) = 1

und zwei Traps

(4) M(m1 = f) + M(p2) + M(hold = 1) + M(q3) > 0

(5) M(m2 = f) + M(q2) + M(hold = 2) + M(p3) > 0

Aus der AnnahmeM(p4) ≥ 1 ∧M(q4) ≥ 1 leiten wir nun einen Widerspruch ab:

M(p4) ≥ 1 ∧M(q4) ≥ 1

⇒ {(2), (3)}

M(p2) + M(p3) + M(m1 = f) = 0 ∧ M(q2) + M(q3) + M(m2 = f) = 0

⇒ {(1)}

M(m1 = f) + M(p2)+ M(m2 = f) + M(q2)+
M(hold = 1) + M(q3) = 0 ∨ M(hold = 2) + M(p3)0

Widerspruch zu (4) Widerspruch zu (5)
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Kapitel 5

Systemklassen mit effizienten
Verifikationsalgorithmen

In den drei Sektionen des Kapitels untersuchen wir drei Systemklassen: S-Systeme, T-
Systeme und Free-Choice-Systeme. Alle Sektionen haben eine ähnliche Struktur. Nach
der Definition der Klasse, werden drei Sätze vorgestellt: der Lebendigkeitssatz, der Be-
schränkheitssatz, und der Erreichbarkeitssatz. Der Lebendigkeissatz charakterisiert die
Systeme der Klasse, die lebendig sind. Der Beschränkheitssatz charakterisiert die le-
bendigen Systemen, die dazu beschränkt bzw.b-beschränkt sind. Der Erreichbarkeits-
satz charakterisiert die erreichbaren Markierungen der lebendigen und beschränkten
Systeme. Der Beweis dieser drei Sätze benötigt oft einigeErgebnisse über die Struktur
der S- und T-Invarianten der Systeme, die auch vorgestellt werden.
Aus diesen Sätzen folgen effiziente Algorithmen fürLebendigkeit, Beschr̈anktheit
undErreichbarkeit (mindestens effizienter als die sehr aufwendigen allgemeinen Al-
gorithmen).
Zuletzt wird in jeder Sektion ein Satz des kürzesten Pfadesvorgestellt, der die Länge
der kürzesten Schaltsequenz, die zu einer gegebenen Markierung führt angibt.
Man stellt sich die Frage, warum die Beschränktheit nur für lebendige Systeme und
die Erreichbarkeit nur für lebendige und beschränkte Systeme charakterisiert wird. Der
erste Grund ist, daß die beschränkten aber nicht lebendigen Systeme relativ uninteres-
sant sind: ein Netzmodell eines korrekten Systems muß in derRegel lebendigundbe-
schränkt sein. Aus demselben Grund untersuchen wir nur dieErreichbarkeit in diesen
Systemen. Der zweite Grund ist, daß die allgemeine Charakterisierungen komplizierter
sind.
Die S-Systeme dienen als Einstieg: manche Beweise werden weggelassen oder nur
skizziert, weil sie sehr leicht sind. Die T-Systeme haben den “richtigen” Schwierig-
keitsgrad für diese Vorlesung. Die Free-Choice Systeme enthalten sowohl die S-Systeme
als auch die T-Systeme. Die Beweise werden oft weggelassen,weil sie zu lang bzw. zu
schwer sind.
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5.1 S-Systeme

Definition 5.1.1 (S-Netze, S-Systeme)Ein Netz heißt S-Netz, wenn|•t| = 1 = |t•|
für jede Transitiont. Ein System(N, M0) heißt S-System, wennN ein S-Netz ist.

Proposition 5.1.2 (Fundamentale Eigenschaft von S-Systemen)
Sei (N, M0) ein S-System,S die Menge der Stellen inN0 und M eine erreichbare
Markierung. Dann giltM0(S) = M(S).

Beweis. Wenn eine Transition schaltet, dann konsumiert sie genau eine Marke, und
kreiert auch eine marke. Die Gesamtzahl von Marken bleibt also invariant. �

Die Transitionen von S-Systemen “erzeugen” oder “vernichten” keine Marken. Wir
können uns dann vorstellen, daß die Marken eine Identitäthaben und sich durchs Netz
bewegen.

Satz 5.1.3 (Lebendigkeitssatz)Ein S-System(N, M0) ist lebendig, gdw.N stark zu-
sammenḧangend ist undM0 mindestens eine Stelle markiert.

Beweis. (Skizze.)
(⇒): Wir beweisen die Kontraposition.
(1) WennN nicht stark zusammenhängend ist, dann gibt es eine Kante(s, t), so daß
es keinen Pfad vont nachs gibt. Für alle Stellens′, für die es einen Pfad vons′ nach
s gibt, machen wir folgendes: durch geeignetes Schalten von Transitionen führen wir
alle Marken auf diesen Stellen nachs, und dann schalten wirt bis es keine Marken
mehr aufs gibt. Aus der Markierung, die wir so erreichen, ist es nicht mehr möglicht
zu schalten.
(2) WennM0 keine Stelle markiert, dann aktiviertM0 keine Transition, weil jede Tran-
sition eines S-Systems eine Stelle im Vorbereich hat.
(⇐): WennN stark zusammenhängend ist, dann kann jede Marke (und es gibt minde-
stens eine) sich frei im Netz bewegen und jede Stelle aus jeder anderen erreichen. Es
ist also immer möglich, eine beliebige Transition erneut zu aktivieren. �

Satz 5.1.4 (Beschr̈anktheitssatz) Ein lebendiges System(N, M0) ist
b-beschr̈ankt, gdw.M0(S) ≤ b.

Beweis. Trivial. �

Aufgabe: Gegenbeispiel angeben für nicht lebendige S-Systeme.

Satz 5.1.5 (Erreichbarkeitssatz)Sei(N, M0) ein lebendiges S-System und seiM ei-
ne Markierung vonM . M ist erreichbar, gdw.M0(S) = M(S).
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Beweis. Aus Proposition 5.1.3 folgt, daßN stark zusammenhängend ist. Die Marken
können sich dann also frei im Netz bewegen, und von jeder Stelle jede andere errei-
chen. Ob eine Markierung erreichar ist oder nicht kommt danndarauf an, wie viele
Marken sie hat und nicht auf ihre Positionierung. �

Proposition 5.1.6 (S-Invarianten von S-Netzen)SeiN = (S, T, F ) ein zusammen-
hangendes S-Netz. Ein VektorI : S → Q ist eine S-Invariante vonN , gdw. I =
(x, . . . , x) für eine Zahlx ∈ Q.

Beweis.
(⇒) Folgt aus Proposition 4.3.4 (alternative Definition von S-Invarianten).

(⇐) Jede Transitiont vonN hat genau eine Stellest im Vorbereich und eine Stelles′t
im Nachbereich. Es folgt

∑

s∈•t

I(s) = I(st) und
∑

s∈t•

I(s) = I(s′t)

Damit
I ist eine S-Invariante

⇔ {Proposition 4.3.4}
∀t ∈ T : I(st) = I(s′t)

⇔ {N ist zusammenhängend}
∀s1, s2 ∈ S : I(s1) = I(s2)

⇔ {Logik}
∃x ∈ Q∀s ∈ S : I(s) = x.

�

5.2 T-Systeme

Definition 5.2.1 (T-Netze, T-Systeme)Ein Netz heißt T-Netz, wenn|•s| = 1 = |s•|
für jede Stelles. Ein System(N, M0) heißt T-System, wennN ein T-Netz ist.

Notation: Seiγ ein Kreis eines Netzes und seiM eine Markierung. SeiR die Men-
ge der Stellen vonγ. M(γ) bezeichnet die Anzahl der Marken vonγ unterM , d.h.,
M(γ) =

∑

s∈R M(s).

Proposition 5.2.2 (Fundamentale Eigenschaft von T-Systemen) Seiγ ein Kreis ei-
nes T-Systems(N, M0) und seiM eine erreichbare Markierung. Dann giltM(γ) =
M0(γ).

Beweis. Das Schalten einer Transitiont berührt die Marken eines Kreises gar nicht
oder nimmt eine Marke von der einzigen Stelle des Kreises in•t, und legt eine Marke
auf die einzige Stelle des Kreises int•. �
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5.2.1 Lebendigkeit

Satz 5.2.3 (Lebendigkeitssatz)Ein T-System(N, M0) ist lebendig, gdw.
M0(γ) > 0 für jeden Kreisγ vonN .

Beweis.
(⇒) Seiγ ein Kreis mitM0(γ) = 0. Aus Proposition 5.2.2 folgtM(γ) = 0 für jede
erreichbare MarkierungM . Damit kann keine Transition vonγ irgendwann einmal
schalten.
(⇐) Seit eine beliebige Transition undM eine beliebige erreichbare Markierung. Wir
zeigen, daß es eine ausM erreichbare Markierung gibt, diet aktiviert. SeiSM die
Untermenge der Stellens vonN mit der folgenden Eigenschaft: es gibt einen Pfad von
s nacht, der keine unterM markierten Stellen enthält.
Wir führen Induktion über|SM |.
Basis: |SM | = 0. Mit diesem Fall giltM(s) > 0 für jede Stelles ∈ • t. Also M
aktiviert t.
Schritt: |SM | > 0. Mit der fundamentalen Eigenschaft von T-Systemen ist jeder Kreis
vonN unterM markiert. Also gibt es einen PfadΠ mit:

(1) Π führt nacht;

(2) M markiert keine Stelle vonΠ;

(3) Π hat maximale Länge (d.h., kein Kreis länger alsΠ erfüllt (1) und (2)).

Seiu das erste Element vonΠ. Mit (3) ist u eine Transition undM markiert alle Stellen
in •u. Alsou wird vonM aktiviert. Wir habenu 6= t, weil t vonM nicht aktiviert wird.
DefiniereM

u
−→M ′. Wir zeigenSM ′ ⊂ SM und damit|SM ′ | < |SM |.

1. SM ′ ⊆ SM

Seis ∈ SM ′ . Wir zeigens ∈ SM . Es gibt einen PfadΠ′ = s . . . t, der keine von
M ′ markierten Stellen enthält. Nehmen wir an, daßΠ′ eine vonM markierte
Steller enthält. AusM ′(r) = 0 undM

u
−→ M ′ folgt u ∈ r• und damit{u} =

r•. Alsou ist der Nachfolger vonr in Π′. Mit u 6= t gilt, daß der Nachfolger von
u in Π′ vonM ′ markiert wird. Das widerspricht der Definition vonΠ′.

2. SM ′ 6= SM . Seis der Nachfolger vonu in Π. Wir habens ∈ SM abers 6∈ SM ′ ,
weil M ′(s) > 0.

Die Anwendung der Induktionshypothese liefert eine SchaltsequenzM
σ
−→ M ′′ und

M ′ aktiviert t. DamitM
u
−→M ′ σ

−→M ′′. Also M ′′ ist eine ausM erreichbare Mar-
kierung, diet aktiviert. �

5.2.2 Beschr̈ankheit

Satz 5.2.4 (Beschr̈anktheitssatz) Ein lebendiges T-System(N, M0) ist
b-beschr̈ankt gdw. jede Stelles in einem Kreisγ mit M0(γ) ≤ b enthalten ist.
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Beweis. (⇐) Folgt aus der fundamentalen Eigenschaft von T-Systemen (Proposition
5.2.2).
(⇒) Sei s eine Stelle und seiM eine erreichbare Markierung für dieM(s) maximal
ist. Es giltM(s) ≤ b. Definiere die MarkierungL

L(r) =

{

M(r) falls r 6= s
0 falls r = s

Das System(N, L) ist nicht lebendig. Sonst gäbe es eine SchaltsequenzL
σ
−→ L′ mit

L′(s) > 0 und wegen der Monotonie gälte auchM
σ
−→ M ′ für eine MarkierungM ′

mit M ′(s) = L′(s) + M(s) > M(s), was der Maximalität vonM(s) widerspricht.
Mit dem Lebendigkeitssatz gibt es einen unterL unmarkierten Kreisγ, der unterM
doch markiert ist.L undM unterscheiden sich nur ins und daher enthältγ die Stelle
s. Außerdem ists die einzige unterL markierte Stelle vonγ. Also M(γ) = M(s) und
mit M(s) ≤ b gilt M(γ) ≤ b. �

Korollar 5.2.5 Sei(N, M0) ein lebendiges T-System

1. Eine Stelle ist beschränkt gdw. sie zu einem Kreis gehört.

2. Seis eine beschr̈ankte Stelle

max{M(s) |M0
∗
−→M} = min{M0(γ) | γ entḧalt s}

3. (N, M0) ist beschr̈ankt gdw.N stark zusammenhängend ist.

Beweis. Aufgabe �

5.2.3 Erreichbarkeit

Für den Erreichbarkeitssatz müssen wir erst die T-Invarianten von T-Netzen näher be-
trachten:

Proposition 5.2.6 (T-Invarianten von T-Netzen) SeiN = (S, T, F ) ein zusammenḧangen-
des T-Netz. Ein VektorJ : T → Q ist eine T-Invariante gdw.J = (x . . . x) für eine Zahl
x ∈ Q.

Beweis. Dual vom Beweis von Proposition 5.1.6. �

Satz 5.2.7 (Erreichbarkeitssatz)Sei(N, M0) ein lebendiges T-System. Eine Markie-
rungM ist erreichbar gdw.M0 ∼M .
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Beweis. (⇒) Proposition 4.4.2
(⇐) Mit Satz 4.3.10 gibt es einen rationalen VektorX mit

M = M0 + N.X (5.1)

Der VektorJ = (1, 1, . . . , 1) ist eine T-Invariante vonN (Proposition 5.2.6). Damit
gilt

N · (X + λJ) = N ·X

für jede Zahlλ. Daraus folgt, daß man oBdA.X ≥ 0 annehmen darf.
SeiT die Menge der Transitionen vonN . Wir zeigen:

(1) Es gibt einen VektorY : T → IN mit M = M0 + N · Y . SeiY der Vektor mit
Y (t) = ⌈X(t)⌉ für jede Transitiont (⌈x⌉ bezeichnet die größte natürliche Zahl,
die kleiner oder gleichx ist). Aus (5.1) folgt

M(s) = M0(s) + X(t1)−X(t2)

für jede Stelles, wobei{t1} = •s und{t2} = s•. SowohlM(s) als auchM0(s)
sind ganzzahlig. Aus der Definition vonY folgt

X(t1)−X(t2) = Y (t1)− Y (t2)

Also M(s) = M0 + Y (t1)− Y (t2) und damitM = M0 + N · Y

(2) M0
∗
−→M

Wir führen Induktion über|Y | =
∑

t∈T Y (t).
Basis: |Y | = 0. DannY = 0 undM = M0.
Schritt: |Y | > 0.
Wir zeigen, daßM0 mindestens eine Transition aus〈Y 〉 aktiviert. Sei

Sy = {s ∈ ·〈Y 〉 |M0(s) = 0}

Seis ∈ Sy. AusM0(s) undM0 + N · Y = M ≥ 0 folgt:

liegt eine Transition auss• in 〈Y 〉, so liegt eine Transition aus•s in
〈Y 〉. (*)

Es existiert einen Pfad mit maximaler Länge, der nur Stellen ausSyund Transi-
tionen aus〈Y 〉 enthält (sonst gäbe es einen unterM0 unmarkierten Kreis). Der
Pfad beginnt mit einer Transitiont ∈ 〈Y 〉 wegen (*), und keine Stelle von•t
gehört zuSy. Also, jede Stelle in•t wird von M0 markiert, d.h.t wird von M0

aktiviert.
SeiM1 die Markierung mitM0

t
−→M1. Dann gilt

M1 + N(Y − ~t) = M

mit
|Y − ~t| = |Y | − 1 < |Y |

Aus der Induktionsvoraussetzung folgtM1
∗
−→ M . Mit M0

t
−→ M1

∗
−→ M

gilt M0
∗
−→M .
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�

5.2.4 Weitere Eigenschaften

Die Sätze, die wir betrachten haben, führen zu vielen anderen interessanten Eigeschaf-
ten. Hier sind zwei davon:

Satz 5.2.8Sei(N, M0) ein stark zusammenhängendes T-Netz. Die folgenden Aussagen
sindäquivalent:

(1) (N, M0) ist lebendig.

(2) (N, M0) ist verklemmungsfrei.

(3) (N, M0) hat eine unendliche Schaltsequenz.

Beweis. (1)⇒ (2)⇒ (3) folgt unmittelbar aus den Definitionen. Wir zeigen (3)⇒ (1).
SeiM0

σ
−→ eine unendliche Schaltsequenz. Wir zeigen zuerst, daß alleTransitionen

von N in σ vorkommen. DaN stark zusammenhängend ist, ist(N, M0) beschränkt

(Satz 5.2.4). Seiσ = t1 t2 t3 . . ., und seiM0
t1−→ M1

t2−→ M2
t3−→ . . .. Da (N, M0)

beschränkt ist, gibt es Indicesi und j, i < j, mit Mi = Mj . Seiσij die Teilsequenz
von σ, die die Transitionen zwischenMi undMj enthält. Aus der fundamentalen Ei-
genschaft der T-invarianten (Proposition 4.4.3) folgt, daß ~σij eine T-Invariante ist, und
aus Proposition 5.2.6, daß esn ∈ N gibt mit ~σij = (n . . . n). Also, jede Transition von
N kommt inσij (und damit auch inσ) vor.
Weil alle Transitionen vonN in σ vorkommen, wird jede Stelle vonN (und damit
jeder Kreis) während der Ausführung vonσ markiert. Aus der fundamentalen Eigen-
schaft der T-Systeme folgt, daß alle Kreise vonN anfänglich markiert sind. Mit dem
Lebendigkeitssatz (Satz 5.2.3) ist(N, M0) lebendig. �

Satz 5.2.9 (Genrich’sche Satz)SeiN ein stark zusammenhängendes T-Netz mit min-
destens einer Stelle und einer Transition. Es gibt eine MarkierungM0 vonN , so daß
(N, M0) lebendig und 1-beschränkt ist.

Beweis. Die Markierung vonN , in der eine Marke auf jede Stelle liegt, ist lebendig,
weil sie alle Kreise markiert. Es gibt also lebendige Markierungen vonN .
Sei (N, M) lebendig aber nicht1-beschränkt. Wir konstruieren eine neue lebendige
MarkierungL vonN , die die folgenden zwei Bedingungen erfüllt:

(1) L(γ) ≤M(γ) für jeden Kreisγ, und

(2) L(γ) < M(γ) für mindestens einen Kreisγ.
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Die Iteration dieser Konstruktion liefert am Ende eine1-beschränkte Markierung von
N .
Sei s eine nicht-1-beschränkte Stelle von(N, M). Es gibt eine erreichbare Markie-
rungM ′ mit M ′(s) ≥ 2. SeiL die Markierung, die mitL auf allen Stellen außers
übereinstimmt, und genau eine Marke aufs legt.
Da M lebendig ist, markiert sie alle Kreise vonN . Aus der Konstruktion vonL folgt,
daßL auch alle Kreise markiert. Also,L ist lebendig. (1) folgt aus der Konstruktion
von L. (2) gilt für alle Kreise, dies enthalten (es gibt mindestens einen, weilN start
zusammenhängend ist). �

5.3 Free-Choice-Systeme

Definition 5.3.1 (Free-Choice-Netze, Free-Choice-Systeme) Ein NetzN = (S, T, F )
heißtfree-choice, wenns• × •t ⊆ F für jedess ∈ S und t ∈ T mit (s, t) ∈ F . Ein
System(N, M0) heißtfree-choice, wennN ein Free-Choice-Netz ist.

Diese Definition ist sehr knapp und außerdem symmetrisch bezüglich Stellen und Tran-
sitionen. Wenn Sie sie etwas kryptisch finden, dann können Ihnen die folgenden äqui-
valenten Definitionen helfen:

Proposition 5.3.2 (Alternative Definitionen von Free-Choice-Netzen)

(1) Ein Netz ist free-choice, wenn für alle Transitionent1, t2 gilt:

(t1 6= t2 ∧
•t1 ∩

•t2 6= ∅)⇒
•t1 = •t2

(2) Ein Netz ist free-choice, wenn für alle Stellens1, s2 gilt:

(s1 6= s2 ∧ s•1 ∩ s•2 6= ∅)⇒ s•1 = s•2

Beweis. Aufgabe. �

Abbildung 5.1 erläutert diese Definitionen.
Es folgt aus diesen Definitionen, daß alle S- und T-Systeme Free-Choice sind aber nicht
umgekehrt (siehe Abbildung 5.2).

5.3.1 Lebendigkeit

Wir haben im letzten Kapitel gezeigt, daß wenn jeder Siphon eines Systems einen
unter der Anfangsmarkierung markierten Trap enthält, dasSystem verklemmungsfrei
ist (aber nicht umgekehrt). Wenn wir uns auf Free-Choice-Systeme einschränken, dann
erhalten wir eine viel stärkere Aussage, den Satz von Commoner, der die Lebendigkeit
von Free-Choice-Netzen charakterisiert:
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free-choice nicht free-choice

Abbildung 5.1:

Kreise T-SystemeS-Systeme

Free-Choice-Systeme

Abbildung 5.2:
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Satz 5.3.3 (Commoner’scher Lebendigkeitssatz)Ein Free-Choice-System
(N, M0) ist lebendig gdw. jeder Siphon vonN einen unterM0 markierten Trap entḧalt.

Beweis. Wir skizzieren eine Richtung: wenn jeder Siphon vonN einen unterM0

markierten Trap enthält, dann ist(N, M0) lebendig. Wir benutzen die folgenden Defi-
nitionen. SeiM eine Markierung vonN . Eine Transitiont ist tot unterM , wenn sie
keine Markierung aus[M〉 aktiviert. Die Menge der unterM toten Transitionen wird
mit DM bezeichnet. Eine Transitiont ist lebendig unterM , wennt 6∈ DM ′ für alle
MarkierungenM ′ ∈ [M〉. Die Menge der unterM lebendigen Transitionen wird mit
LM bezeichnet. Zu merken ist, daß eine Transition weder lebendig noch tot unter einer
Markierung sein kann. Außerdem:

• wenn t ∈ LM und M ′ ∈ [M〉, dannt ∈ LM ′ , d.h., lebendige Transitionen
bleiben lebendig.

• wennt ∈ DM undM ′ ∈ [M〉, dannt ∈ LM ′ , d.h., tote Transitionen bleiben tot.

• wennt 6∈ LM ∪ DM , dannt /∈ LM für alle MarkierungenM ′ erreichbar von
M , und es gibt eine MarkierungM ′ erreichbar vonM so daßt ∈ DM ′ . D.h.
Transitionen, die weder lebendig not tot sind, bleiben nicht lebendig und können
(müssen aber nicht!) tot werden.

SeiT die Menge der Transitionen vonN . Aus den obigen Definitionen folgt (Aufgabe:
zeigen Sie es!): es gibt eine ausM0 erreichbaren MarkierungM , für dieT = DM∪LM

gilt, d.h. jede Transition ist entweder tot oder lebendig unterM . Für jedet ∈ DM gibt
es eine Stellest ∈ •t mit M(st) = 0. Weil N free-choice ist, gilt (Aufgabe: zeigen Sie
es!): keine Transition im Vorbereich vonst ist unterM lebendig, d.h.•st ⊆ DM . Es
folgt: die MengeR = {st | t ∈ T } ist ein Siphon, der vonM nicht markiert wird.R
kann dann keinen unterM0 markierten Trap enthalten, weil markierte Traps markiert
bleiben.

�

Der Lebendigkeitssatz gilt offensichtlich noch wenn man ‘Siphon’ durch ‘minima-
ler Siphon’ ersetzt: ein Siphon heißtminimal, wenn er echt ist und keinen kleineren
echten Siphon enthält. Das Netz aus Abbildung 5.3 enthältzwei minimalen Siphons:
R1 = {s1, s3, s5, s7} undR2 = {s2, s4, s6, s8}. R1 undR2 sind auch Traps; insbe-
sondere, sie enthalten Traps. Es folgt aus Satz 5.3.3, daß jede Markierung, dieR1 und
R2 markiert, lebendig ist.
Der Satz von Commoner führt leider zu keinem effizienten Algorithmus fürLeben-
digkeit in Free-Choice-Systemen. Das ist nicht überraschend: dasProblem ist nämlich
NP-vollständig.

Satz 5.3.4 (Komplexiẗat) Das Problem
Gegeben: ein free-choice System(N, M0)
Frage: Ist(N, M0) nicht lebendig?
Ist NP-vollsẗandig.
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Abbildung 5.3: Ein Free-Choice-System

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Reduktion vom Erfüllbarkeitsproblem der Aussa-
genlogik (SAT). Die Reduktion wird in der Abbildung 5.4 and dem folgenden Beispiel
erläutert:

Φ = (x1 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3)

�

5.3.2 Beschr̈ankheit

Definition 5.3.5 (S-Komponente)SeiN = (S, T, F ) ein Netz und seiN ′ = (S′, T ′, F ′)
ein Teilnetz vonN . N ′ heißt S-Komponente vonN , wenn es die folgenden Bedingun-
gen erfüllt:

1. T ′ = •S′ ∪ S′• (wobeis• = {t ∈ T | (t, s) ∈ F} und analog fürs•)

2. N ′ ist stark zusammenhängend

Abbildung 5.5 zeigt zwei S-Komponenten vom Netz aus Abbildung 5.3.
S-Komponenten sind für Free-Choice-System das, was Kreise für T-Systeme sind, wo-
bei die Gesamtzahl der Marken auf einer S-Komponente invariant bleibt.

Proposition 5.3.6 Sei(N, M0) ein System und seiN ′ = (S′, T ′, F ′) eine S-Komponente
vonN . Für jede erreichbare MarkierungM gilt M0(S

′) = M(S′).

Beweis. Wir bezeichnen mitM ′ die Projektion einer MarkierungM von N auf die
MengeS′. Die folgende Aussage ist leicht zu zeigen: wennM erreichbar in(N, M0)
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x1x1

A1 A2 A3

x2 x3x2 x3

C1 C2 C3

False

Abbildung 5.4: Das Free-Choice-System für die FormelΦ

Abbildung 5.5: S-Komponenten vom Netz aus Abbildung 5.3
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ist, dann istM ′ in (N ′, M ′
0) auch erreichbar. Der Satz folgt nun aus der fundamentalen

Eigenschaft der S-Systeme. �

Satz 5.3.7 (Hack’scher Beschr̈anktheitssatz) Sei(N, M0) ein lebendiges free-choice
System.(N, M0) ist beschr̈ankt gdw. jede Stelle vonN in einer S-Komponente enthal-
ten ist.

Beweis. (⇐) Aufgabe

(⇒) (Skizze). Man zeigt zuerst, daß jeder minimale Graph ein Siphon der Menge der
Stellen einer S-Komponente ist. Dann zeigt man, daß jede Stelle in einem minimalen
Siphon enthalten ist. �

Proposition 5.3.8 (Schranken von Stellen)Sei(N, M0) ein lebendiges und beschränk-
tes free-choice System und seis eine Stelle vonN . Es gilt

max{M(s) |M0
∗
−→M} =

min{M0(S
′) | S′ ist die Menge der Stellen einer S-Komponente vonN}

Beweis. Analog zum Beschränktheitssatz für T-Systeme. �

Satz 5.3.4 besagt, daß es keinen polynomiellen Algorithmusgibt, derLebendigkeit für
Free-Choice-Systeme löst (wennP 6= NP ). Wir fragen uns nun, wie schwer ist es zu
entscheiden, ob ein Free-Choice-System lebendigundbeschränkt ist. Natürlich kann
man das lösen, indem man erst entscheidet, ob das System lebendig ist und, wenn ja,
ob es beschränkt ist. Es gibt aber effizientere Methoden.1. Der schnellste Algorithmus
brauchtO(n · m) Zeit für ein Netz mitn Stellen undm Transitionen. Ein nicht so
effizienter aber einfacherer Algorithmus folgt aus dem nächsten Satz:

Definition 5.3.9 (Cluster) SeiN = (S, T, F ) ein Netz. Ein Cluster ist einëAquiva-
lenzklasse der Relation((F ∩ (S × T )) ∪ (F ∩ (S × T ))−1)∗.

Abbildung 5.6 zeigt die Cluster des Netzes aus Abbildung 5.3.

Satz 5.3.10 (Rangssatz)Ein Free-Choice-System(N, M0) ist lebendig und beschränkt
gdw. die folgenden Bedingungen gelten:

1. N hat eine positive S-Invariante.

2. N hat eine positive T-Invariante.

1Vergleiche mit: um zu entscheiden, ob eine Zahl durch 100.000 teilbar ist, kann man erst überprüfen,
ob sie durch 3125 teilbar ist, und, wenn ja, durch 32. Es gibt aber eine effizientere Methode: sind die letzten
fünf Stellen Nullen?
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Abbildung 5.6: Clusters des Netzes aus Abbildung 5.3

3. Rang(N) = c− 1, wobeic die Anzahl der Cluster vonN ist.

4. Jeder Siphon vonN ist unterM0 markiert.

Beweis. Weggelassen (sehr schwer). �

Bedingungen (1) und (2) können mit linearer Programmierung verifiziert werden, Be-
dingung (3) mit bekannten Algorithmen der linearer Algebraund Bedingung (4) mit
dem Algorithmus aus Abschnitt 4.5.1.

5.4 Erreichbarkeit

WennP 6= NP , dann kann es leider keinen polynomiellen Algorithmus fürErreich-
barkeit in Free-Choice-Netzen geben, weil:

Satz 5.4.1 Erreichbarkeitfür lebendige und beschränkte free-choice Systeme ist NP-
vollständig.

Beweis. Eine nicht sehr schwierige, aber etwas aufwendige, Reduktion von SAT. �
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Es gibt aber polynomielle Algorithmen, wenn man eine zusätzliche Einschränkung in
Kauf nimmt. Ein System(N, M0) heißtzyklisch, wenn

∀M ∈ [M0〉 : M0 ∈ [M〉

D.h. ein System ist zyklisch, wenn es immer möglich ist, zurück zur Anfangsmarkie-
rung zu kommen. Wir haben:

Satz 5.4.2 (Erreichbarkeitssatz)Sei (N, M0) ein lebendiges, beschränktes und zy-
klisches Free-Choice-System. Eine MarkierungM vonN ist erreichbar ausM0 gdw.
M0 ∼M .

Beweis. Weggelassen (sehr schwer). �

Korollar 5.4.3 Das Problem
Gegeben: ein lebendiges, beschränktes und zyklisches Free-Choice-System(N, M0)
und eine MarkierungM
Frage: IstM erreichbar?
Ist in polynomieller Zeit l̈osbar.

Dieses Ergebnis ist nur nutzlich, wenn man effizient entscheiden kann, ob ein leben-
diges und beschränktes Free-Choice-System zyklisch ist.Der folgende Satz sagt, daß
das der Fall ist:

Satz 5.4.4Ein lebendiges und beschränktes Free-Choice-System(N, M0) ist zyklisch
gdw. jeder Trap vonN unterM0 markiert ist.

Beweis. Weggelassen (ziemlich schwer). �
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