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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Allgemeine Definitionen
1.1.1 Zahlen

N, Z, Q undR bezeichnen die Mengen der natirlichen, ganzen, rationald reellen
Zahlen.

Relationen

Sei X eine Menge und sk C X x X eine Relation.
R* bezeichnet di¢ransitive und reflexive Hlle von R.
R~1ist dieinverseRelation vonR : (z,y) € R~! < (y,7) € R.

Sequenzen

Eine endliche Sequeriiber eine Mengel ist eine Abbildungs: {1,...,n} — A,
dargestellt durch die Ketteyas . ..a, mit a; = (i) fur allel < i < n, oder die
Abbildunge: ) — A, dieleere Sequenz

Die Langevon ¢ istn und die Lange von ist 0.

Eine unendliche Sequenzist eine AbbildungIN — A. Wir schreiberwr = ajazas . . .
wobeia; = o(3).

Die Konkatenatiorzweier endlicher Sequenzen bzw. einer endlichen und eimerd
lichen Sequenz wird wie Ublich definiert.

o bezeichnet dienendliche Konkatenatioswo . .. (fir o endlich).

o ist einPrafixvon T, wenno = 7 oderco’ = T fir eine Sequenz’.
DasAlphabeteiner Sequenaz ist die Menge der ir auftretenden Elemente.

Fir eine Sequenz Uiber A und eine MengeéB C A entsteht didProjektionoderRe-
striktion o| 5 durch Elimination aller Elementec A\ Bin o.



Vektoren und Matrizen

SeiA = {as,...,a,} eine endliche Menge und sEi eine der Mengei¥, Z, Q, R.
Eine AbbildungX: A — K wird durch den Vekto(X (a;), ..., X (ay)) dargestellt.
Wir identifizieren die AbbildungX und ihre Darstellung.

SeienX = (z1,...,2,) UndY = (y1,...,y,) Zwei Vektoren.
DasProduktoderSkalarproduktX -Y ist die Zahlzyy;, +. . .4z, Y., (Wir unterscheiden
nicht zwischen Zeichen-und Spaltenvektoren!).

X > Y bezeichnet; > y1 A...Axp > y,. X > Y bezeichnet; >y A... Az, >
Yn-

SeiB = {b1,...,by,} eine endliche Menge. Eine Abbildurg: A x B — K wird
durch dien x m Matrix

C’(al,bl) C’(al,bg) e C(al,bm)
C(GQ,bl) C(GQ,bQ) e C(ag,bm>
C(an,b1) Clap,b2) -+ Clan,bm)

dargestellt. Wir schreiben au€h = (c;;)i=1,....n,j=1,....m, WObeic;; = C(a;, b;).
SeiX = (z1,...,2,,) €in Vektor und seC' einen x m Matrix. DasProduktC - X ist
der VektorY = (y1,...,yn) gegeben durch

y(l) =Cci1x1 + ...+ CimTm
Das ProduktX - C ist der VektorY = (y1,...,y,) gegeben durch

y(i) = criz1 + oo+ Cmitm

1.2 Netze

Definition 1.2.1 (Netz, Vorbereich, Nachbereich)

Ein NetzN = (5,7, F) besteht aus einer Menge von Stellen(dargestellt durch
Kreise), einer mitS disjunkten Mengd" von Transitionen(Quadrate) und eind¥lui3-
relation (gerichtete Kanteny' C (S x T) U (T x S).

ElementeoderKnotenvon N sind alle Stellen und alle Transitionen.

Furz € SUT bezeichnetz = {y | (y,z) € F'} denVorbereichvonz undz*® = {y |
(xz,y) € F} denNachbereichvon z. Fur eine MengeX C SUT ist*X = (J *z

rzeX
undx* = |J z°
reX

Beispiel.Sei N = (S, T, F) das Netz mit
S = {81,...,86}

T = {t,....t)
F o= {(s1,t1), (t1,52), (s2,t2), (t2, 51),
(s3,t2), (t2,84), (S4,%3), (t3,53),
(85,t3), (3, 86), (6, ta), (ta; 85)}
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Abbildung 1.1: Graphische Darstellung des Netes

Abbildung 1.1 zeigt die graphische Darstellung VBnWir haben z.B*t; = {s2, s3}
und*S =5*=T

Bemerkung: Netze mit leeren®, 7" oder F' sind erlaubt!

Definition 1.2.2 (Teilnetz)
N' = (8, T, F') ist einTeilnetzvon N = (S, T, F') gdw.

L4 S/QSI
e T CT,und
o FF=FnN({(S'xTHU(T' xS") (nichtF" CFN (S xT)U (T xS))".

Abbildung 1.2 zeigt einige Teilnetze und Nicht-Teilnetz=sdNetzes aus Abbildung
1.1.

Definition 1.2.3 (Pfad, Kreis)

SeiN = (S,T, F) ein Netz.

Eine endliche nichtleere Sequeng, . . ., 2, von Elementen voiV hei3tPfadvon N,
wenn(xy, x2),. .., (Tp—1,2,) € F.

Ein Pfadz,, ...z, fUhrt vonz, nachz,.

Ein Pfad heiBKreis, wenn(z,, z1) € Fund(z; = z;) =i =jfurallel <4 ,j <n.
N istzusammerdngendwenn(z,y) € (FUF~1)* furallez,y € SUT. N iststark
zusammerdngendwenn(z,y) € F* furallez,y € SUT

Bemerkungen:
e Jedes Netz mit O oder 1 Element ist stark zusammenhangend!
e N stark zusammenhangess N zusammenhangend.

Proposition 1.2.4 SeiN = (S, T, F') ein Netz.

(1) N ist zusammeriingend, wenn es keine Teilnet#&g, 11, F1) und (S, T, F)
von N gibt, mit
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Abbildung 1.2: Teilnetze und Nicht-Teilnetze vom Netz ausbAdung 1.1



e STUTy #0, S UTs #0;
e S1US =S ThUTy=T,F{UFy, =F,;
L] SlmS2:®|TlmT2:®'

(2) Ein zusammeréingendes Netz ist stark zusammimgend, wenn edif jede
Kante(z,y) € F einen Pfad gibt, der vop nachz fuhrt.

Beweis. Aufgabe. O

1.3 Verhalten

Definition 1.3.1 (Markierungen)

SeiN = (S, T, F) ein Netz.

Eine Markierungvon N ist eine AbbildungM: S — IN. FirR C S ist M(R) =
> M(s).

SER)

Eine Stelle heiRmarkiertvon M (oder unterM), wennM (s) > 0. Eine Menge von
Stellen heil3markiertvon M (oder untetM), wennM (R) > 0, d.h., wenn wenigstens
eines ihrer Elemente val markiert wird.

Um anstelle von Abbildungefi — IN Vektoren verwenden zu kdnnen, betrachten wir
stets beliebige aber feste Ordnungen auf den Stellen. MgediKonvention ist jede
Markierung) : S — IN als|S|-stelliger Vektor darstellbar.

Graphisch werden Markierungen durch schwarze Punkteditskoder “Marken”) auf
den Stellen dargestellt.

Definition 1.3.2 (Schaltregel, tote Markierungen)
Eine Transition isaktiviertunter einer Markierung/, wenni{(s) > 1 fur jede Stelle
s € *t. Fallst aktiviert ist, kann sieschaltenund uberfuhrtM in die MarkierungM’

(bezeichnetl - M), die definiert ist durch:

M(s)—1 fallsse*t\¢*
M'(s)=< M(s)+1 fallsset®\*t
M(s) sonst

Eine Markierung istot, wenn sie keine Transition aktiviert.

Beispiel SeiM die Markierung des Netze&§ aus Abbildung 1.1 mid/ (s1) = M(s3) =
M(ss) = 1und M (s2) = M(ss) = M(se) = 0. Diese Markierung stellen wir als
(1,0,1,0,1,0) dar.

Die Transitionen; undts sind aktiviert, weil®t; = {s1} und*ts = {ss, s5}. Die
Transitionts ist nicht aktiviert, weilM (s2) = 0. Die Transitiont, ist nicht aktiviert,
weil M (s¢) = 0.



Wir haben

ty

(1,0,1,0,1,0) (0,1,1,0,1,0)
(1,0,1,0,1,0) - (1,0,0,1,0,1)

Definition 1.3.3 (Schaltfolgen, Erreichbare Markierungen

Sei N ein Netz und seiM/ eine Markierung vonV.

Eine endliche Sequenz= t; ..., heil3tvon M aktivierte endliche Schaltfolgeenn
MarkierungenM;, Ma, . .., M,, existieren, so daB/ 21N M, t2, Mo TN
M,,. Wir schreibenM -2 M,,.

Die leere Sequenzwird von jeder Markierung aktiviert und es gt —— M.

Wir schreiben M—= M’ und sagen, daB/’ von M erreichbar ist wenn es eine
Sequenz existiert mitA/ % M’.

[M) bezeichnet die Menge der vad erreichbaren Markierungen.

Eine unendliche Sequemz= ¢t ... heildtvon M aktivierte unendliche Schaltfolge

. .. . t t
wenn Markierunged/,, M-, .. . existieren mit\ —— M; — My — ...

Beispiel SeiN das Netz aus Abbildung 1.1, und g&i = (1,0,1,0,1,0) eine Mar-
kierung vonN. Wir haben

(1,0,1,0,1,0) %~ (0,1,1,0,1,0) -2 (0,1,0,1,0,1)
l‘z
(1,0,1,0,0,1) - (1,0,1,0,1,0)

Also, t1 t3 to t4 iSt eine vonM aktivierte endliche Schaltfolge, ur(dh t3 to t4)“ ist
eine vonM aktivierte unendliche Schaltfolge.

Proposition 1.3.4 Eine endliche oder unendliche Sequenwird von einer Markie-
rung M aktiviert genau dann, wenn jeder endlicheéiRx vono von M aktiviert wird.

Beweis. Einfache Aufgabe. O

1.4 Zwei wichtige Eigenschaften

Lemma 1.4.1 [Das Monotonielemma]
SeienM und L Markierungen eines Netzes

(1) WennM -Z- M’ fur eine endliche Sequenzdann(M + L) -7 (M’ + L)
(2) WennM % fur eine unendliche Sequeazdann(M + L) -7~

Beweis.

Zu (1): Durch Induktion Uber die Lange ven

Basis:o = e. e wird von jeder Markierung aktiviert.

Schritt: Seio = 7t (¢ Transition) mitA/ — M” —Y5 M’. Aus der Induktionsvor-
aussetzung folgtM + L) —— (M" + L). Aus der Schaltregel unti/”’ ., M’ folgt



Abbildung 1.3:

(M" + L) - (M’ + L). Damit(M + L) =% (M’ + L).

Zu (2): Wir zeigen, dal3 jeder endliche Prafix wvewon der Markierung/ + L akti-
viert wird. Nach Proposition 1.3.4 wird damnauch vonM aktiviert. Aus Proposition
1.3.4 folgt, daf? jeder endliche Prafix vervon M aktiviert wird. D.h., fir jeden end-
lichen Prafixr von o gibt es eine Markierund/’ mit A/ —— M’. Aus (1) folgt
(M + L) = (M’ + L) und wir sind fertig. O

Lemma 1.4.2 [Das Vertauschungslemma]
SeiN = (S, T, F) ein Netz und seiefi, V disjunkte Teilmengen véimit*UNV* =
(). Seic eine (endliche oder unendliche) Menge von Transitionen4tit) C U UV

- : lyol .
(1) Iste endlich und giltM — M’, dann istM 278 M eine Schaltfolge.

o . olyol .
(2) Isto unendlich, istz|y; endlich und giltA/ —, dann istM “2"% eine unend-
liche Schaltfolge.

(3) Isto unendlich, istr|y unendlich und giltv/ —Z, dann istAf g, eine unend-

liche Schaltfolge.

Beweis. Die folgende Aussage folgt aus den Definitionen: Wéna™s K — L’ fir
beliebige Markierungeih, K, L’ und beliebige Transitionem € U, v € V, dann gibt
es eine Markierundgd’ mit L — K’ - L' (siehe Abbildung 1.3)

(1) WegenU NV = PundA(es) C U UV fuhrt das erschopfende Vertauschen von
alyely

Paaren:,v mitu € U undv € V von M —Z M’ zuM —— M.

(2) Seioc = o’c” derart, daB im” nur Transitionen aug” vorkommen (eine solche
Zerlegung existiert, da|y endlich ist). Seiv 2 M’ Z— M’. Wegen (1)

. slye’| . .
ist M % M’ eine Schaltfolge. Das Ergebnis folgt wegelg = ¢'|y und
oly =d'|lva”.



(3) Wegen Proposition 1.3.4 reicht es zu zeigen, dal jed#licle Prafix voro |y
von M aktiviert wird. Seir’ ein Prafix vono |y und seir ein Prafix vono mit

7 = 7|y. Wegen (1) istM % M’ % M’ eine Schaltfolge fiir irgendeine
MarkierungM’ und M”. Das Ergebnis folgt weger = 7|y .

10



Kapitel 2

Netzsysteme und Beispiele

Definition 2.0.3 (Netzsystem)

Ein Netzsystenoder System(V, M;) besteht aus einem zusammenhangenden Netz
N = (S,T, F) mit mindestens einer Stelle und einer Transition und ausreim-
fangsmarkierund/,: S — IN.

Eine Markierung\/ ist erreichbar in(N, M,), wennM, — M. Wir sagen auch, daf
M eine erreichbare Markierung v@iv, M) ist.

Definition 2.0.4 (Erreichbarkeitsgraph)
Der ErreichbarkeitsgraplG eines System&V My) mit N = (S, T, F') ist der einzige
gerichtete, beschrifte Graph, der die folgende Eigensehaffullt:

¢ Die Knoten vonG sind die erreichbare Markierungen vaN, Mj).
e Die Kanten von’ sind mit Transitionen aug beschriftet.

e Es gibt eine mit beschriftete Kante voi/ nachM’ genau dann, wenf/ ——
M, d.h., genau dann, wenW die Transitiont aktiviert, und das Schalten van
die Markierung)M in die MarkierungM’ Giberfuhrt.

2.0.1 Ein Puffer mit Kapazitat n

Wir modellieren einen Puffer mit Kapazitat fir Nachrichten. Abbildung 2.1 zeigt
das Netzsystem fir = 3. Das System besteht ausZellen, jeweils mit Kapazitat
fur eine Nachricht. Die Eingabe einer neuen Nachricht wlindch das Schalten van
modelliert. Das Schalten einer Transitignl < ¢ < n, bewirkt, dal’ die Nachricht von
der Zellei — 1 in die Zellei geht. Das Schalten var, ; modelliert die Ausgabe einer
Nachricht. Das System ist nichtsequentiell: z.B. gibt esiehbare Markierungen, aus
denen die Transitionen undt, vollig unabhangig voneinander schalten kdnnen.
Abbildung 2.2 zeigt den Erreichbarkeitsgraphen des Paffét Kapazitat 3. Mit Hilfe
des Erreichbarkeitsgraphen kann man zeigen daf3, untereamdie folgenden Eigen-
schaften gelten:
o Konsistenz: keine Zelle ist gleichzeitig leer und voll (dKkeine erreichbare Markie-
rung markiert gleichzeitig die Stellg und die Stelles;,; furi = 1,2, 3).

11
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Abbildung 2.1: Ein3-Puffer

e 1-Beschrankheit: keine erreichbare Markierung stellbnads eine Marke auf einer
Stelle.

o Verklemmungsfreiheit: jede erreichbare Markierung hataestens einen Nachfol-
ger.
Sogar: jede Zelle kann immer wieder gefillt und geleertdeer (jede Transition
kann immer wieder schalten).

e Kapazitatn: der Puffer hat tatsachlich Kapazitat d.h., es gibt eine erreichbare
Markierung, in der alle Zellen voll sind (in der die Stellen s3, s5 markiert sind).

e Die Anfangsmarkierung kann immer wieder erreicht werden.

e Zwischen zwei beliebigen erreichbaren Markierungen gibtiaen Weg mit Lange
hochstens 6.

2.0.2 Das Bahnnetz (erste Version)

Vier Stadte sind durch unidirektionale Bahnstrecken iresi Kreis verbunden. Zwei
Zuge fahren auf diesen Strecken. Es mul3 garantiert wetddhsich niemals beide
Zuge auf derselben Strecke befinden.

Abbildung 2.3 zeigt eine Netzldsung des Problems. Die Stezcken werden mit Stel-

lens, ..., sy modelliert. Eine marke auf; bedeutet, daf3 ein Zug auf dete Strecke
fahrt.
Die vier Kontrollstelleny, . .., I, garantieren, dal? keine erreichbare Markierung mehr

als eine Marke auf eine der Stellepstellt. Diese Eigenschaft kann man mit Hilfe des
in Abbildung 2.4 dargestellten Erreichbarkeitsgraphemdisen. Da in jeder erreich-
baren Markierung hochstens eine Marke auf einer Steltg, lizezeichnen wir eine
Markierung mit der Menge der Stellen, die sie markiert. Zdse Markierung, die die
Stellenly, s, I3 und sy markiert wird mit{i,, s2, I3, s4} bezeichnet.

12
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Abbildung 2.3: Bahnnetz (erste Version)
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Abbildung 2.4: Erreichbarkeitsgraph des Netzsystems dulsldung 2.3
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Abbildung 2.5: Bahnnetz (zweite Version)

2.0.3 Das Bahnnetz (zweite Version)

Nun sind es 8 Stadte, die durch unidirektionale Bahnseeak einem Ring verbunden
sind, und vier Zuge fahren auf den Strecken. Um die Sicliezheesrhohen, muf3 man
garantieren, dal3 es immer mindestens eine leere Streclkeham zwei beliebigen
Zugen gibt.

Das System aus Abbildung 2.5 ist eine Losung des Probleras:LBser kann den
Erreichbarkeitsgraphen konstruieren und zeigen, dalRatigigschte Eigenschatft gilt.
Der Erreichbarkeitsgraph ist aber ziemlich grof3!

2.0.4 Petersons Algorithmus

Petersons Algorithmus ist eine bekannte Losung des Rrabdies gegenseitigen Aus-
chlusses fur zwei Prozesse.

15
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P1 (e . ml = f m2 = f

° °* 41
Uy U1
ml =t m2 =t
q2
b2 hold = 2
Uus Uz Vg U3
p3 PY qs3
hold = 1
Ua Us Us Ua
y2 g4

Abbildung 2.6: Netzmodell von Petersons Algorithmus

var my, mo : {false, true} (init false);

hold : {1,2};
while true do while true do
my = true; me = true;
hold := 1; hold := 2;
await(—ma V hold = 2); await(—m; V hold = 1);
(kritischer Abschnitt); (kritischer Abschnitt);
my = false; mo = false;
od od

Das System aus Abbildung 2.6 ist ein Netzmodell dieses Atlgous. Die Variable
m; wird mit Hilfe zweier Stellen modelliertyy; = true undm; = false. Eine Marke
aufm,; = true bedeutet, dal’ im aktuellen Zustand (Markierung) die Végiah den
Wert true hat (das System mul also die Eigenschaft erfullen, dale lexireichbare
Markierung die Stellem; = true undm; = false gleichzeitig markiert). Die Variable
k wird analog modelliert.

16
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Abbildung 2.7: Der erste Versuch

Eine Marke aufy, (¢q4) signalisiert, daR der linke (rechte) ProzeR sich in seikgtia
schen Abschnitt befindet. Der gegenseitige Auschluf3 wigd géwahrleistet, wenn es
keine erreichbare Markierung gibt, die gleichzejtigundg, markiert. Das System hat
18 erreichbare Markierungen.

2.0.5 Das Aktion/Reaktion-Protokoll

Zwei Agenten missen Informationen austauschen, um eifigaha zu l6sen. Wenn
ein Agent dem anderen eine Frage stellt, dann mulR3 er waiteginie Antwort kommt,
bevor er weitermachen kann. Man mochte ein geeigneteskibfur den Nach-
richtaustausch entwerfen. Insbesondere mul3 gewaktleigrden, dal} es nicht zu
einer Situation kommen kann, in der beide Prozesse auf emecdkt vom anderen
Prozel3 warten.

Ein erster Losungsversuch wird in Abbildung 2.7 gezeige Btellung von Fragen
wird durch die Transitioned tion modelliert, und die Antworten mit den Transitio-
nen Reaktion. Dieses System kann aber eine Verklemmung erreichen: BealeRe
stellen gleichzeitig eine Frage, und warten vergeblicheané Antwort. Eine solche
Situation nennen wir einrosstalk Abbildung 2.8 zeigt einen zweiten Versuch. Wenn
ein Prozel} eine crosstalk Situation erkennt, dann beatetver die Frage des Part-
ners und wartet weiter auf eine Antwort auf seine eigened=rBgeses System kann
nicht verklemmen (zeigen Sie es!), aber hat das folgendeléo ein unkooperativer
Prozel kann immer wieder Antworten auf seine Frage bekomwimrend er keine
Frage des Partners beantwortet. Die Losung ist also varklengsfrei, abeunfair.

17



Abbildung 2.8: Der zweite Versuch

Der nachste Versuch (Abbildung 2.9) ist fair. Wenn ein Reszeine crosstalk Situation
erkennt, dann antwortet er auf die Frage des Partners, gehiraeinen Zustand uber,
in dem er nur bereit ist, eine Antwort auf seine eigene Frageekommen. Leider gibt

es wieder eine Verklemmung (kdnnen Sie sie finden?). Detelétersuch (Abbildung

2.10) ist verklemmungsfrei und fair. Das Protokoll arbigiten in Runden. Eine ‘gute’

Runde besteht aus einer Frage und ihrer Antwort. In eindriéstiten’ Runde stel-

len beide Prozesse Fragen, und eine crosstalk Situatiohemieicht. Die Runde geht
dann so weiter: beide Prozesse erkennen die crosstalki8ituschicken einander ein
Signal ‘Rundenende’ zu, warten auf das Signal des Partmetggahen dann in ihre

Anfangszustande uber.

Diese Losung ist nicht perfekt: im schlimmsten Fall kanmas schlechte Runden
geben, und es werden uiberhaupt keine Fragen beantwortet.

2.1 Varianten des Modells

Definition 2.1.1 (Netze mit Kapazititen)
Ein Netz mit KapazitaterlV. = (S, T, F, K) besteht aus einem Net#, T, F) und
einer AbbildungK : S — IN
Eine Transitiort ist aktiviert von einer Markierung/ von N
— M(s) > 1fir jede Stelles € *t und
— M(s) < K(s) fur jede Stelles € t* \ *t

18



Abbildung 2.9: Der dritte Versuch
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Abbildung 2.10: Der letzte Versuch
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Die Begriffe Schaltung, Netzsystem mit Kapazitaten e&rden wie fur herkdmmliche
Netze definiert.

Definition 2.1.2 (Netze mit Kantengewichten)
Ein Netz mit KantengewichteW = (S, T, W) besteht aus einer Menge von Stellen
und Transitionen und aus einer Gewichtsfunkfion (S x T) U (T x S) — IN. Eine
Transitiont ist aktiviert von einer Markierund/ von N, wennM (s) > W (s, t) fur
alles € S. Fallst aktiviert ist, kann sie schalten und Uberfuhftin die Markierung
M’ definiert durch

M'(s) = M(s) + W(t,s) — W(s,t)

fur jede Stelles. Andere Begriffe werden wie fir herkdmmliche Netze defihi

Das Netzsystem mit Kantengewichten auf Abbildung 2.11 rliediecine Losung des
“readers and writers” Problem. Eine Menge von Prozessdrem&ugriff zu einer
Datenbank. Mehrere Prozesse durfen simultan Daten |&$eRrozess darf aber nur
schreiben, wenn alle anderen Prozesse weder lesen noefibsrhr

Aufgabe: Andern Sie das System so, daB es fiir die Leser unmogliciserhindern,
dald ein Prozel3 schreibt.

2.2 Wichtige Systemeigenschaften und Analyseproble-
me

Wir definieren nun die Eigenschaften von Systemen, an degéfikétion wir interes-
siert sind. Wir nehmen an, dafd Netze mindestens eine Stalleine Transition haben.

Definition 2.2.1 (Systemeigenschaften)
Sei(N, My) ein Netzsystem.
(N, My) heistverklemmungsfreivenn jede erreichbare Markierung wenigstens eine
Transition aktiviert (d.h. keine erreichbare Markieruattot).
(N, My) heil3tlebendig wenn fiur jede erreichbare Markierung und jede Transition
t eine MarkierungVl’ € [M) existiert, diet aktiviert. (Grob gesagt: jede Transition
kann immer wieder schalten).
(N, My) hei3tbeschankt wenn es fur jede Stelleeine Zahb gibt, so dafV/(s) < b
fur jede erreichbare Markieruny . M ist eine beschrankte Markierung véfy wenn
(N, My) beschrankt ist. Die Schranke einer Steflen einem beschrankten System
(N, My) ist die Zahl

maz{M(s) | M € [My)}

(N, My) hei3tb-beschankt, wenn keine Stelle eine grof3ere Schranke dat.

In der Vorlesung werden wir die folgenden Probleme untdrsnc
Verklemmungsfreiheit: ist ein gegebenes Netzsysté, M) verklemmungsfrei?
Lebendigkeit: ist ein gegebenes Netzsystén, M) lebendig?

Beschrinkheit: ist ein gegebenes Netzsysté, M;) beschrankt?
b-Beschiankheit: gegeberd € N und (N, My), ist (N, M) b-beschrankt?
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4

N
R; Sj

S;
R;: Prozel¥ liest
S;: Prozelf¥ liest nicht
i Prozely fangt an zu lesen
S Prozel¥ hort auf zu lesen
(stop)
m Leser

Wi Prozel3; schreibt

%> Prozef3j schreibt nicht

wj: Prozely fangt an zu schreiben

vj: Prozefj hort auf zu schreiben
(stop)

n Schreiber

Abbildung 2.11: Readers and writers
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Erreichbarkeit : gegeben ein NetsystetW, M) und eine Markierund/ von N, ist
M erreichbar aud/,?
Wir zeigen einige einfache Beziehungen zwischen diesebl@&reen:

Proposition 2.2.2
(1) (N, My) ist lebendig= (N, M) ist verklemmungsfrei.
(2) (N, My) ist beschankt=- (N, M) ist b-beschénkt ir eine Zahlb.

(3) (N, My) ist beschénkt< (N, M) hat endlich viele erreichbare Markierungen.

Beweis. (1) und (2) folgen ummittelbar aus den Definitionen. (3) f@lgs den Defini-
tionen und aus der Tatsache, dal3 ein Netzsystem nur endtiehStellen und Transi-
tionen hat. O

Wir werden auch gelegentlich die folgende Definition beantz

Definition 2.2.3 (Wohlgeformte Netze)
Ein Netz N ist wohlgeformt, wenn eine lebendige und beschrankte Markg vonNV
existiert.

und das folgende Problem betrachten:
Wohlgeformheit: ist ein gegebenes Nef¥ Wohlgeformt?
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Im Kapitel 3 wird gezeigt (meistens ohne Beweise), dal3 didlemeVerklemmungs-
freiheit, Lebendigkeit, Beschiénktheit, b-Beschi@nktheit und Erreichbarkeit ent-
scheidbar sind. Die Algorithmen, die diese Probleme Ipbaben aber eine sehr hohe
Komplexitat, und Ergebnisse der Komplexitatstheorigee, dal keine effizienten Al-
gorithmen fiir diese Probleme existieren.

Weil Effizienz unentberhlich fur die praktische Anwendusigmufd man sich mit Hal-
bentscheidungsalgorithmen fur allgemeine Systeme odleEmischeidungsalgorith-
men fur eingeschrankte Systemklassen zufrieden gebear Binem effizienten Halb-
entscheidungsalgorithmus fur die Eigenschafterstehen wir einen schnellen positi-
ven (negativen) Test fiP: wenn die Eingabe den Test besteht, dann@i(hicht P),
wenn nicht, dann kann man nichts tldésagen.

Kapitel 4 ist den Halbentscheidungsalgorithmen gewidnmeKapitel 5 werden effi-
ziente Entscheidungsalgoritmen fur drei Systemklassémiekelt: S-, 7-, und Free-
Choice-Systeme.
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Kapitel 3

Allgemeine Algorithmen

3.1 Ein Algorithmus fir das Beschranktheitsproblem

Das Problend-Beschi&nktheit ist offensichtlich entscheidbar: wenn die Eingébé M)
n Stellen hat, dann gibt es’*! b-beschrankte Markierungen vom Nedz. Um b-
Beschianktheit zu entscheiden, kann man den Erreichbarkeitsgrapheri N¥on/,)
schrittweise konstruieren, bis entweder die Konstruktemminiert oder bis eine er-
reichbare Markierung gefunden wird, die niéhbeschrankt ist.

Beschianktheit ist offensichtlich rekursiv aufzahlbar: man konstruieitder den Er-
reichbarkeitsgraph des Systems, Schritt fur Schritt. Weas System beschrankt ist,
dann terminiert die Konstruktion, weil es nur endlich vieteeichbare Markierungen
gibt. Fur unbeschrankte Systeme terminiert die Konsioaknicht, und man erhalt kei-
ne Antwort.

Wir zeigen nun, daBeschi@nktheit nicht nur rekursiv aufzahlbar, sondern auch ent-
scheidbar ist. Dafur brauchen wir das folgende wichtigetre:

Lemma 3.1.1 Jede unendliche TeilmengeC IN* entHalt eine unendliche Kettd; <
Ay < A; <.

Beweis. Durch Induktion Gibek

Basis: k = 1. Trivial

Schritt: k > 1. FurA € A, A = (a',...,d"*) definiereA’ = (a*,...,a""1). Wir
schreibend = (A’ | a*).

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt:

e Es gibt eine unendliche SequeAzA;As ... mit A} < A, < AL ...
e Esgibt eine unendliche Kettef < af <a¥ ...

Damit gilt 4;, < A;, < A, ... und wir sind fertig. O

Nun konnen wir die Unbeschranktheit eines Systems falganalien charakterisie-
ren:
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Satz 3.1.2 (N, My) ist unbeschinkt gdw. es Markierunge® und L gibt, mit L = 0
undMy — M = (M + L)

Beweis.
(<) : Aus dem Monotonielemma folgt

M, = (My+ L) = (My+2-L) = ...
Damit ist die MengéM;) unendlich und N, M) unbeschrankt.

(=) Wenn (N, M) unbeschrankt ist, dann ist die Meng#,) unendlich. Es gibt

damit eine unendliche Schaltsequelfg 1, M; R M, ..., in der alle vorkom-

menden Markierungen unterschiedlich sind, denn jede Markig hat endlich viele
Nachfolger (Konigs Lemma). Mit Lemma 3.1.1 gibt &5 und M;, i # j, so dal}

My — M; - M; und M; < M;. DefiniereM = M, undL = M; — M,;. O

Satz 3.1.3Es gibt einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein gegetfeysteniN, M)
beschankt ist.

Beweis. Der Algorithmus konstruiert breadth-first immer groRenelleehe Teile des
Erreichbarkeitsgraphen, und testet nach jeder neuen Kalntes eine Schaltsequenz
My — M - (M + L) mit L # 0 gibt. Der Algorithmus terminiert entweder wenn
eine solche Sequenz gefunden wird, oder wenn keine neue Kartugefugt werden
kann. Im ersten Fall antwortet der Algorithmus “unbesoktg und im zweiten Fall
“beschrankt”.

Wenn (N, My) beschrankt ist, dann ist der erste Terminierungsfall aglioh wegen
Satz 3.1.2. Weil es nur endlich viele erreichbare Markigemgibt, kommt aber der
zweite Fall irgendwann einmal vor. Also, der Algorithmustéiert und gibt die kor-
rekte Antwort aus.

Wenn (N, My) unbeschrankt ist, dann gibt es unendlich viele erreichMarkierun-
gen, und der zweite Terminierungsfall ist unmoglich. We&atz 3.1.2 kommt aber
der erste Terminierungsfall irgendwann einmal vor. Alser, Algorithmus terminiert
und gibt die korrekte Antwort aus. O

3.2 Algorithmen fir die restlichen Probleme

Die Entscheidbarkeit des Erreichbarkeitsproblems warl6alahre lang offen, und
wurde von Prof. E.W. Mayr (ja, derselbe Prof. Mayr, der diel&ungen “Effiziente
Algorithmen” und “Komplexitat” halt) im Jahre 1980 in seir Dissertation bewiesen.
Leider ist der Algorithmus zu kompliziert fur diese Vonlesy.

Wir werden nun zeigen, daferklemmungsfreiheit sich aufErreichbarkeit reduzie-
ren laRt. D.h., wir zeigen, dal3 wenn es einen AlgorithmusHiieichbarkeit gibt,
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dann gibt es auch einen Algorithmus Nerklemmungsfreiheit. Zusammen mit dem
Ergebniss von Prof. Mayr wird so gezeigt, de&klemmungsfreiheit entscheidbar
ist.

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Wir betrachten dagéside Hilfsproblem

P: Gegeben ist ein NetzsysteiiV, M) und eine Untermeng® von Stel-
len vonN. Gibt es eine erreichbare Markierung mit M (s) = 0 fur alle
s € R?

und zeigen, daRerklemmungsfreiheit auf P, undP auf Erreichbarkeit reduzierbar
ist.

Satz 3.2.1 Verklemmungsfreiheiist aufP reduzierbar.
Beweis. Sei (N, M) ein Netzsystem, und s& = (S, T, F'). Definiere
S={RCS|VteT:*tNR+0}

d.h., ein Element vos enthalt fir jede Transition mindestens eine Stelle im Vorbe-
reich vont. Die folgenden zwei Aussagen sind ummittelbare Konsecgreder Defi-
nition vonsS:

(1) S istendlich.

(2) Eine MarkierungV/ von N ist tot, gdw. die Menge der Stellen, die var nicht
markiert werden, Element va$i sind.

Nehmen wir nun an, daf} ein Algorithmus existiert, &eentscheidet. Dann kdnnen
wir fur jedes Elemenf von S die Frage beantworten, ob es eine &lgserreichbare
MarkierungM gibt mit M (s) = 0 fur alle s € R. Aus (2) folgt: (N, M) ist verklem-
mungsfrei, gdw. die Antwort atdlle diese Fragen “nein” lautet. Wegen (1) gibt es nur
endlich viele solcher Fragen. Alsgerklemmungsfreiheit ist entscheidbar. O

Satz 3.2.2 Bst aufErreichbarkeit reduzierbar.

Beweis. Sei (N, My) ein Netzsystem milv = (S, T, F'), und seiR eine Menge von
Stellen vonN. Wir konstruieren ein neues Systgi’, M()), indem wir neuen Stellen,
Transitionen, Kanten und Marken ZWV, M) hinzufiigen. Das machen wir in zwei
Etappen (siehe Abbildung 3.1):

e Addiere neue Stelles, undry. Stelle eine Marke audy.
e Addiere eine Transition, und Kanten(so, to) und(tg, ro).
e Furjede Transitiort € T addiere zwei Kantefiso, t) und(t, so).

Solangesy markiert bleibt, konnen die Transitionen vihungehindert schalten. Die
Transitionty kann aber jederzeit schalten, und ab diesem Punkt werdemralhsitio-
nen vonT “tot”, d.h., das SysteniN, M) wird “gefroren”.
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e Furjede Stelle € S\ R addiere eine neue Transitionund Kanter(s, ts), (1o, ts), (ts, 7o)

Wenn eine Marke auf, liegt, dann kénnen die Transitionénschalten. Diese Transi-
tionen “entleeren” die Stellen i \ R.

Damit ist die Definition vor(N’, M{)) beendet.

SeiM,, die Markierung vonV’, die eine Marke auf, legt, und sonst keine. Wir haben

(1) Wenn es eine erreichbare Markierubfgvon (N, M,) gibt, die keine Stelle von
R markiert, dann isiV/,., erreichbar in(N’, M)).

Um M,, zu erreichen, schalte erst Transitionen vBnbis M erreicht wird.
Schalte dann die Transitiap, und anschlieBend Transitionénbis keine Mar-
ken mehr auf den Stellen vahliegen.

(2) WennM,, erreichbarinN’, M{) ist, dann gibt es eine erreichbare Markierung
M von (N, M), die keine Stelle vorR markiert.

M,, kann nur erreicht werden, wenn die Transitignschaltet und vor dem
Schalten dieser Transition keine Marken auf Stellen folegen (die Stellen
von R kdnnen spater nicht entleert werdef. ist die Markierung vonV vor
dem Schalten voty,.

Aus (1) und (2) folgt: um zu entscheiden, ob es eine erreighbkarkierungM von
(N, My) gibt, die keine Stelle vo markiert, reicht es, das Systdiiv’, M()) zu kon-
struieren, und dann zu entscheiden, ob die Markietuihg erreichbar ist. Also, wenn
es einen Algorithmus fUErreichbarkeit gibt, dann gibt es auch einen fr O

Mit Hilfe derselben Technik kann man zeigen, dafd auehendigkeit auf Erreich-
barkeit reduzierbar ist. Der Beweis ist aber etwas zu komplizigrdiése Vorlesung.

3.3 Komplexitat

Wir stellen uns die Frage, wieviel Zeit und oder Platz braunctie Algorithmen der
vorigen Sektion. Die Antwort ist: leider zu viel. Der Algtrmus furBeschiankheit
braucht exponentiell viel Platz in der Grof3e des Netzsysteind man weil, dald kei-
ne wesentlich besseren Algorithmen existieren. Der Atborus furErreichbarkeit

ist noch aufwendiger: keine primitiv rekursive Funktioh &ne obere Schranke sei-
ner Platzsverbrauchs. Um zu verstehen, was das bedeuteteid wir induktiv die
Funktionenexp,, (z) durch

o cxpy(x) = x;
o exppy(z) = 209Pk(®),

Der worst-case Platzverbrauch (und Zeitverbrauch) desdhiarkeitsalgorithmuswachst
schneller algxp,, fur alle k > 0!
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3.4 Algorithmen fur beschrankte Netzsysteme

In vielen Fallen aus der Praxis ist es leicht zu zeigen, daBletzmodell beschrankt
ist. In diesem Fall ist die Menge der erreichbaren Markigamendlich, und der Er-
reichbarkeitsgraph kann prinzipiell berechnet und ge$met werden. Wenn der Er-
reichbarkeitsgraph vorhanden ist, dann ddes$chi@nkheit, b-Beschiénkheit undEr-
reichbarkeit trivial. Wir zeigen nun, daVerklemmungsfreiheit und Lebendigkeit
sich auch leicht Iosen lassen.

Sei G = (V, E) der Erreichbarkeitsgraph eines Syste(§ M;). Wir definieren
die Relation——C V x V ! auf die folgende Weised «— M’ gdw. M ——
M’ und M’ = M.

- ist offensichtlich eind\quivalenzrelation au¥’. JedeAquivalenzklassé £ V' C
V von «+ definiert mitE’ = EN (V' x V) eine starke Zusammenhangskomponente
(V',E") vonG.

Starke Zusammenhangskomponenten sind durch die Relatgeordnet(V’, E') <
(V" E"),wennV’' £ V" undvM' e V!, M" e V" : M" € [M").

Definition 3.4.1 (Maximale starke Zusammenhangskomponen)
Eine starke Zusammenhangskomponente heif3t maximal, vienmegimal beziglich
der Ordnung< ist.

Proposition 3.4.2 Sei(N, M) ein System

1. (N, M) ist verklemmungsfrei gdw. jeder Knoten seines Erreich&itsgraphen
einen Nachfolger hat.

2. Falls das SysterV, M) beschankt ist, ist es lebendig gdw. in jeder maxi-
malen starken Zusammenhangskomponente des Erreichisgriapiheniir jede
Transitiont von N eine Markierung existiert, dieaktiviert.

Beweis. Folgt ummittelbar aus den Definitionen von Verklemmunghf und Le-
bendigkeit. O

Mit Hilfe dieser Charakterisierung lassen sich Algorithmfér Verklemmungsfrei-
heit und Lebendigkeit in beschrankten Petrinetzen ableiten, die linear in déf3ér
des Erreichbarkeitsgraphen sind (Aufgabe: geben Sie eiolehen Algorithmus fur
Lebendigkeit.). Leider kann die Anzahl der erreichbaren Markierungemoeentiell
in der GroRRe des Netzes wachsen. Deswegen sind die Algwithdie den Erreich-
barkeitsgraphen konstruieren, zwar sehr nutzlich, aberekendgultige Losung der
Verifikationsprobleme.

1Zur ErinnerungV’ ist die Menge der erreichbaren Markierungen ydf Mo)
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Abbildung 3.1: Konstruktion vom Satz 3.2.2
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Kapitel 4

Halbentscheidungsmethoden

4.1 Lineare Algebra und lineare Programmierung

In den nachsten zwei Sektionen werden wir Systeme vonrime&leichungen und
Ungleichungen mit integer Koeffizienten konstruieren hietielle Informationen tiber
unsere Verifikationsprobleme liefern. Wir werden AussadenArt “wenn das Glei-
chungssystemt - X < b eine rationale Losung hat, dann ist das Netzsyst&im\/;)
beschrankt” (hinreichende Bedingung), oder “wenn die kaung M erreichbar ist,
dann hat das Gleichungssystein X = b eine naturliche Losung” (notwendige Be-
dingung) beweisen. Diese Aussagen fuhren ummittelbar albdhtscheidungsalgo-
rithmen furBeschm@nkheit und die restlichen Verifikationsprobleme. Die Kdmplexit™
dieser Algorithmen hangt von der Komplexitat ab, Losemdur die verschiedenen
Gleichungssysteme zu finden.

Die GroReeines GleichungssysterdsX = boderA-X < bmit A = (ai;)i=1,...n,j=1,...m
undb = (b;)=1,....m definieren wir als

> {logslaij| |1 <i<n,1<j<m}+> {logy|bj||1<j<m}
Das Problem, zu entscheiden, 4b X = b eine
e rationale Losung hat, ist in polynomieller Zeit I6sbar.
e ganzzahlige Losung hat, ist in polynomieller Zeit losba
e natirliche Losung hat ist NP-vollstandig.
Das Problem, zu entscheiden, db X < b eine
e rationale Losung hat, ist in polynomieller Zeit losBar.

e ganzzahlige Losung hat ist NP-vollstandig.

1In der Praxis werden diese Problem mit dem Simplex-Algaritk geldst, der zwar exponentielle worst-
case Zeitkomplexitat hat, aber sehr effizient fur “nomfidhstanzen.
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e natirliche Losung hat ist NP-vollstandig.

Gegeben eine lineare FunktigitX ) = c;x1 + ... ¢, kann man mit derselben Kom-

plexitat auch bestimmen, ob es eine Ldsufg gibt, die f(X) maximiert und, wenn
ja, den Wertf (X,,).

4.2 Die Markierungsgleichung

Definition 4.2.1 (Die Inzidenzmatrix)
SeiN = (S,T, F) ein Netz. Die InzidenzmatriN : (SxT) — {—1,0, 1} ist definiert
durch
0 falls (s,t) ¢ Fund(t,s) ¢ F oder
(s,t) € Fund(t,s) € F
Nt =9 1 falls (s,¢) € Fund(t.s) ¢ F
(t,s) e F

1 falls (s,t) ¢ Fund(t,s
Die SpalteN(—, t) wird mit t bezeichnet. Die Zeil® (s, —) wird mit s bezeichnet.

Beispiel:

S1 S9

s1|—1 0 1 0

ss| 0 1 0 -1

Sq S5

Definition 4.2.2 (Parikh-Vektor einer Transitionssequenz
SeiN = (S,T, F) ein Netz und seb eine endliche Sequenz von Transitionen. Der
Parikh-Vektors : T' — IN von ¢ wird definiert durch

&(t) = Anzahl der Vorkommnisse vohin o

Lemma 4.2.3 (Das Markierungsgleichungslemma)
SeiN ein Netz und sel % M’ eine Schaltfolge voi. DannM’ = M + N - 5.
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Beweis. Durch Induktion Uber die Lange van
Basis:oc = e. DannM = M’ undd =0
Schritt: o = ¢ fiir eine Sequenz und Transitiort. SeiM —— L —- M’. Wir haben

M =L+t (Definition vont)
=L+N-t (Definition vont)
=M+N-7+N-¢ (Induktionsvoraussetzung)
=M+N-(7+1)
=M+N- 7t (Definition von Parikh-Vektor)
=M+N-7 (o =7t)

t1tats .
Beispiel.Im vorigen Netz haben wif11000) == (10001), und es gilt

1 1 1 0 1
0 1 -1 0 0 1 1
0 0 |+ 1 -1 0 0 1
0 0 0 1 -1 0 0
1 0 0 1 0 —1

Die Markierung, die erreicht wird, wenn eine Sequenaus einer Markierung/
schaltet, ishur vom Parikh-Vektos abhangig. D.h., wen/ zwei Schaltsequenzen
undr aktiviert mitg = 7, dann fuhren beide undr zur selben Markierung.

Definition 4.2.4 (Die Markierungsgleichung)
Die Markierungsgleichung eines Netzsystefn§ My) mit N = (S, T, F) ist M =
My + N - X mit VariablenM und X .

Die Markierungsgleichung fuhrt zu den folgenden Halbeimsdungsalgorithmen fur
Beschrankheit, b-Beschiénkheit, (Nicht)-Erreichbarkeit , und Verklemmungsfrei-
heit:

Proposition 4.2.5 (Eine hinreichende bedingung fur Besatankheit)
Sei(N, M) ein System. Wenn das Optimierungsproblem

maximize Y M(s)
ses
subjectto M = My+N-X

eine optimale Bbsung hat, dann itV, M) beschankt.

Beweis. Sein die optimale Losung des Problems. Dann gilt- >~ M (s) fur alle
seS
Markierungeni/, fur die es einen VektoK gibt mit M = My + N - X. Aus Lemma
4.2.3folgtn > > M(s) fur alleerreichbarerMarkierungenV/, und somit. > M (s)
seS
fur jede erreichbare Markieruny und jede Stelle. O
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Aufgabe: Andern Sie den obigen Algorithmus um zu testen, ob einesStetieschrankt
ist.

Proposition 4.2.6 (Eine hinreichende bedingung fur Nicherreichbarkeit)
Sei(N, M) ein System und séi eine Markierung voriV. Wenn die Gleichung

L=My+N-X (nur X als Variable
keine losung hat, dann ist nicht vonM, erreichbar.

Beweis. Folgt ummittelbar aus Lemma 4.2.3. O

Proposition 4.2.7 (Eine hinreichende bedingung fur Verkkmmungsfreiheit)
Sei(N, My) ein 1-beschiinktes System mN = (5, T, F'). Wenn das folgende System
von Gleichungen und Ungleichungen keingsiing hat, dann istN, M,) verklem-
mungsfrei.

M=My+N-X

> M(s) < |*t| fur jede Transitiort.

se-t
Beweis. Wir zeigen: wenn es eine tote erreichbare Markierdgyibt, dann ist\/
eine Losung des Systems von Gleichungen und Ungleichudgsi_emma 4.2.3 und
der Erreichbarkeit vo/ folgt, daf? es einen VektoY gibt mit M = My + N - X. Da
(N, My) 1-beschranktist, gill/ (s) < 1 fur jede Stelles. Seit eine beliebige Transi-
tion. Da M die Transitiont nicht aktiviert, gilt M (s) = 0 fur mindestens eine Stelle

s € *t. DaM keine Transition aktiviert, gily > M (s) < |*¢]. O
se-t

Bemerkung: Die Umkehrung dieser Propositionen giicht (und deswegen handelt
es sich um Halbentscheidungsalgorithmen). Gegenbegsgired:

e Zu Proposition 4.2.5:

S1 ﬁ@ S9 t1
S1 0
tl S92 1
(N, My) ist beschrankt aber
0y _ (0) . (9Y.
n) " \o) 1) "

fur allen (d.h., die Markierungsgleichung hat eine Losung fur Elerkierungen
der Form(0, n)).
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e Zu Proposition 4.2.6:

Petersons Algorithmus: die Markierurige, m1 = true,m2 = true,qs) ist
nicht erreichbar, aber es gibt eine Losung der Markierglggshung (Aufgabe:
geben Sie ein kleineres Gegenbeispiel an).

e Zu Proposition 4.2.7:

Petersons Algorithmus plus eine zusatzliche Transitionit *¢ = {ps, g3} und
t* = (). Obwohl das System verklemmungsfrei ist, gibt es eine hgsler Mar-
kierungsgleichung fur die Markierur(@:1 = true, m2 = true). Diese Losung
erfullt auch die Ungleichungen von Proposition 4.2.7 (@alfe: geben Sie ein
kleineres Gegenbeispiel an).

4.3 S-und T-Invarianten

4.3.1 S-Invarianten

Definition 4.3.1 (S-Invariante)
SeiN = (S, T, F) ein Netz. Ein Vektod : S — Q hei3t S-invariante, wenh-N = 0.

Proposition 4.3.2 (Fundamentale Eigenschaft von S-Invaainten)
Sei(N, M) ein System unfieine S-Invariante voi. WennM, — M, dannl-M =
I M,.

Beweis. Wir haben)M, -Z M fir eine bestimmte SchaltsequemnzAus dem Mar-
kierungsgleichungslemma folgt

M=My+N-¢

Damit
I-M =1-My+1I-N-¢ (Markierungsgleichung)
=1-M, (I-N=0)

I - M bleibt also invariant gegeniiber Transitionschaltungen.
Beispiel. Wir berechnen die S-invarianten des Netzes aus Abbilduhg 4.
Die Inzidenzmatrix ist:
|t ta i3

S1 1 -1 0

S2 0 -1 1

S3 -1 1 0

S4 0 1 -1

Wir missen die Losungen des folgenden Gleichungssydtestsnmen

1 -1 0

L 0 -1 1
(2171257’3714)' -1 1 0 :0

0 1 -1
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S1 S2

S3 S4

Abbildung 4.1:

Die allgemeine Form der S-Invarianten ist alaoy, «,y) mitz,y € Q
Die folgende Proposition folgt unmittelbar aus der Defonitivon S-Invariante:

Proposition 4.3.3 Die S-Invarianten eines Netzes bilden einen Vektorraurhdem
Korper der natirlichen Zahlen, deiiblichen komponentenweisen Addition von Vekto-
ren und der Multiplikation mit rationalen Zahlen).

Die Definition von S-Invariante ist sehr geeignet fiir masehe Bearbeitung aber nicht
fur Menschen, denn Menschen kdnnen nur sehr kleine Glaigrésysteme ohne Hilfe
(und fehlerfrei!) losen. Es gibt eine aquivalente Defarit mit der Menschen entschei-
den kdnnen, sogar fur Netze mit einigen Dutzend Knoterjolgegebener Vektor eine
S-Invariante ist.

Proposition 4.3.4 I isteine S-Invariante volV = (S, T, F)gdw.vt € T : > I(s) =
sE*t
>, 1(s).

set®

Beweis. I - N = 0 ist aquivalent zu - t = 0 fur jede Transitiort. Fur jede Transition
tgilt: 7-t= > I(s)— > I(s). O
set® se°t

Beispiel. Wir zeigen, dal¥ = (1,1, 2,1) eine S-Invariante des Netzes aus Abbildung
4.2 ist. Die Bedingung aus Proposition 4.3.4 muf3 fur dien3itionentq, to und ts
gelten.

e Transitiont,: I(s1) + I(s2) = I(s3) = 2.

e Transitionts: I(s3) = I(s1) + I(s4) = 2.

e Transitionts: I(s3) = I(s4) + I(s2) = 2.
Mit Hilfe von S-Invarianten kann man eine hinreichende Bgdingen fir die Be-

schranktheit eines Netzsystems schaffen, sowie notweri8édingungen fir die Le-
bendigkeit eines Systems und fur die Erreichbarkeit ditenrkierung:
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51
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\.

53

L = 84
Abbildung 4.2:

Definition 4.3.5 (Semi-positive und positive S-Invarianta)

Seil eine S-Invariante voiv = (S, T, F). I ist semi-positiv, wend > 0und/ # 0
und positiv, wenni > 0 (d.h. I(s) > 0 fur jedess € S). Die Tragermengeeiner
positiven S-Invariante ist ide Mendé) = {s € S | I(s) > 0}.

Proposition 4.3.6 [Eine hinreichende Bedingungif Beschénktheit]
Sei(N, My) ein System. WenN eine positive S-Invariantebesitzt, dann istV, M)
beschankt. Genauer(N, M) ist n-beschéankt mit

I M, S

n = maz { ——2 | s ist eine Stelle voiN
1(s)

Beweis. Sei M eine beliebige erreichbare Markierung. Aus der fundamentaigen-

schaft der S-Invarianten foldt- M = I - M.

Sei s eine beliebige Stelle voW. Dal > 0istI(s) - M(s) < I-M = 1I-Myund

I-M,
M(s) < HOR O

Proposition 4.3.7 [Eine notwendige BedingungifLebendigkeit]
Wenn(N, M) lebendig ist, dann gilf - My > 0 fur jede semi-positive S-Invariante
vonN.

Beweis. Seil eine semi-positive S-Invariante und saine Stelle vor{I). Da (N, M)
lebendig ist, existiert eine erreichbare Markieruvg die s markiert, d.hM (s) > 0.
Da I semi-positiv ist, gilt7 - M > I(s) - M(s) > 0. Dal eine S-Invariante ist, gilt
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I-My=1-M>0 0

Diese zwei Propositionen fuhren ummittelbar zu zwei effitén Halbentscheidungs-
algorithmen fuBeschiankheit bzw. fur Lebendigkeit.

Definition 4.3.8 (Die Relation~)

SeienM und L Markierungen und sel eine S-Invariante eines Netzds M und L
stimmeniiberein beiaglich I, wennl - M = I - L. Wir schreibenM ~ L, wennM
und L beziiglich aller S-Invarianten vaN tibereinstimmen.

Proposition 4.3.9 [Eine notwendige Bedingungif Erreichbarkeit]
Sei(N, My) ein System. & M € [My) gilt M ~ M.

Beweis. Folgt aus der fundamentalen Eigenschaft von S-Invarianten O

Der folgende Satz erlaubt, effizient zu entscheidenjbb~ L fir zwei gegebene
MarkierungenV/ und L gilt.

Satz 4.3.10SeiN ein Netz und seief, L zwei Markierungen voiv.
M ~ L gdw. die Gleichund/ = L + N - X eine rationale [Bsung hat.

Beweis. (=) : M und L stimmen auf den Elementen einer Ba&f, ..., I;} des
Vektorraums aller S-Invarianten Giberein. Fur jeden Weki dieser Basis gilf; - (L —
M) = 0. Wegen eines bekannten Satzes der linearen Algebra @ltSpalten von
N enthalten eine Basis des Losungsraums des System& = 0, (1 < j < k).
Damit ist(L — M) eine lineare Kombination i) dieser Spalten, d.h. die Gleichung
N . X = (L — M) hat eine rationale Ldsung.

(<) : Seil eine S-Invariante voW. Mit I'N = 0gilt [- L = I-M+I-N-X = I-M.OJ
Wir haben also die folgenden Implikationen:

M ist erreichbar aug

o4
M = L+ N - X hateine Losungl € NI7|
ool
M = L+ N X hateine Losung( € Q!
T
M~ L

4.4 T-Invarianten

Definition 4.4.1 (T-Invariante)
SeiN = (5,7, F) ein Netz. Ein Vektod : T — @ heif3t T-Invariante, wenlN-J = 0.
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Proposition 4.4.2 J ist eine T-Invariante voV = (S, T, F)gdw.Vs € S: 3 J(t) =
tees

> J(t).

tes®

Proposition 4.4.3 [Fundamentale Eigenschaft von T-Invarianten]
SeiN ein Netz und set eine Sequenz von Transitionen vndie von einer Markie-
rung M aktiviert wird. Der VektoF ist eine T-Invariante voV gdw.M —Z M.

Beweis. (=) : SeiM’ die Markierung mitM —Z» M’. Aus der Markierungsgleichung
folgt M’ =M +N-&. MitN-¢=0gqilt M' =M

(<) : Aus der Markierungsgleichung folgf = N + N - & und damitN - 5 = 0. O

Beispiel. Wir berechnen die T-Invarianten des Netzes aus Abbildubdafiir miissen
wir die Losungen des folgenden Gleichungssystems bestimm

1 -1 0 ;
0 -1 1 1

1 1 0 j2 | =0
0 1 -1 J3

Die allgemeine Form der T-Invarianten {st, z, z), mitz € Q.
T-Invarianten fuhren zu einer notwendigen Bedingungdigr Wohlgeformtheit eines
Netzes:

Satz 4.4.4[Notwendige Bedingungif Wohlgeformheit]
Jedes wohlgeformte Netz besitzt eine positive T-Invagiant

Beweis. Sei N ein wohlgeformtes Netz und séi, eine lebendige und beschrankte
Markierung vonV. Aufgrund der Lebendigkeit existiert eine unendliche Ealg, 02, o3, . . .
endlicher Transitionen-Sequenzen, in denen jevaiésTransitionen vonV vorkom-
men und mit denen gilt
Moy 25 My 22 My, 25 ...

Wegen der Beschranktheit kdnnen die Markierundgn M, M, . .. nicht alle unter-
schiedlich sein und wir finden Indizésind j mit ¢ < j undM; = M;. Die Teilfolge
Oit1 ... o; erfullt damit

Oit1..-0;
]VQ — A4}
undJ = &1 + ... + ; ist eine T-Invariante.J ist positiv, weil jede Transition min-
destens einmal in der Sequenz; . ..o; vorkommt. O

4.5 Siphons und Traps

4.5.1 Siphons

Definition 4.5.1 (Siphon)
SeiN = (S,T,F) ein Netz. Eine Menge® C S von Stellen hei3t Siphon, wenn
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S1 S9 » S3 5S4

Abbildung 4.3:

*R C R*. Ein SiphonR ist echt, wennR # (.
{s1, s2} ist ein Siphon vom Netz aus Abbildung 4.3, weil
.{81782} =°51U°%s9 = {ﬁg} U {tl} = {ﬁl,tg}

und
{s1,82}°* =s]UsS = {t1} U{ta,t3} = {t1,t2,t3}

Proposition 4.5.2 [Fundamentale Eigenschaft von Siphons]
SeiR ein Siphon eines Netz@§, und seiM -7 M’ eine Schaltsequenz voh. Wenn
M(R) =0, dannM’'(R) = 0.

Beweis. *R C R* impliziert: die Transitionen, di&2 markieren kdnnen, kdnnen nur
schalten, wenk schon markiert ist. O

D.h. wird ein Siphon von einer Markieruny nicht markiert, so wird er von keiner
Folgemarkierung vor/ markiert. Oder, in knapper Form: nicht markierte Siphons
bleiben nicht markiert.

Proposition 4.5.3 [Eine notwendige BedingungifLebendigkeit]
Ist ein SysteniN, M) lebendig, so markierd/, jeden echten Siphon vaw.

Beweis. Sei R ein echter Siphon votV und seis € R. Wegen der Lebendigkeit gibt
es eine erreichbare Markieruid, die s markiert. Damit markiert/ auch den Siphon
R. Aus der Proposition 4.5.3 folgt, dai3;, den Siphonk auch markiert. O

Die Existenz eines untev/, nicht markierten Siphon kann in polynomieller Zeit mit
Hilfe des folgenden Algorithmus getestet werden. Der Althonus berechnet den
grofdten Siphon, der in einer gegebenen MeRgeon Stellen enthalten ist. Es reicht
alsoR zu wahlen als die Menge der Stellemit My(s) = 0.
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Input: Ein NetzN = (S,T, F)undR C S.
Output: @ C R.
Initialisierung: @ = R.

begin
while es gibts € Q undt € *smit¢ ¢ Q°® do
Q: =Q\ {s}
endwhile
end

Aufgaben:

(1) Zeigen Sie, dal3 der Algorithmus korrekt ist. D.h. beeriSie, dal3 der Algo-
rithmus terminiert, und daf3 nach Terminieruggder grof3te inR enthaltenen
Siphon ist.

(2) Modifizieren Sie den Algorithmus, so dal3 er den grofdteR enthaltenen Trap
berechnet.

Proposition 4.5.4 Ist ein SysteniN, M,) verklemmt (d.h.)/, aktiviert keine Transi-
tion vonN), so ist die Menge der Stellen, die vdfy nicht aktiviert werden, ein echter
Siphon vonV.

Beweis. SeiR = {s | My(s) = 0}. Fur jede Transition gibt es eine Stelle € *¢ mit
My(s) = 0 (sonst ware aktiviert). Also, R* enthalt alle Transitionen voN . Es folgt
*RCR". O

Korollar 4.5.5 [Eine hinreichende Bedingungif Verklemmungsfreiheit] Séiv, M)
ein System. Werden alle Siphons woron allen erreichbaren Markierungen markiert,
so ist(N, My) verklemmungsfrei.

4.6 Traps

Definition 4.6.1 (Trap)
SeiN = (5,T, F) ein Netz. Eine Mengé& C S von Stellen hei3t Trap, wenR® C
*R. Ein TrapR ist echt, wennk # ().

{s3, 4} ist ein Trap vom Netz aus Abbildung 4.3.

Proposition 4.6.2 [Fundamentale Eigenschaft von Traps]
SeiR ein Trap eines Netze¥, und seiM -~ M’ eine Schaltsequenz vavi. Wenn
M(R) > 0,dannM’(R) > 0.

Beweis. *R C *R impliziert: die Transitionen, die Marken vaR nehmen, gebe®R
wieder Marken. O
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D.h. wird ein Trap von einer Markierunty markiert, so wird er von jeder Folgemar-
kierung vonM markiert. Oder: markierte Traps bleiben markiert. Zu marigg, dald
die Gesamtzahl der Marken auf einem markierten Trap kleigeden kann, nur nicht
0.

Proposition 4.6.3 [Eine hinreichende Bedingungif Verklemmungsfreiheit]
Sei (N, My) ein System. Erdit jeder echte Siphon volN einen von)M, markierten
Trap, so ist(N, My) verklemmungsfrei.

Beweis. Folgt aus Korollar 4.5.5 und Proposition 4.6.2. O

Diese Bedingung ist leider nicht leicht so verifizieren. @dgr echte Siphon voN
einen vonM, markierten Trap enthalt, ist ein NP-vollstandiges Peabl

Zuletzt zeigen wir wie S-Invarianten und Traps sich ergémaim zu beweisen, das
Petersons Algorithmus den gegenseitigen Auschlul3 gdsistet. Im Netzmodell aus
Abbildung 2.6 bedeutet das, daf keine erreichbare Mankggt{idie Bedingung\/ (p4) >
1A M(qq) > 1 erflllt. Wir berechnen drei S-Invarianten

(1) M(hold = 1)+ M(hold =2) =1
(2) M(p2) + M(p3) + M(ps) + M(m1 = f) =1
(3) M(q2) + M(q3) + M(qs) + M(m1 = f) =1
und zwei Traps
(4) M(m1 = f)+ M(p2) + M(hold =1) + M(q3) >0
(5) M(mo = f) + M(q2) + M(hold =2)+ M(ps3) >0

Aus der Annahmé/(p4) > 1 A M(q4) > 1 leiten wir nun einen Widerspruch ab:

M(ps) 2 1AM(ga) > 1

={(2),(3)}
M(p2) + M(ps)+M(mi=f)=0 AN M(g)+ M(gz)+M(ma=f)=0
= {(1)}
M(my = f) + M(p2)+ M(mg = f) + M(g2)+

M(hold =1)+ M(qgs) =0 Vv M(hold = 2) + M(p3)0

Widerspruch zu (4) Widerspruch zu (5)
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Kapitel 5

Systemklassen mit effizienten
Verifikationsalgorithmen

In den drei Sektionen des Kapitels untersuchen wir dreiedyklassen: S-Systeme, T-
Systeme und Free-Choice-Systeme. Alle Sektionen haberbirliche Struktur. Nach
der Definition der Klasse, werden drei Satze vorgestaditi@bendigkeitssatz, der Be-
schrankheitssatz, und der Erreichbarkeitssatz. Derndgigkeissatz charakterisiert die
Systeme der Klasse, die lebendig sind. Der Beschrankléitsharakterisiert die le-
bendigen Systemen, die dazu beschrankt bzveschrankt sind. Der Erreichbarkeits-
satz charakterisiert die erreichbaren Markierungen dsgridigen und beschrankten
Systeme. Der Beweis dieser drei Satze benotigt oft eiligebnisse tiber die Struktur
der S- und T-Invarianten der Systeme, die auch vorgestetitian.

Aus diesen Satzen folgen effiziente Algorithmen figbendigkeit, Beschtanktheit
undErreichbarkeit (mindestens effizienter als die sehr aufwendigen allgeemeii-
gorithmen).

Zuletzt wird in jeder Sektion ein Satz des kirzesten Pfadegestellt, der die Lange
der kiirzesten Schaltsequenz, die zu einer gegebenendviamiifiihrt angibt.

Man stellt sich die Frage, warum die Beschranktheit nurdbbendige Systeme und
die Erreichbarkeit nur fur lebendige und beschrankteeSye charakterisiert wird. Der
erste Grund ist, daf3 die beschrankten aber nicht lebem@gsteme relativ uninteres-
sant sind: ein Netzmodell eines korrekten Systems muf3 iRdgel lebendigindbe-
schrankt sein. Aus demselben Grund untersuchen wir nUEegchbarkeit in diesen
Systemen. Der zweite Grund ist, daR die allgemeine Chaisieteingen komplizierter
sind.

Die S-Systeme dienen als Einstieg: manche Beweise werdggelgssen oder nur
skizziert, weil sie sehr leicht sind. Die T-Systeme haben ‘Gehtigen” Schwierig-
keitsgrad fur diese Vorlesung. Die Free-Choice Systertieatten sowohl die S-Systeme
als auch die T-Systeme. Die Beweise werden oft weggelas&iirsie zu lang bzw. zu
schwer sind.
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5.1 S-Systeme

Definition 5.1.1 (S-Netze, S-Systeme}in Netz hei3t S-Netz, wenflt| = 1 = |¢°|
fur jede Transitiort. Ein System( N, M) heif3t S-System, weniN ein S-Netz ist.

Proposition 5.1.2 (Fundamentale Eigenschaft von S-System)
Sei (N, My) ein S-System$ die Menge der Stellen iV, und M eine erreichbare
Markierung. Dann giltM, (S) = M(S).

Beweis. Wenn eine Transition schaltet, dann konsumiert sie genaai Miarke, und
kreiert auch eine marke. Die Gesamtzahl von Marken blefit @lvariant. O

Die Transitionen von S-Systemen “erzeugen” oder “vermiohkeine Marken. Wir
konnen uns dann vorstellen, daf3 die Marken eine Idetigén und sich durchs Netz
bewegen.

Satz 5.1.3 (LebendigkeitssatzEin S-SystemiV, M) ist lebendig, gdwN stark zu-
sammenéngend ist und/, mindestens eine Stelle markiert.

Beweis. (Skizze.)

(=): Wir beweisen die Kontraposition.

(1) Wenn N nicht stark zusammenhangend ist, dann gibt es eine Kantg so dal
es keinen Pfad vohnachs gibt. Fur alle Stellen’, fUr die es einen Pfad vosi nach
s gibt, machen wir folgendes: durch geeignetes Schalten vansitionen fihren wir
alle Marken auf diesen Stellen naghund dann schalten wir bis es keine Marken
mehr aufs gibt. Aus der Markierung, die wir so erreichen, ist es niclehmmaoglicht
zu schalten.

(2) WennM, keine Stelle markiert, dann aktivietf, keine Transition, weil jede Tran-
sition eines S-Systems eine Stelle im Vorbereich hat.

(«<): Wenn N stark zusammenhangend ist, dann kann jede Marke (und esigite-
stens eine) sich frei im Netz bewegen und jede Stelle aus ggd#eren erreichen. Es
ist also immer moglich, eine beliebige Transition erneuaktivieren. O

Satz 5.1.4 (Beschianktheitssatz) Ein lebendiges Systefw, M) ist
b-beschénkt, gdw.My(S) < b.

Beweis. Trivial. O

Aufgabe: Gegenbeispiel angeben fur nicht lebendige $eyes

Satz 5.1.5 (Erreichbarkeitssatz)Sei(N, M,) ein lebendiges S-System und &£€kei-
ne Markierung von\/. M ist erreichbar, gdwi,(S) = M(S).
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Beweis. Aus Proposition 5.1.3 folgt, da¥ stark zusammenhangend ist. Die Marken
konnen sich dann also frei im Netz bewegen, und von jeddieSegle andere errei-
chen. Ob eine Markierung erreichar ist oder nicht kommt ddarauf an, wie viele
Marken sie hat und nicht auf ihre Positionierung. O

Proposition 5.1.6 (S-Invarianten von S-Netzen)Sei N = (S, T, F') ein zusammen-
hangendes S-Netz. Ein Vektbr: S — (@ ist eine S-Invariante vov, gdw. I =
(z,...,x) fur eine Zahk € Q.

Beweis.
(=) Folgt aus Proposition 4.3.4 (alternative Definition vomSarianten).

(«<) Jede Transitiom von N hat genau eine Stellg im Vorbereich und eine Stellg
im Nachbereich. Es folgt

> I(s)=1I(s)) und > I(s)=I(s})
sE*t sEte®
Damit
I ist eine S-Invariante
< {Proposition 4.3.4
< {N ist zusammenhangehd
Vs1,82 € S :I(s1) = 1I(s2)
< {Logik}
JreQVse S:I(s) =x.

5.2 T-Systeme

Definition 5.2.1 (T-Netze, T-Systeme)Ein Netz heil3t T-Netz, wenf{ts| = 1 = |s°|
fur jede Stelles. Ein System(N, M) heif3t T-System, weniV ein T-Netz ist.

Notation: Sei~ ein Kreis eines Netzes und skl eine Markierung. SeR die Men-
ge der Stellen vory. M (v) bezeichnet die Anzahl der Marken verunter M, d.h.,

M(Y) = X sen M(s).

Proposition 5.2.2 (Fundamentale Eigenschaft von T-Systean) Sei~ ein Kreis ei-
nes T-System@sV, M) und seiM eine erreichbare Markierung. Dann gil¥/ () =

Mo (7).

Beweis. Das Schalten einer Transitigrberuhrt die Marken eines Kreises gar nicht
oder nimmt eine Marke von der einzigen Stelle des Kreis@g,innd legt eine Marke
auf die einzige Stelle des Kreisestth O
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5.2.1 Lebendigkeit

Satz 5.2.3 (LebendigkeitssatzEin T-SysteniV, M) ist lebendig, gdw.
My () > 0 fur jeden Kreisy vonN.

Beweis.

(=) Sei~ ein Kreis mitMy(y) = 0. Aus Proposition 5.2.2 folgt/ () = 0 fur jede
erreichbare Markierund/. Damit kann keine Transition vof irgendwann einmal
schalten.

(<) Seit eine beliebige Transition untf eine beliebige erreichbare Markierung. Wir
zeigen, dald es eine allg erreichbare Markierung gibt, dieaktiviert. SeiSy, die
Untermenge der Stellenvon N mit der folgenden Eigenschatft: es gibt einen Pfad von
s nacht, der keine untef/ markierten Stellen enthalt.

Wir fihren Induktion GbefS ) |.

Basis: |Sy/| = 0. Mit diesem Fall giltM (s) > 0 fur jede Stelles € e t. Also M
aktiviertt.

Schritt: |Sy,| > 0. Mit der fundamentalen Eigenschaft von T-Systemen istrj&deis
von N unterM markiert. Also gibt es einen Pfdd mit:

(1) II fuhrt nacht;
(2) M markiert keine Stelle voift;
(3) II hat maximale Lange (d.h., kein Kreis langer Hlerfullt (1) und (2)).

Seiu das erste Element vdi. Mit (3) ist u eine Transition und/ markiert alle Stellen
in *u. Also u wird von M aktiviert. Wir habenu # t, weil ¢ von M nicht aktiviert wird.
DefiniereM — M’. Wir zeigenSy; C Sy und damit|Sy/| < [Sas].

1. Sy CSu
Seis € Sy . Wir zeigens € Sy;. Es gibt einen Pfadl’ = s.. . . ¢, der keine von
M’ markierten Stellen enthalt. Nehmen wir an, d@f3eine vonM markierte
Steller enthalt. AusM’(r) = 0 und M - M’ folgt u € r* und damit{u} =
r®. Alsow ist der Nachfolger vom in II’. Mit u # t gilt, daR der Nachfolger von
w in IT" von M’ markiert wird. Das widerspricht der Definition vaH.

2. Sy # Sur. Seis der Nachfolger vone in TI. Wir habens € Sy, abers & Sy,
weil M'(s) > 0.

Die Anwendung der Induktionshypothese liefert eine Seegienz\/ -~ M" und

o

M’ aktiviertt. Damit M — M’ —Z» M"'. Also M"' ist eine ausV erreichbare Mar-
kierung, diet aktiviert. O

5.2.2 Beschankheit

Satz 5.2.4 (Beschinktheitssatz) Ein lebendiges T-SystefiV, M) ist
b-beschankt gdw. jede Stellein einem Kreisy mit My(y) < b enthalten ist.
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Beweis. (<) Folgt aus der fundamentalen Eigenschaft von T-SystemepBition
5.2.2).

(=) Seis eine Stelle und sel! eine erreichbare Markierung fur dief(s) maximal
ist. Es giltM (s) < b. Definiere die Markierund;

_f M(r) fallsr#s
L(T)_{ 0 fallsr=s

Das Systen{N, L) ist nicht lebendig. Sonst gabe es eine Schaltseqiierz: L’ mit
L'(s) > 0 und wegen der Monotonie galte auth -~ M’ fiir eine Markierung/’
mit M'(s) = L'(s) + M(s) > M(s), was der Maximalitat vorl/ (s) widerspricht.
Mit dem Lebendigkeitssatz gibt es einen unfeanmarkierten Kreisy, der unterM
doch markiert istZ. und M unterscheiden sich nur inund daher enthali die Stelle
s. AulRerdem ist die einzige untel. markierte Stelle vory. Also M () = M (s) und
mit M (s) < bgilt M(v) <b. O

Korollar 5.2.5 Sei(N, M) ein lebendiges T-System
1. Eine Stelle ist besclnkt gdw. sie zu einem Kreis gigh

2. Seis eine beschankte Stelle

maz{M(s) | My —— M} = min{My(7) | v enthalt s}

3. (IV, My) ist beschankt gdw.N stark zusammerimgend ist.
Beweis. Aufgabe O

5.2.3 Erreichbarkeit

Fur den Erreichbarkeitssatz miissen wir erst die T-lawveaein von T-Netzen naher be-
trachten:

Proposition 5.2.6 (T-Invarianten von T-Netzen) SeiN = (S, T, F') ein zusammeréngen-
des T-Netz. Ein Vektof: T — @ ist eine T-Invariante gdwl = (z ... z) fur eine Zahl

x € Q.

Beweis. Dual vom Beweis von Proposition 5.1.6. O

Satz 5.2.7 (Erreichbarkeitssatz)Sei(N, M,) ein lebendiges T-System. Eine Markie-
rung M ist erreichbar gdwi/y ~ M.
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Beweis. (=) Proposition 4.4.2
(<) Mit Satz 4.3.10 gibt es einen rationalen Vekiomit

M = My +N.X (5.1)

Der VektorJ = (1,1,...,1) ist eine T-Invariante voriV (Proposition 5.2.6). Damit

gilt

N (X+AM)=N-X

fur jede Zahl\. Daraus folgt, dafd man oBdA" > 0 annehmen darf.
SeiT die Menge der Transitionen vak. Wir zeigen:

(1)

(2)

Es gibt einen VektoF : T' — IN mit M = My + N - Y. SeiY der Vektor mit
Y (t) = [X(t)] fur jede Transitiort ([« | bezeichnet die grofite natirliche Zahl,
die kleiner oder gleich: ist). Aus (5.1) folgt

M(s) = Mo(s) + X (t1) — X(t2)

fur jede Stelles, wobei{t;} = *s und{t2} = s*. SowohlM (s) als auchMy(s)
sind ganzzahlig. Aus der Definition van folgt

X(t1) — X(t2) =Y (t1) — Y(t2)
Also M (s) = Mo+ Y (t1) — Y(t2) und damitM = My + N -Y

My = M

Wir fuhren Induktion tbefY'| = >, . Y'(t).

Basis: Y| = 0. DannY = 0 und M = M.

Schritt: Y] > 0.

Wir zeigen, daf\/, mindestens eine Transition a(is) aktiviert. Sei

Sy ={s € (Y) | Mo(s) = 0}
Seis € Sy. Aus My(s) undMy + N - Y = M > 0 folgt:

liegt eine Transition aus® in (Y'), so liegt eine Transition als in

¥). ("

Es existiert einen Pfad mit maximaler Lange, der nur StedlesSyund Transi-
tionen ausY’) enthalt (sonst gabe es einen uniés unmarkierten Kreis). Der
Pfad beginnt mit einer Transitiohe (Y') wegen (*), und keine Stelle voty
gehdrt zuSy Also, jede Stelle irft wird von M, markiert, d.h wird von M,
aktiviert.

Sei M; die Markierung mit\/, t, M. Dann gilt

M +NY —t) =M
mit

Y—il= v 1<V
Aus der Induktionsvoraussetzung folyf;, —— M. Mit My —— M; —— M
gilt My — M.
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5.2.4 Weitere Eigenschaften

Die Satze, die wir betrachten haben, filhren zu vielen @materessanten Eigeschaf-
ten. Hier sind zwei davon:

Satz 5.2.8Sei(N, M) ein stark zusammeghgendes T-Netz. Die folgenden Aussagen
sindaquivalent:

(1) (N, My) ist lebendig.
(2) (N, My) ist verklemmungsfrei.

(3) (IV, Myp) hat eine unendliche Schaltsequenz.

Beweis. (1) = (2) = (3) folgt unmittelbar aus den Definitionen. Wir zeigen £3)(1).
Sei M, -% eine unendliche Schaltsequenz. Wir zeigen zuerst, daF@hesitionen
von N in ¢ vorkommen. DaN stark zusammenhangend ist, (8, M) beschrankt
(Satz 5.2.4). Sei =ty to t5..., und seiMy 2 M, 25 My 25 ... Da(N, M)
beschrankt ist, gibt es Indicésund j, i < j, mit M; = M;. Seio;; die Teilsequenz
von o, die die Transitionen zwischel; und A/; enthalt. Aus der fundamentalen Ei-
genschaft der T-invarianten (Proposition 4.4.3) folg} 6% eine T-Invariante ist, und
aus Proposition 5.2.6, dales N gibt mito;; = (n...n). Also, jede Transition von
N kommting;; (und damit auch i) vor.

Weil alle Transitionen vonV in ¢ vorkommen, wird jede Stelle voiV (und damit
jeder Kreis) wahrend der Ausfilhrung vermarkiert. Aus der fundamentalen Eigen-
schaft der T-Systeme folgt, dal3 alle Kreise v@ranfanglich markiert sind. Mit dem
Lebendigkeitssatz (Satz 5.2.3) {$Y, M) lebendig. O

Satz 5.2.9 (Genrich’sche SatzSeiN ein stark zusamme#&hgendes T-Netz mit min-
destens einer Stelle und einer Transition. Es gibt eine Mankg M, von N, so daf
(N, My) lebendig und 1-beschnkt ist.

Beweis. Die Markierung vonV, in der eine Marke auf jede Stelle liegt, ist lebendig,
weil sie alle Kreise markiert. Es gibt also lebendige Mankieen von\V.

Sei (N, M) lebendig aber nicht-beschrankt. Wir konstruieren eine neue lebendige
MarkierungL von N, die die folgenden zwei Bedingungen erfillt:

(1) L(y) < M (v) fur jeden Kreisy, und

(2) L(y) < M(~) fur mindestens einen Kreis
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Die Iteration dieser Konstruktion liefert am Ende einbeschrankte Markierung von
N.

Sei s eine nichti-beschrankte Stelle vofiV, M). Es gibt eine erreichbare Markie-
rung M’ mit M’(s) > 2. SeiL die Markierung, die mitL auf allen Stellen auRer
Ubereinstimmt, und genau eine Marke alégt.

Da M lebendig ist, markiert sie alle Kreise vav. Aus der Konstruktion vord folgt,
daR L auch alle Kreise markiert. Alsd, ist lebendig. (1) folgt aus der Konstruktion
von L. (2) gilt fur alle Kreise, dies enthalten (es gibt mindestens einen, weiktart
zusammenhangend ist). O

5.3 Free-Choice-Systeme

Definition 5.3.1 (Free-Choice-Netze, Free-Choice-SysteinEin NetzN = (S, T, F)
hei3tfree-choicewenns® x *t C F fur jedess € Sundt € T mit (s,t) € F. Ein
System(N, My) heif3tfree-choicewennN ein Free-Choice-Netz ist.

Diese Definition ist sehr knapp und auRerdem symmetrisdidlieh Stellen und Tran-
sitionen. Wenn Sie sie etwas kryptisch finden, dann kdnheeri die folgenden aqui-
valenten Definitionen helfen:

Proposition 5.3.2 (Alternative Definitionen von Free-Chaie-Netzen)

(1) Ein Netz ist free-choice, weniarfalle Transitionen, ¢, gilt:

(tl 7é ta A%t N %ty 7é (Z)) =t =1y

(2) Ein Netz ist free-choice, weniirfalle Stellens,, ss gilt:

(s1 #s2aAsTNsy #0) = s? =55

Beweis. Aufgabe. O

Abbildung 5.1 erlautert diese Definitionen.
Es folgt aus diesen Definitionen, daf3 alle S- und T-Systeme-Ehoice sind aber nicht
umgekehrt (siehe Abbildung 5.2).

5.3.1 Lebendigkeit

Wir haben im letzten Kapitel gezeigt, dal} wenn jeder SiphiorseSystems einen
unter der Anfangsmarkierung markierten Trap enthalt, Siagem verklemmungsfrei
ist (aber nicht umgekehrt). Wenn wir uns auf Free-Choicst&ye einschranken, dann
erhalten wir eine viel starkere Aussage, den Satz von Camemder die Lebendigkeit
von Free-Choice-Netzen charakterisiert:
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free-choice nicht free-choice

Abbildung 5.1:

Free-Choice-Systeme

Abbildung 5.2:
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Satz 5.3.3 (Commoner’scher Lebendigkeitssatzrin Free-Choice-System
(N, My) ist lebendig gdw. jeder Siphon véneinen untei\/, markierten Trap entélt.

Beweis. Wir skizzieren eine Richtung: wenn jeder Siphon vdneinen unterM
markierten Trap enthalt, dann ig¥, M) lebendig. Wir benutzen die folgenden Defi-
nitionen. SeiM eine Markierung vonV. Eine Transitiory ist tot unter M, wenn sie
keine Markierung auf\/) aktiviert. Die Menge der untel/ toten Transitionen wird
mit Dy, bezeichnet. Eine Transitianist lebendig unterM, wennt ¢ D, fur alle
MarkierungenM’ € [M). Die Menge der unte? lebendigen Transitionen wird mit
Ly bezeichnet. Zu merken ist, dal eine Transition weder ldgemth tot unter einer
Markierung sein kann. Auf3erdem:

e wennt € Ly und M’ € [M), dannt € Ly, d.h., lebendige Transitionen
bleiben lebendig.

e wennt € Dy, undM’ € [M), dannt € Ly, d.h., tote Transitionen bleiben tot.

e wennt ¢ Ly U Dy, dannt ¢ Ly, fur alle Markierungem/’ erreichbar von
M, und es gibt eine Markierungy/’ erreichbar vonM so dal¥ € Dj;.. D.h.
Transitionen, die weder lebendig not tot sind, bleibentigbendig und kdnnen
(mussen aber nicht!) tot werden.

SeiT die Menge der Transitionen va¥i. Aus den obigen Definitionen folgt (Aufgabe:
zeigen Sie es!): es gibt eine al§ erreichbaren Markierundy/, fur dieT = Dj;UL

gilt, d.h. jede Transition ist entweder tot oder lebenditeudM . Fur jedet € D), gibt

es eine Stelle; € *¢t mit M (s;) = 0. Weil N free-choice ist, gilt (Aufgabe: zeigen Sie
es!): keine Transition im Vorbereich von ist unterM lebendig, d.h?s; C Dy,. Es
folgt: die MengeR = {s; | t € T} ist ein Siphon, der vod/ nicht markiert wird.R
kann dann keinen untévl, markierten Trap enthalten, weil markierte Traps markiert
bleiben.

O

Der Lebendigkeitssatz gilt offensichtlich noch wenn maipt®n’ durch ‘minima-
ler Siphon’ ersetzt: ein Siphon heifdtinimal wenn er echt ist und keinen kleineren
echten Siphon enthalt. Das Netz aus Abbildung 5.3 engwéi minimalen Siphons:
Ry = {s1,83, 55,87} und Ry = {sa2, s4, S6, Ss}. R1 und Ry sind auch Traps; insbe-
sondere, sie enthalten Traps. Es folgt aus Satz 5.3.3, daMjarkierung, dig?; und
R, markiert, lebendig ist.

Der Satz von Commoner fiihrt leider zu keinem effizientenofilhmus furLeben-
digkeit in Free-Choice-Systemen. Das ist nicht Uberraschend®adgem ist namlich
NP-vollstandig.

Satz 5.3.4 (Komplexiat) Das Problem
Gegeben: ein free-choice SystéM, M)
Frage: Ist(N, My) nicht lebendig?

Ist NP-vollséndig.
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Abbildung 5.3: Ein Free-Choice-System

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Reduktion vom Erfiullbarkeitsiplem der Aussa-
genlogik (SAT). Die Reduktion wird in der Abbildung 5.4 anelnd folgenden Beispiel
erlautert:

b = (xl \/:17_3) A (.Tl \/$_2\/1173)/\ ($2 \/IE_3)

5.3.2 Beschankheit

Definition 5.3.5 (S-Komponente)SeiN = (S, T, F') ein NetzundseN’ = (S',T", F')
ein Teilnetz vonV. N’ hei3t S-Komponente volN, wenn es die folgenden Bedingun-
gen erfillt:

1.7V =1°5"US" (wobeis®* = {t € T | (t,s) € F} und analog flg*)
2. N’ ist stark zusammenhangend

Abbildung 5.5 zeigt zwei S-Komponenten vom Netz aus Abbilgig.3.
S-Komponenten sind fuir Free-Choice-System das, was &f@isT-Systeme sind, wo-
bei die Gesamtzahl der Marken auf einer S-Komponente iawghbleibt.

Proposition 5.3.6 Sei(N, M) ein Systemund s&i’ = (S’, 77, F’) eine S-Komponente
vonN. Fur jede erreichbare Markierung/ gilt My (S’) = M(S").

Beweis. Wir bezeichnen mitM’ die Projektion einer Markierung/ von N auf die
Menges’. Die folgende Aussage ist leicht zu zeigen: wédnerreichbar in(N, M)
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Abbildung 5.4: Das Free-Choice-System fur die Foriel

Y

Abbildung 5.5: S-Komponenten vom Netz aus Abbildung 5.3
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ist, dann istM’ in (N, M) auch erreichbar. Der Satz folgt nun aus der fundamentalen
Eigenschaft der S-Systeme. O

Satz 5.3.7 (Hack'scher Besclhinktheitssatz) Sei( N, M) ein lebendiges free-choice
System(N, M) ist beschankt gdw. jede Stelle vaN in einer S-Komponente enthal-
ten ist.

Beweis. (<) Aufgabe

(=) (Skizze). Man zeigt zuerst, daB jeder minimale Graph eih@igler Menge der
Stellen einer S-Komponente ist. Dann zeigt man, dal} jedk $teeinem minimalen
Siphon enthalten ist. O

Proposition 5.3.8 (Schranken von Stellen)Sei( N, M) ein lebendiges und besck-
tes free-choice System und seiine Stelle vorV. Es gilt

maz{M(s) | My — M} =
min{My(S’) | S" ist die Menge der Stellen einer S-Komponente ¥gn

Beweis. Analog zum Beschranktheitssatz fur T-Systeme. O

Satz 5.3.4 besagt, dal3 es keinen polynomiellen AlgorithgibtsderLebendigkeit fur
Free-Choice-Systeme lost (wefth== N P). Wir fragen uns nun, wie schwer ist es zu
entscheiden, ob ein Free-Choice-System lebendijbeschrankt ist. Natiirlich kann
man das Idsen, indem man erst entscheidet, ob das Systendlghst und, wenn ja,
ob es beschrankt ist. Es gibt aber effizientere MethddBer schnellste Algorithmus
brauchtO(n - m) Zeit fur ein Netz mitn Stellen undm Transitionen. Ein nicht so
effizienter aber einfacherer Algorithmus folgt aus demhséen Satz:

Definition 5.3.9 (Cluster) Sei N = (S, T, F) ein Netz. Ein Cluster ist einBquiva-
lenzklasse der Relatioff 7' N (S x T)) U (F N (S x T))~1)*.

Abbildung 5.6 zeigt die Cluster des Netzes aus Abbildung 5.3

Satz 5.3.10 (RangssatzEin Free-Choice-Syste(W, M) ist lebendig und beschnkt
gdw. die folgenden Bedingungen gelten:

1. N hat eine positive S-Invariante.

2. N hat eine positive T-Invariante.

lvergleiche mit: um zu entscheiden, ob eine Zahl durch 1@DBDbar ist, kann man erst iberpriifen,
ob sie durch 3125 teilbar ist, und, wenn ja, durch 32. Es dibt aine effizientere Methode: sind die letzten
funf Stellen Nullen?
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Abbildung 5.6: Clusters des Netzes aus Abbildung 5.3

3. Rang(N) = ¢ — 1, wobeic die Anzahl der Cluster vo ist.

4. Jeder Siphon voiV ist unter My markiert.

Beweis. Weggelassen (sehr schwer). O

Bedingungen (1) und (2) kdnnen mit linearer Programmignarifiziert werden, Be-
dingung (3) mit bekannten Algorithmen der linearer Algebral Bedingung (4) mit
dem Algorithmus aus Abschnitt 4.5.1.

5.4 Erreichbarkeit

WennP # NP, dann kann es leider keinen polynomiellen AlgorithmusEireich-
barkeit in Free-Choice-Netzen geben, weil:

Satz 5.4.1 Erreichbarkeitfur lebendige und bescinkte free-choice Systeme ist NP-
vollstandig.

Beweis. Eine nicht sehr schwierige, aber etwas aufwendige, Regluktin SAT. [
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Es gibt aber polynomielle Algorithmen, wenn man eine zlgdte Einschrankung in
Kauf nimmt. Ein SysteniN, M) heil3tzyklisch wenn

VM € [My) : My € [M)

D.h. ein System ist zyklisch, wenn es immer moglich istimlrzur Anfangsmarkie-
rung zu kommen. Wir haben:

Satz 5.4.2 (Erreichbarkeitssatz)Sei (N, M) ein lebendiges, bescimktes und zy-
klisches Free-Choice-System. Eine Markierdrdgvon N ist erreichbar ausi, gdw.
My ~ M.

Beweis. Weggelassen (sehr schwer). O

Korollar 5.4.3 Das Problem

Gegeben: ein lebendiges, besahktes und zyklisches Free-Choice-Systémi/,)
und eine Markierung\/

Frage: Ist M erreichbar?

Ist in polynomieller Zeitdsbar.

Dieses Ergebnis ist nur nutzlich, wenn man effizient entsiemekann, ob ein leben-
diges und beschranktes Free-Choice-System zykliscBéstfolgende Satz sagt, dalR
das der Fall ist:

Satz 5.4.4Ein lebendiges und besdimktes Free-Choice-SystdiN, M) ist zyklisch
gdw. jeder Trap vorV unter M, markiert ist.

Beweis. Weggelassen (ziemlich schwer). O
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