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Sonstiges

Voraussetzungen:

Grundkenntnisse in Logik, Diskrete Strukturen, Graphen, ...
Automaten- und Komplexitatstheorie hilfreich

Kenntnisse aus Vorlesung Model-Checking | ebenfalls hilfreich

Literatur:

verschiedene Papiere, werden abschnittsweise angegeben



Tell 1: Einfuhrung



Einige Fakten

Softwareentwickler verbringen zwischen 50% und 70% ihrer Arbeitszeit mit
Testen und Validierung von Code.

Trotzdem werden mangelnde Zuverlassigkeit und Sicherheit heute oft als das
grosste Problem der Softwareindustrie betrachtet.

Eine Studie von NIST hat die Kosten der durch unzuverlassige Software
verursachten Schaden auf 60 Milliarden Dollar pro Jahr beziffert.



Einige Fakten

Softwareentwickler verbringen zwischen 50% und 70% ihrer Arbeitszeit mit
Testen und Validierung von Code.

Trotzdem werden mangelnde Zuverlassigkeit und Sicherheit heute oft als das
grosste Problem der Softwareindustrie betrachtet.

Eine Studie von NIST hat die Kosten der durch unzuverlassige Software
verursachten Schaden auf 60 Milliarden Dollar pro Jahr beziffert.

Wenn das Automobil dieselbe Entwicklung wie der Computer genommen
hatte, wirde ein Rolls-Royce heute 100 Dollar kosten, eine Million Meilen
pro Liter fahren und einmal im Jahr explodieren, wobei alle Insassen ums
Leben kommen.

Robert Cringely



Model-Checking

Eine Technik zur Verifikation von (Hardware- oder Software-) Systemen

Gegeben: System, Spezifikation
Gefragt: Erfullt das System die Spezifikation?

Abgrenzung von MC gegenuber anderen Techniken:

Erforschung des Zustandsraums des Systems

automatisch / algorithmische Losungen



Ruckblick auf Model Checking |

(was bisher geschah...)

System: Gerichteter, gefarbter Graph (Knoten = Zustande)

Lineare Sichtweise: Zahle alle Sequenzen von Zustanden auf

Baumartige Sichtweise: Betrachte die azyklische Entfaltung

Spezifikation: Formel in einer Logik von Sequenzen oder Baumen

Linear-Zeit-Logik, z.B. “Enthalt jede Sequenz einen roten Zustand?”

Baum-Zeit-Logik, z.B., “Gibt es an jedem Punkt eine Verzweigung, mit der
man zum Anfangszustand zurtickkommt?”



Rucklick

In MC1: Graphen mit endlich vielen Zustanden

Entscheidungsalgorithmen fir lineare und baumartige Logiken:
in linearer Zeit in der Gro3e des Graphen

Optimierungsalgorithmen zur Behandlung von Zustandsexplosion

Ausblick: (was geschehen wird. . .)
Analyse von Systemen mit unendlich vielen Zustanden
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Grunde flir unendlich viele Zustande

Daten: ganze Zahlen, Listen, Baume, Zeigerstrukturen, ...
Kontrolle: Prozeduren, dynamische Prozesserzeugung, ...
Asynchrone Kommunikation: unbeschrankte FIFO-Kanale
Unbekannte Parameter: Zahl von Protokoll-Teilnehmern, ...

Echtzeit: diskrete oder stetige Zeit

Viele dieser Probleme treten eher bei Software als bei Hardware auf!
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Hardware- und Software-Verifikation

Hardware-Verifikation:

Erfolgreiche Anwendung in der Industrie, Verifikation sehr grof3er Designs,
z.B. arithmetisch-logische Einheit des Pentium-Prozessors.

Die meisten grof3en Hardware-Firmen beschaftigen Forschungsgruppen zum
Thema Verifikation (IBM, Intel, Motorola, Siemens).

Software-Verifikation:

noch in den “Kinderschuhen”

Qualitatssicherung in der Praxis durch Testen, Software-Engineering-Ansatze
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Warum ist Software-Verifikation nicht so weit entwickelt wie
Hardware-Verifikation?

Wirtschaftliche Grinde:

Hoher Aufwand: nur flr grof3e Firmen wirtschaftlich lohnend.

Software lasst sich auch nach der Auslieferung noch andern; Kosten eines
Fehler (in der Regel) geringer.

Technische Grinde:

Software-Verifikation ist inharent schwieriger: unendliche Zustandsraume
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Problem 1: Entscheidbarkeit

Beispiel fur System mit unendlichem Zustandsraum: Turing-Maschine
Jede (nicht-triviale) Spezifikation unentscheidbar.
Ansatz: Finde Automatenmodelle mit folgenden Eigenschaften:

nicht Turing-machtig, entscheidbare Model-Checking-Probleme

machtig genug, um interessante Features abzubilden

Beispiele: endliche Automaten (endlich viele Zustande), Kellerautomaten,
“exotischere” Modelle, ...

— Automatentheorie
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“Bescheidenerer” Ansatz als endlichen Systemen

Optimierungen sind kein so gro3es Thema

starkerer Fokus auf Entscheidbarkeit

Einordnung in Komplexitatsklassen (NP, PSPACE, EXPTIME, ...)

Betrachtung einfacherer Analyseprobleme (Erreichbarkeit)

Entscheidbarkeitsgrenzen bei unendlichen Systemen sind diffiziler als bei
endlichen
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Beispiel: “NFA + LTL = LBM”

\/\/ \/

o

Endliches System, aber lineare Logik kann korrekte Ablaufe einer
Turing-Maschine simulieren (siehe MC1, Abschnitt 7)
= Analyse platz-beschrankter Turing-Maschinen

Unendliche Systeme + Logik: womdglich Analyse allgemeiner Turing-Maschinen
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Problem 2: Darstellung von Zustandsmengen

Aufgabe: Darstellung einer (unendlichen) Menge von Zustanden,
z.B. die erreichbaren Zustande

Nicht moglich durch Aufzahlung oder andere explizite Techniken.

Symbolische Darstellungen erforderlich:

Ungleichungen, endliche Automaten, Baumautomaten, ...
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Beispiel 1: Echtzeit, Ungleichungen

Annahme: Es gibt mehrere Stoppuhren. Erlaubte Operationen auf Uhren:
zuricksetzen, abfragen, ob bestimmte Zeit verstrichen ist.

Eine vereinfachte Version von Fischers Mutex-Protokoll:

var v:{0,1,2} init 0;

a0: If v = 0 thenreset c1; bOo: If v = 0 thenreset c2;
delay < D; delay < D;

al: reset cl; v = 1; bl: reset c2; v = 2;
delay > D; delay > D;

a2: if v = 1 thengoto csi b2: if v = 2 thengoto cs2
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Regionen: endliche Partitionierung des Zustandsraums

Zwei Zeitvektoren f = (t1,...,tn) und U = (uy,. .., un) eines Zeitautomaten
sind zeitaquivalent (t ~ U), wenn sie dieselben Bedingungen der Form

c;<m und Ci—C<m

erflllen flr jedes m, das kleiner oder gleich der maximalen Verzogerung in der
syntaktischen Beschreibung des Automaten ist (wir nehmen an, dass
Verzogerungen ganze Zahlen sind).

Zwei Zustande (g, f) und (¢’, U) sind zeitdquivalent, wenn g = ¢ und { ~ 0
Aquivalenzklassen zeitdquivalenter Zustdnde werden Regionen genannt

Satz [Alur, Dill 90]: Die Anzahl dieser Aquivalenzklassen ist endlich.
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Regionengraph von Fischers Protokoll (eine Halfte)

| a0,b1,v=0 |
| O<c2<D |

H a2,cs2.v=2 [ 0Decl<cl|

a0,b0v=0 —™ g1 <D 7]

al,b0,v=0 a2,b0,v=1 a2,b0,v=1
O<cl<D O<D«<cl
al,bl,v=0 a2,bl,v=1
0<c2<cl<D O<cl<c2<D cs1,b0,v=1
R
| al,b2,v=2 | a2.b2,v=2
:O<c2<c1<D: O<c2<cl<D
a2,b2,v=2 a2,.b2,v=2
O<c2<D<cl
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Beispiel 2: Rekursive Programme

void m() {
if (?) {
s(); right();

if (?) m();

} else {

}

up (); m();

down ()

4

I

ol

void s () {
if (?) return;

up(); m(); down();
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Modell: Kellerautomat

void s () {

if (?) return;

Regeln im Kellerautomaten

So — € bzw. Sg— S

S2 — UpPo S3

S3 — Mg Sy

S4 — downg Ss

S — €
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Symbolische Erreichbakeit flr Kellerautomaten

Zustande sind Worter w, d.h. Folgen von Sprungmarken (Stack)

|dee: (unendliche) regulare Mengen von Wortern konnen durch endliche
Automaten beschrieben werden

Nutzliche Eigenschaft:

Ist C eine regulare Menge, so auch post*(C). [Blchi 64]

post*(C) kann durch automatentheoretische Operationen berechnet werden.
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Erreichbare Zustande des Skyline-Beispiels

maing, mainj
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Problem 3: Ausdruckskraft

Problemstellung: Gegeben zwei Automatenmodelle, haben sie die gleiche (oder
unterschiedliche) Ausdruckskraft?

Beispiele:

Ist ein gegebenes Modell Turing-machtig?

Ist ein gegebenes Modell so machtig wie ein bekanntes Modell, flr das
Entscheidungsalgorithmen bekannt sind?

Analogie aus den Formalen Sprachen:

NFA und DFA sind gleichmachtig, d.h. akzeptieren die gleichen Sprachen
NFA sind weniger machtig als PDA

Hier: Interesse an Verhaltensweisen, nicht an Sprachen
Hilfsmittel: Bisimulation
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Bisimulation (informell)

Gegeben: zwei Systeme mit Zustandsraumen S bzw. T
Zustande konnen unterschiedlich gefarbt sein

Frage: Existiert eine Relation R C S x T, so dass:

jedes Paar (s, t) € R die gleichen Farben hat

das Paar der Anfangszustande in R ist
wenn (s,t) € Rund s — &/, dann existiert t — ' mit (s/,t') € R,
und umgekehrt

Falls R existiert, heiBen die Systeme bisimilar.

Variation: S, T kdnnen “unsichtbare” Zustande haben, Ubergang t — t' darf iber
unsichtbare Zustande gehen.
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Bisimulation in der Automatentheorie

Vergleich zweier Automatenklassen .4 und B, z.B.:

Gibt es flr jeden Automaten aus A einen bisimilaren Automaten aus B? (und
umgekehrt?)

Beispiel: Prafix-Wortersetzungs-Systeme

Gemeinsamer Zustandsraum: 2-* fur irgendein Alphabet -
Regeln der Form u — v mit u, v € >* mit der Bedeutung:

uw kann in vw umgeschrieben werden flr jedes w € >°*

A sei die Menge aller Prafix-Wortersetzungs-Systeme;
B ist die Menge derjenigen, wo |u| < 2 und |v| < 3 bei allen Regeln.

Jedes System aus A ist bisimilar zu einem aus 5!
(gilt nicht, falls |u|, |v| weiter beschrankt werden!)
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Teil 2: Grundlegende Konzepte

28



Transitionssysteme

Als allgemeinstes Modell benutzen wir den Begriff des Transitionssystems:

T =(S,—,r)

S = Zustande (“states”), die das System annehmen kann
(endliche oder unendliche Menge)

— C Sx S = Transitionsrelation; beschreibt, welche Aktionen
bzw. Zustandstbergange moglich sind
reS = Anfangszustand (“root”)
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Kripke-Strukturen

|dee: “Farbige” Transitionssysteme K=(S, —,r,C,v)

(S, —,r) = zugrundeliegendes Transitionssystem
C = Menge von “Farben”

v.:.S—C = Farbung der Zustande

Intuition:

Zustande mit unterschiedlicher Farbe haben unterschiedliche (Kombinationen
von) Eigenschaften
(z.B. normale Zustande schwarz, Fehlerzustande rot)

Wahl der Farben hangt von der zu untersuchenden Eigenschaft ab

In MC1: Farben = Belegung von Grundaussagen
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Notation flr Transitionssysteme

Wir schreiben s — t, falls (s, t) € — qilt.

Falls s — t, ist s direkier Vorganger von t und t direkter Nachfolger von s.

S* bezeichnet die endlichen, S¥ die unendlichen Sequenzen (Worter) Gber S.
W = Sg...Snistein Pfad der Lange n, falls s; — s;1.1 fUralle 0 </ < n.

p = SpS1 - - - ist ein unendlicher Pfad, falls s; — s;1.1 fUr alle i > 0.
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Notation flr Transitionssysteme Il

(i) sei das i-te Element von p und p' der bei p(i) beginnende Suffix.

s —* t, falls ein Pfad von s nach t existiert.

s —T t, falls ein Pfad von s nach t mit positiver Lange existiert.

Falls s —* t, ist s Vorganger von t und t Nachfolger von s.
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Beispiel

S = {sg, 51, 5}; Anfangszustand s

So — S0 So — 51 S1 — So So> — S

SpS1So ist ein Pfad der Lange 2, d.h. s —* s> und sg — T s5
s; —* 51, aber s; A1 51

P = 805051525555 . .. ist ein unendlicher Pfad.

p(2) = 81 pl = sps1508085 ...
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Lineare und baumartige Sichtweise

Sei I = (S, —, r, C,v) eine Kripke-Struktur.
In der linearen Sichtweise interessieren wir uns fir die Farbsequenzen in IC.
Sei p € S¥, dann sei v(p) € C¥ definiert durch:

v(p)() =v(p(i)) farallei > 0

Wir definieren L := {v(rp) | rp € S¥ ist unendlicher Pfad von K }.
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In der baumartigen Sichtweise interessieren wir uns fur die azyklische Entfaltung
von /C.

Mit 7xc s = (T, =, w, C,§), flr s € S, bezeichnen wir eine Kripke-Struktur mit
folgenden Eigenschaften:

Der gerichtete Graph (T, =) ist ein Baum.

E(w) = v(s)

FUr jeden Zustand t mit s — t hat w einen Unterbaum isomorph zu 7y ;.
Wir definieren 7y 1= Tjc ;.
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Beschriftete Transitionssysteme

Manchmal ist es nltzlich, die Aktionen in die Beschreibung eines
Transitionssystems/einer Kripke-Struktur einzubeziehen (z.B. wenn
Korrektheitseigenschaften Gber Aktionen formuliert werden sollen).

Definition: Ein Tupel (S, A, —, r, C, v) hei3t beschriftete Kripke-Struktur, wobei

A eine Menge von Aktionen ist;

— C S x A x S (Schreibweise fiir ein Element: s -2 §);

v: A — C eine Farbung der Aktionen ist.
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Lineare Sichtweise: Fir eine beschriftete Kripke-Struktur definieren wir

Li:={v(aj)v(ay)...|r 4 S1 2 So - - - ist unendlicher Pfad von K }.

Baumartige Sichtweise: Es sei Txc s = (T, =, w, C, ), flir s € S, eine
(unbeschriftete) Kripke-Struktur, wobei

der gerichtete Graph (T, =) ein Baum ist;

fir jeden Zustand t mit s -2 t hat w einen Unterbaum isomorph zu Tic 1, far
dessen Wurzel w’ gilt £(w') = v(a).

Wir definieren 7y := 7y , (Farbung der Wurzel beliebig).
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Drei Logiken

In der Folge stellen wir drei Logiken vor:

LTL ist eine lineare Logik, sie wird auf Farbsequenzen interpretiert.

CTL ist eine Baumlogik, sie wird auf Farbbaumen interpretiert.

Die Ausdrucksmachtigkeit von LTL und CTL ist unvergleichbar, siehe MC1.

Wir betrachten eine dritte Logik CTL*, die machtiger ist als LTL und CTL
zusammen. CTL* ist ebenfalls eine Baumlogik.

Mehr zu diesem Thema: siehe Folien zu MC1!
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Minimale Syntax von LTL

Sei C eine Menge von Farben.
Die Menge der LTL-Formeln Gber C ist wie folgt:

Ist p € C, so ist p eine Formel.

Sind ¢1, ¢> Formeln, so auch

—Q1, »1 V P2, X @1,

Bedeutung: X = “next”, U = “until”.

»1 U ¢
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Semantik von LTL

Sei ¢ eine LTL-Formel und o € C“ eine Farbsequenz.
Wir schreiben o = ¢ fur “o erflllt ¢.”

ocE= p falspe Cundo(0) =p

o= —¢ falls o = ¢

o= ¢1V o falls o = ¢1 oder o = ¢

ok Xo falls o1 = ¢

o= ¢1Ugy falls3i: (o =g A VK< i: ok = ¢1)

Semantik von ¢: o] ={o|oc=¢}
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Beispiele

Sei C = {r, b, g}. Uberlegen Sie, ob die Sequenz

o = pbp”
folgende Formeln erflllt (d.h. die =-Beziehung qilt):

X b

X —r

rub

bUr
(bvr)Ug
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Erweiterte Syntax

Folgende Abklrzungen werden uns oft nutzlich sein:

P1 NP2 = (d1V o) F¢ = trueUg
P1 — P2 = TP1V P2 G¢ = F~¢
true = avVv-a 1 W = (91 U¢2) VG e
false = —true 1R P = —(—¢1 U—¢o)

Bedeutung: F = “finally” (irgendwann), G = “globally” (immer),
W = “weak until”, R = “release”.

42



Einige Beispiel-Formeln

G —(cs1 A cso)
cs1 and csy treten niemals gemeinsam auf.
GFp

p tritt unendlich oft auf.

FGPp

Ab irgendeinem Zeitpunkt gilt p immer.

G(try; — F csy)

Bei Mutex-Algorithmen: Wenn Prozess 1 versucht, in seinen kritischen
Abschnitt einzutreten, wird ihm das auch irgendwann gelingen.
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Das LTL-Model-Checking-Problem

Gegeben: K = (S, —,r,C,v), Formel ¢ tber C.

Gefragt: Erfullen alle Farbsequenzen in KC die Formel, d.h. gilt L C [¢]?

Falls ja, sagen wir, dass K die Formel ¢ erfullt.

Andernfalls existiert ein Gegenbeispiel, d.h. ein Pfad rp € [-4].
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CTL: Uberblick

CTL = Computation-Tree Logic

Aussagenlogik mit zusatzlichen, quantifizierten Pfad-Operatoren:

Operatoren haben die folgende Form:

X next
F finally
G globally
U until

es gibt einen Pfad E
fur alle Pfade A
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CTL: Minimale Syntax

Sei C eine Menge von Farben. Die Menge der CTL-Formeln Gber C ist wie folgt:

Ist p € C, soist p eine CTL-Formel.

Sind ¢1, »o> CTL-Formeln, so auch

—¢1, 1V @2, EX ¢1, EG ¢1, ¢»1 EU ¢5
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CTL: Semantik

Sei ¢ eine CTL-Formel Gber Cund 7 = (V, —, r, AP, v) eine Kripke-Struktur,
wobei (V, —) ein gerichteter Baum ist. Es sei [v| der Unterbaum, der bei v € V
beginnt. Wir schreiben 7 = ¢ flr “7 erflllt ¢”. Diese Relation ist wie folgt
definiert:

T= p gdw. p e Cundv(r) =p

TE ¢ gdw. 7 = ¢

TE ¢1V ¢ gdw. 7 = ¢1 oder 7 = ¢o

T = EXo¢ gdw.dv:r — vund [v]| = ¢

T = EGo gdw. 7 hateinenunendl. Pfad r=vg — vqy — ..,

sodass furalle i > O qilt: [v;]| = ¢
T = ¢1 EU ¢ gdw. 7 hat einen unendl. Pfad r = v — vy — .. .,
sodass di: [Vi| = ¢ AVK < i: |[vg| = &1
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Das CTL-Model-Checking-Problem

Gegeben: K = (S, —,r,C,v), Formel ¢ tber C.

Gefragt: Gilt 7 = ¢7?

Falls ja, sagen wir, dass K die Formel ¢ erfullt.

Andernfalls. . . existiert nicht notwendigerweise ein lineares Gegenbeispiel.
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CTL: Erweiterte Syntax

Wir vereinbaren folgende abkirzende Schreibweisen: (weitere logische
Operatoren konnen analog vereinbart werden)

P1 NP2 = —(2¢1V p2) AX¢p = -EX -9
true = avVv —-a AG¢p = —-EF ¢
false = —true AF¢ = —-EG-9¢
1 EW ¢ = EGo1 V(01 EU¢o)  ¢1 AW ¢ = (=92 EU =(¢1 V ¢2))
EF ¢ = true EU ¢ ?1 AU o = AF oo A (01 AW ¢5))
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Beispiel fur CTL (1/2)
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Beispiel fur CTL (2/2)

07

A

o O

N

/r‘*‘*...

/r©¢©¢
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CTL*: Syntax

CTL* ist (wie CTL) eine Baumlogik. Bei den Teilformeln unterscheidet man
zwischen Zustands- und Pfad-Formeln. Jede CTL*-Formel ist eine
Zustandsformel.

Zustandsformeln: Wenn p € C ist, ¢1, ¢> Zustandsformeln sind und p eine
Pfadformel, so sind folgende Formeln ebenfalls Zustandsformeln:

P, P11V @2, —P1, Ep

Pfadformeln: Wenn ¢ eine Zustandsformel ist und p1, p» Pfadformeln, so sind
folgende Formeln ebenfalls Pfadformeiln:

b, p1V p2, —p1, X p1, p1 U po
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CTL*: Semantik (informell)

Wird auf 7x interpretiert:

Zustandsformel:

Ein Baum erflllt p € C, wenn seine Wurzel mit p gefarbt ist.

Ein Baum erfullt E p, wenn es beginnend bei der Wurzel einen Pfad gibt, der
p erfullt.

Negation, Disjunktion: offensichtlich

Pfadformel:

Ein Pfad erflllt ¢ (Zustandsformel), wenn der Baum, der beim ersten Zustand
des Pfads beginnt, ¢ erfullt.

Bedeutung von X, U, Disjunktion, Negation: wie bei LTL
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CTL*: Erweiterte Syntax

A p .= - E-p,auBerdem F, G, W wie bei LTL

Beispiel:

E G F p: es existiert ein Pfad, auf dem unendlich oft p auftritt

Bemerkung:

Jede CTL-Formel ist eine CTL*-Formel mit gleicher Semantik.

Sei p eine LTL-Formel und IC eine Kripke-Struktur.
Dann gilt L C [[p]l gdw. 7 = A p.

(bzw. bei beschrifteten Strukturen L C [[p]] gdw. 7 = A X p).
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Simulation

Seien K1 = (S, —1,50,C,v) und Ko (T, —», Iy, C, ) zwei Kripke-Strukturen
(mit gleichen Farben) und H C S x T eine Relation.

H heiBt Simulation von K1 nach Ko gdw.

(i) (s, o) € H;

(ii) fr alle (s,1) € H gilt: v(s) = u(t):

(iii) falls (s, t) € Hund s —1 &/, dann existiert t’ mit t —» ' und (s’,t') € H.

Wir sagen: ICo simuliert K1 (geschrieben K1 < KC»), falls eine solche
Simulation H existiert.

Bemerkung: Definition flr beschriftete KS analog, statt (i) und (iii) verlangen wir:

falls (s,t) € Hund s —31 &, dann gibt es ¢ —b>2 ' mit v(a) = p(b) und
(t,t") € H.
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Intuition: In IC5 ist alles moglich, was auch in C; moglich ist.

K1 '/a‘\ K2 f‘
e ® ‘

: : N

d e 1
® & ©

Aber: IC1 simuliert nicht IC»!
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Bisimulation

Eine Relation H heif3t Bisimulation zwischen KCq und K5 gdw. H eine Simulation
von K1 nach Ko istund { (t,s) | (s,t) € H} eine Simulation von K5 nach K.

Wir sagen: 1 und Ko sind bisimilar (geschrieben K1 = K») gdw. eine solche
Relation H existiert.
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Vorsicht: Aus IC1 < ICo und Ko < K7 folgt nicht K1 = ICo!

K1 %‘ K2 f‘

b'/ \.C ‘
e

| ‘/ & ‘/ N,
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(Bi-)Simulation und Model-Checking

Sei 1 < Ko und ¢ eine LTL-Formel.

Dann gilt: ICo = ¢ impliziert K1 = ¢.

Beweis: Es gilt Lic, € L, C [o].
Sei K1 = K5 und ¢ eine CTL*-Formel.

Dann gilt: 1 &= ¢ gdw. Ko = ¢.

Beweis: Strukturelle Induktion Gber die Formel ¢.
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Seien K1, ICo zwei Strukturen mit 1Co £ 5.

Dann gibt es eine CTL-Formel ¢ mit ICy |= ¢, aber 1 &= ¢.

K1 K2
¢ o
Y\ |
?Pe 0

VAR
® O © k

Beispiel: schwarz A EX (blau A (EXrot) A (EX gri]n))
(Die Formel beschreibt das Verzweigungs-Verhalten von K5.)
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Die vorangegangenen Bemerkungen unterstreichen, warum Bisimulation
interessant ist:

Bisimilare Strukturen werden von Model-Checking nicht unterschieden,
nicht-bisimilare hingegen schon.

Anwendung: Vergleich zweier Klassen von Kripke-Strukturen A, B; Klasse B gilt
als machtiger (A < B), falls

far jede Struktur aus A eine bisimilare Struktur aus B existiert;

und es Strukturen aus B gibt, die nicht bisimilar zu irgendeiner Struktur aus A
sind.
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Teil 3: Die PRS-Hierarchie
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Literatur

Dissertation von Richard Mayr (TU Minchen, 1998):

Decidability and Complexity of Model Checking Problems for Infinite-State
Systems

PRS = Prefix Rewrite Systems
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Prozess-Terme

Sei V eine so genannte Prozess-Variablen.

Die Menge der Prozess-Terme aus V, geschrieben 7, ist induktiv wie folgt
definiert:

e ist ein Prozess-Term (der leere Term).

Ist X € V, soist X ein Prozess-Term.

Sind t1, t> Prozess-Terme, so auch

t1 || t> (parallele Komposition)

1 . t> (sequentielle Komposition)
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Intuition

Beispiel: ((X. W) |[¢). (Y| Y] 2)

Ein Prozess-Term stellt den Zustand eines nebenlaufigen Systems dar:

Jede Variable ist ein “Agent” (oder: Sprungmarke), die in andere Sub-Terme
tUbergehen kann.

e entspricht einem beendeten Prozess.

Jede Variable, die nicht hinter irgendeinem Sequenz-Operator steht,
entspricht einem aktiven Prozess (im Beispiel: X).

Jede Variable hinter einem Sequenz-Operator entspricht einem Prozess, der
auf das Terminieren eines vor ihm stehenden wartet (z.B. Prozeduraufruf).
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Schreibweise / Aquivalenz

Zur Vereinfachung der Schreibweise vereinbaren wir folgende Aquivalenzen
zwischen Termen:

Sequenzielle und parallele Komposition sind assoziativ, d.h.
. (b.3)=(t.t) . tzund ty || (B2 || 13) = (11 || t2) || t3.

Parallele Komposition ist kommutativ, d.h. t; || b = o || f.

Der leere Prozess “zahlt nicht”, d.h.c . t=t. e =t=1t]| e.

AuBerdem bindet . starker als ||, d.h. t; . t> || t3 bedeutet (t; . ) || ts.

Wir unterscheiden in der Folge nicht mehr zwischen aquivalenten Termen, d.h.
wenn wir einen Term erwdhnen, meinen wir implizit seine Aquivalenzklasse.
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Prefix Rewrite Systems

Sei V eine Menge von Prozess-Variablen und A eine Menge von Aktionen.

Sei P eine endliche Menge von Regeln der Form ¢t -2 t/, wobei t, t/
Prozess-Terme Uber V sind und a € A eine Aktion ist, und sei X € V irgendeine
Variable. (P, X) hei3t Prefix Rewrite System (PRS) Uber (V, A).

Beispie: X 2 Y| Z, Y2Zz.z, z%:
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Ein PRS (P, X) definiert eine beschriftete Kripke-Struktur
Kpx = (Ty,=,A X, A, idy) wie folgt:

Die Zustande sind die Prozess-Terme, und X ist der Anfangsterm.

Jede Aktion ist eine Farbe fur sich.
Fallst 2t ¢ P,dannt 2 t'.
Fallst 2 ' dannaucht.t’" &t .t

Fallst 2 t/, dannauch t || t" 2 || t".
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Term-Klassen

Wir betrachten im Folgenden diese vier Klassen von Prozess-Termen:

71 = V seien die Terme, die aus genau einer Variablen bestehen.

7 seien die Terme, die aus ¢, Elementen von V sowie dem
Sequenz-Operator gebildet sind.

7p seien die Terme, die aus ¢, Elementen von V sowie dem Parallel-Operator
gebildet sind.

75 = 7y seien alle Prozess-Terme.

Ein PRS hat den Typ (o, 3) (mit o, 8 € {1, S, P, G}) gdw. alle Regeln t -2 ¢/
dergestalt sind, dass t € T, und t' € 73.

Beispiel: Ein (1,1)-PRS hat nur Regeln der Art X 2 Y.
Jedes PRS ist automatisch ein (G,G)-PRS.
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Die PRS-Hierarchie

Die PRS-Hierarchie ist wie folgt aufgebaut, wobei ein Eintrag («, 8) die Klasse
aller PRS dieses Typs bedeutet.

/ \

T\/T

T/\T
\ L

Klassen weiter oben in der Hierarchie enthalten diejenigen, die weiter unten
stehen.
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Interessante Eigenschaften der PRS-Hierarchie

Einige Klassen der Hierarchie entsprechen bekannten Automatenklassen:

(1,1)-PRS = endliche Automaten

(S,S)-PRS = Kellerautomaten

(P,P)-PRS = Petri-Netze

Sequentielle und parallele Komposition sind nattrliche Operationen in vielen
Systemen; die PRS-Hierarchie untersucht ihre Interaktion.

Viele Entscheidbarkeits- und Komplexitatsresultate Gber die verschiedenen
PRS-Klassen sind bekannt!

Die PRS-Hierarchie ist strikt, d.h. jede Klasse weiter oben in der Hierarchie ist
machtiger als die Klassen weiter unten.

71



Namen der Klassen

Folgende Namen sind in der Literatur fur die einzelnen Prozessklassen
gebrauchlich (nach Mayr):

(1,1)-PRS = FS (finite-state systems)

(1,5)-PRS = BPA (basic process algebra)
(1,P)-PRS = BPP (basic parallel processes)
(1,G)-PRS = PA (process algebra)

(S,S)-PRS = PDS (pushdown systems/processes)
(PP)-PRS = PN (Petri nets)

(S,G)-PRS = PAD (process algebra/pushdown)
(P,G)-PRS = PAN (process algebra/Petri nets)

(

G,G)-PRS = PRS (process rewrite systems)



Machtigkeit der PRS-Klassen

Wir betrachten das (1,S)-PRS P mit den zwei Regeln

A4 A A ud A2
und Anfangssymbol A.

Behauptung: P ist nicht bisimilar zu irgendeinem (1,1)-PRS.

Beweis: Sei Q ein FS mit n Variablen, das bisimilar zu P ist wg. Relation H. Sei
Co = ... £ ¢,
ein Ablauf in Q. Dannist C, = C, fUr irgendwelche k < ¢ < n. Also mlssen

(Cy, AKT1) und (Cy, Af+1) in H sein. Nun betrachten wir die Fortsetzung
bk—|—1
Ci = C; ==* D. Dann miissen (D, ¢) und (D, A*~K) in H sein. Das aber

bedeutet, dass H keine Bisimulation sein kann.

Anmerkung: Mit dem System
b

A2 AA und Ac
zeigt man analog, dass (1,P)-PRS machtiger als (1,1)-PRS sind.
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BPA und BPP

Auf ahnliche Weise zeigt man, dass (1,S) und (1,P) verschieden machtig sind:

BPP ¢ BPA: Man betrachte das BPP P,

X4 x|B x-S B2
Dieses BPP ist nicht bisimilar zu irgendeinem BPA. (Wegen fehlender globaler
Kontrolle kann sich ein BPA nicht “merken”, ob ein ¢ schon gekommen ist.)

BPA ¢ BPP: Man betrachte das BPA O

x4 x.B Xx%: B
Dieses BPA ist nicht bisimilar zu irgendeinem BPP. (In diesem BPA geht X mit
a’'cb" zu e Uber. Ein BPP miisste zwei Stellen gleichzeitig abfragen, um zu
schauen, ob schon ein ¢ gekommen ist.)

Bemerkung: Daraus folgt, dass (1,G) machtiger ist als (1,S) und (1,P).
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Beweis zu BPP Z BPA

Angenommen, es gabe ein BPA P, (mit Variablen V und Anfangsvariable Y, so
dass P1 = Po (mit Relation H).

Wir betrachten die Sequenz Y . Y1.oq . Ys . as = ... in P>. Davon
wiederum betrachten wir die Untersequenz derjenigen Y; . «;, so dass

laj| < |agl fr alle k > j. Man sieht leicht, dass diese Untersequenz existiert und
unendlich ist. Da sie unendlich ist, P> aber nur endlich viele Variablen hat, muss
eine von diesen unendlich oft in der Untersequenz vorkommen, sagen wir Z.

Daher gibtes m,n > 0 und o, 3 € V* so dass
am a’
Y —=—="Z. a=—=*Z.3.c.

Notwendigerweise sind (X, Y), (X || B™,Z .a), (X ||B™t".Z . 3.a)in H
enthalten.

bk
Wir zeigen jetzt, dass es k < m geben muss, so dass Z —* ¢ gilt.
Angenommen, k existiert nicht. Dann sei W € V eine Variable mit der
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bm
Eigenschaft Z =—* W~ flr irgendein v € V*. Dann gilt
gm+n pm
Y=—="Z. 8. a=—"W.~v.0.«
und (X || B", W .~.8.a) € H.Wegen n > 0 muss es eine Regel W b5

geben. Andererseits gilt auch
am b™M
Y—=—="Z. a=—"W.~v.«

und (X, W .~ .«a) € H. Aber der Term X in P; kann kein b ausfihren, der Term
W .~ .« in Py hingegen schon. Widerspruch.

cbt
Analog zeigt man, dass es ¢ < m geben muss, so dass Z =" < qilt.

Dann aber gilt
ampk amcht
Y —* « und Y —* a.

Demzufolge miissen (X || B™X, «) und (B™ ¥, ) in H enthalten sein. Wegen
X || B™"—K muss « ein a ausfilhren kénnen, wegen B™—* darf es das nicht.
Widerspruch.



Beweis zu BPP Z BPA

Angenommen, es gabe ein BPP Q5> (mit Variablen V und Anfangsvariable Y), so
dass Q1 = 9O» (mit Relation H).

_ . . . a c
Wir betrachten flr alle / > 1 die Terme «;, 3, die man durch Y =" a; =" §3;
erhalt. Es sind jeweils (X . B', «;) und (B', 8;) in H enthalten.

Da 95 nur endlich viele Regeln hat, muss irgendeine Regel der Form Z LN ~
bei unendlich vielen i fiir den Ubergang von «; zu 3; benutzt werden, d.h. fir
diese i gilt a; = o} || Z und 3; = «; || 7. Seien k < ¢ zwei Indizes, bei denen die
genannte Regel benutzt wird.

In oy ist keine mit b beschriftete Aktion méglich, aber aus g, ist die Sequenz b’
moglich. Diese kann also nur von ~ abhangen, d.h. es gibt eine Sequenz der
bﬁ
Form v =" n. Aber dann ist in Q» Folgendes maoglich:
ak bt
Y =* o) | Z == o ||y =*a ||,
Wegen k < ¢ geht dies in Q4 nicht. Widerspruch.
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BPA und PDS

Das PDS mit den Regeln
XxX24xB x%: B2: x.B2:
hat dasselbe Verhalten wie P;. Daher ist (S,S) machtiger als (1,S).

Hingegen ist das BPP
X4 Xx|B xSx|b x2%: B2: D%,
nicht bisimilar zu irgendeinem PDS. Daher ist (S,S) unvergleichbar mit (1,P).

(8%
Beweis: Gabe es ein bisimilares PDS, so ware die Sprache { o | X =" ¢}
kontextfrei, daher auch der Schnitt mit der regularen Sprache a*c*b*d*e.
Dieser aber ist { a¥clckadle | k,¢ > 0}, was nicht kontextfrei ist.

Durch ahnliche Beispiele zeigt man analog, dass (1,P) in (P,P) enthalten ist, und
dass (1,S) nicht in (P,P) enthalten ist.
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PAD und PAN

Es gibt ein Pushdown-System (S,S), dass nicht bisimilar zu einem PAN (P,G) ist.
Es gibt ein Petri-Netz (P,P), dass nicht bisimilar zu einem PAD (S,QG) ist.

Aus den vorangegangenen Satzen folgt:

Von je zwei Klassen, die in der PRS-Hierarchie durch Pfeile verbunden sind,
ist die obere machtiger als die untere.

Jedes Paar von Klassen, die nicht (transitiv) durch Pfeile verbunden sind,
sind unvergleichbar.
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Beweis zu PDS ¢ PAN

Wir betrachten das PDS mit Anfangsvariable S und folgenden Regeln:

s 2. u.x
U.x -2 U.A.x (xe{X,AB}) x.A 2 x (xe{V,Ww})
U.x 2 U.B.x (xe{X,AB)) x.B 2 x  (xe{v,w)
U.x = V.x (x € {X,A, B}) V.Xx = v
U.x % W.x (xe{X,AB) w.x - ow

Die moglichen Aktionsfolgen beginnen mit einem g, gefolgt von einer Sequenz
w € {a, b}*. Anschlie3end entweder c, gefolgt von w rickwarts, schlief3lich e,
oder d, gefolgt von w rlickwarts, schlief3lich f.
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Angenommen, es gabe ein PAN, das bisimilar zu diesem PDS ist mit Relation H. Dann sei
> € {A B}*und tein Term des PAN, sodass (U. > . X,t) € H.

In t missen die Aktionen ¢ und d moglich sein (und zu Termen f; bzw. 5 flhren), aber sie
mussen sich gegenseitg deaktivieren. Daher muss t einen Unterterm o € 7p haben, so dass

o == ac und « ——d—> ag flr irgendwelche a¢, ag € 7g. Damit hat t die Form
o t=(((( Q) [[18) -t [ t5) .-+,
wobei tg, t, irgendwelche Prozess-Terme sind, d.h. o eingebettet in irgendeinen Kontext.

Wir betrachten jetzt den Term 3 := 3 || t} || - - - . In 3 dirfen keine Aktionen c, d, e, f, g mdglich
sein, sonst waren diese in t, t;, ty moglich, was nicht sein darf. Nehmen wir an, 2~ beginnt mit
einem A. Dann darf in t; (und damit in 3) auch keine Aktion b moglich sein. Aber es ist die

Sequenz t = ¢ =% maoglich, wegen zuvor erwahnter Beschrankung muss dies wegen
o :b:> o' und o/ . tg — o sein, for irgendwelche Terme ', und o/, &”. Dann qilt
(V.B.x.X,t") € Hund

= ((((@) [ 1) - ts) [ tp) .-~

In t” darf keine a-Aktion moglich sein, daher auch nicht in 5. Beginnt > mit einem B,
argumentieren wir analog.
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Wir folgern also, dass in 8 Uberhaupt gar keine Aktionen moglich sind, 3 ist quasi “tot”. Wir
konnen also 0.b.d.A. annehmen, dass t die Form « . tg hat. Nun macht t ein ¢ oder d und am
Ende ein e oder f. Da o sowohl ¢ als auch d machen kann, liegt es auf der Hand, dass die
Entscheidung Uber e und f nicht in s gespeichert sein kann. Daher konnen wir 0.b.d.A.
annehmen, dass « nie nach ¢ Ubergeht.

Einschub: Fir den nachsten Schritt braucht man Dicksons Lemma.

Gegeben eine unendliche Sequenz von (endlichen) Vektoren My, M-, . . ., deren Eintrage
natUrliche Zahlen sind, existieren Indizes k < /¢, so dass alle Komponenten von M kleiner
gleich sind wie die von M,.

Wir betrachten also flr alle / > O die Aktions-Sequenz ba'. Sei t; ein Term mit
(U.A".B.X,t;) € H,und sei «; € 7p der Unterterm von {;, der wie oben ¢ und d ermaoglicht.

Wegen Dicksons Lemma muss es k < ¢ geben, so dass ay = « || v far irgendein . In o, muss
die Sequenz ca*be mdglich sein, daher auch in «,, was aber nicht sein darf. Damit haben wir
einen Widerspruch erreicht.
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Beweis zu PN ¢ PAD

Wir betrachten folgendes Petri-Netz mit Anfangsvariable X:
XL x1Aa1B xSy v|ARXY v|B Yy
x|ALz xB9Lz viaLlz vyv|B L~z

Das Netz erzeugt zunachst beliebig viele (aber gleich viele) Kopien von A und B,
macht dann ein ¢ und baut die As und Bs wieder ab. AuBBerdem kann es
jederzeit mit einer d-Aktion terminieren.
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Wir zeigen zunachst eine Hilfsbehauptung: Wenn es ein PAD gibt, dass bisimilar
(mit Relation H) zu diesem Netz ist, dann gibt es auch ein PDS mit der gleichen
Eigenschaft.

Sei « ein Term des Petri-Netzes und t; || t> ein Unterterm irgendeines Terms t
des PAD, so dass (o, t) € Hist. Wenn in « tberhaupt eine Aktion moglich ist,
dann auch d und nach d keine weitere. Jede Regel des PAD kann nur t; oder t5
modifizieren, aber nicht beide, da die linke Seite aus 7g ist. Daraus folgt, dass f;
oder t> (oder beide) keine Aktionen ausfihren konnen.

Falls das PAD also eine Regel u -2 t enthalt und ¢ einen Unterterm t; | to
enthalt, so ist 0.b.d.A. in t> keine Aktion moglich. Man kann daher t; || t, durch
f1 . t> ersetzen, ohne das Verhalten des Systems zu andern. So eliminiert man
alle Vorkommen des Parallel-Operators im PAD und erhalt ein PDS.
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Wenn es also ein PAD gibt, das bisimilar zum Petri-Netz ist, so muss die Sprache
aller Worter, die vom Term X zum Term Y fuhren, kontextfrei sein, damit auch
der Schnitt mit der regularen Sprache g*ca*b*. Dieser Schnitt ist die Sprache

{g"ca’b" | n>0}.

Es lasst sich leicht zeigen (Pumping-Lemma), dass diese Sprache aber nicht
kontextfrei ist, womit wir einen Widerspruch erreicht haben.
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Tell 4: Pushdown-Systeme

85



Einleitung

Zur Erinnerung: PDS ist die Klasse der (S,S)-PRS, d.h. mit Regeln der Form
a -2 3, wobei o, 8 Sequenzen von Variablen sind.

Sei P ein PDS und ¢ eine (CTL/LTL)-Formel. Es gibt ein PDS O und eine Formel
1y mit folgenden Eigenschaften:

(i) fur jede Regel @ -2 Bin Q gilt |o| =2und 1 < |8] < 3.
(i) P erfillt ¢ gdw. Q erfiillt ).

Beweis (Skizze):

(i) leicht, notigenfalls wird ein Schritt durch mehrere ersetzt;

(ii) der erste Schritt erzeugt evil. zusatzlichen “Zwischenkonfigurationen”, ggfs.
mussen X-Unterformeln in ¢ durch geeignete U-Unterformeln in v ersetzt
werden.
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“Normierte” Darstellung eines PDS

Wir betrachten jetzt nur noch PDS, die die Eigenschaften von O haben.

AuBBerdem unterscheiden wir die Variablen, die am Anfang einer Konfiguration
auftauchen, von den tbrigen Variablen und bezeichnen sie als Kontrollzustande.

Definition: Ein (normiertes) Pushdown-System ist ein Tripel (P, 7, A, A, ¢p),
wobei

P eine endliche Menge von Kontrollzustanden ist;

[ ein endliches Stackalphabet ist;
A eine endliche Menge von Aktionen ist;
A eine endliche Menge von Regeln ist.

Cco € P x I'* ist die Anfangskonfiguration.
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Regeln haben die Form pA -2 gwmitp, g€ P, Ac T, ac A, w e I'*.

O

@ W W

Dies ist die Ubliche Darstellung von Kellerautomaten in Formale Sprachen!

Diese Normierung ist natzlich fir die Darstellung prozeduraler Programme.
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Beispiel 1

Ein kleines Programm (mit Parameter n > 1):

bool g=true; void level;() {
void main () { for j:=1 to 8 do skip;
levelq () ; leveljpq();
levelq () ; leveljpq();
assume (q) ; }
h
void levelp() {
g:=not g;
h

Frage: Ist g am Ende des Programms true?
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Das vorige Beispiel hat endlich viele Zustande.
(Der Stack der Prozedur-Aufrufe hat Lange O(n).

Behandelbar durch “Inlining” (Prozeduraufruf ersetzen durch Kopie der
Prozedur).

Inlining sorgt fur exponenzielle VergroBerung des Programms.
Inlining ist ineffizient: Jede Kopie eine Prozedur wird gesondert untersucht.

Inlining nicht anwendbar bei rekursiven Aufrufen.
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Beispiel 2: Rekursives Programm (Plotter)

procedure p; procedure s;
po: if ?7then So: if ? then return; end if;
p1: call s; s1: call p;
po: if ? then call p; end if; So>: return;
else
p3: call p; procedure main;
end if mo: call s;
pa: return my . return;
S={po,.-.-,Ps4,50,---,S2, Mg, M }*, Anfangszustand mg

mil — ¢
— m0 — sO m1 \ pis2mi — sOp2s2m1 — -
sim1 — p0s2 mi

p3s2mi — p0pds2mit — ..
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Beispiel 2 hat unendlich viele Zustande.

Nicht durch Inlining behandelbar!

Nicht durch naives Auflisten der Zustande behandelbar.

Endliche Darstellung von unendlichen Zustandsmengen erforderlich.
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Beispiel 3: Quicksort

void quicksort (int left, int right) {
int lo,hi,piv;
1f (left >= right) return;
piv = a[right]° lo = left; hi
while (lo <= ) {
{

right;

1f (alhi]>piv)
hi = hi - 1;
} else {
swap al[lo],alhi];
lo = 1o + 1;

}

quilcksort (left,hi);
quicksort (lo, right) ;



Frage: Sortiert Beispiel 3 korrekt? Terminiert es immer?

Beispiel 3 kann man nicht ansehen, wie viele Zustande es hat:

endlich viele, falls es korrekt ist

womoglich unendlich viele, falls es einen Fehler hat

Terminierung nur durch direkte Behandlung unendlicher Mengen feststellbar.
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Ein Modell flr prozedurale Programme

Kontrollfluss:

sequentielles Programm (keine parallelelen Threads)

Prozeduren

gegenseitige Aufrufe (womoglich rekursiv)

Daten:

globale Variablen (Einschrankung: nur endlich viel Speicher)

lokale Variablen in jeder Prozedur (eine Kopie pro Aufruf)
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Korrespondenz Programme / PDS

P seien die Belegungen der globalen Variablen
[ enthalte Tupel der Form ( Programmzeiger, lokale Belegung)

Interpretation einer Konfiguration pAw:

globale Werte in p, aktuelle Prozedur mit lokalen Variablen in A

“wartende” Prozeduren in w

Regeln:

pA — gB = Anweisung innerhalb einer Prozedur

pA — gBC = Prozeduraufruf

pPA — ge = Ruckkehr aus einer Prozedur
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Weitere Vorgehensweise

Wir gehen in drei Stufen vor, die aufeinander aufbauen:

Erst kimmern wir uns um das Erreichbarkeitsproblem ftr PDS.

Daraus entwickeln wir eine Methode fur LTL-Model-Checking.

Daraus wiederum ergibt sich die Entscheidbarkeit von CTL*.
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4.1: Erreichbarkeit in PDS



Erreichbarkeit

Sei P ein PDS und seien ¢, ¢/ zwei Konfigurationen.

Anmerkung: Im Folgenden ignorieren wir zunachst die Aktionen auf den Regeln.
Frage: Gilt c =* ¢’ in 7p?

Methode: Generalisierung des CYK-Algorithmus

Verallgemeinerung: Sei C eine Menge von Konfigurationen. Wir berechnen die
Menge pre*(C) = { ¢’ | 3c € C: ¢’ =* ¢} der Vorganger von C.
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Endliche Automaten

Um (unendliche) Mengen von Konfigurationen darzustellen, benutzen wir
endliche Automaten.

SeiP=(P,I",A A, cy) ein PDS. Wirnennen A = (I', Q, P, 6, F) einen
P-Automaten.

Eingabealphabet von A ist das Stackalphabet I".
“Anfangszustande” von A sind die Kontrollzustande P.

A akzeptiert die Konfiguration pw, falls man bei p beginnend die Eingabe w
lesen kann und an einem Endzustand anlangt.
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Sei L(A) die Menge der von A akzeptierten Konfigurationen.

Eine Menge C (von Konfigurationen) heif3t regular gdw. sie von einem
P-Automaten akzeptiert wird.

Ein Automat heif3t normal, falls keine Kanten in Zustande aus P fuhren.

Bemerkung: Im Folgenden unterscheiden wir die transitiven
Erreichbarkeitsrelationen durch unterschiedliche Pfeile:

pw =* p'w’ (im PDS P) bzw. p-= g (in P-Automaten)
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Erreichbarkeit in PDS

Bekanntes Resultat (Buchi 1964):

Sei C eine regulare Menge und A ein (normaler) P-Automat, der C
akzeptiert.

Ist C regular, so auch pre*(C).

Ist C regular, so kann A in einen Automaten transformiert werden, der
pre*(C) akzeptiert.
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Vorgehensweise

Sattigungsregel: Erweitere A wie folgt um Transitionen:

Falls g Y rim Automaten A geht und pA — gw eine Regel ist, fuge die
Transition (p, A, r) hinzu.

Wiederhole dies, bis keine Transition mehr hinzugefigt werden kann.

Am Ende akzeptiert der Automat pre*(C).
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Beispiel: Ein PDS und seine Kripke-Struktur

P
f
p:D ~ q,B B B p,A - p,DA - -
pA — CIB p,C =———p,DC =
pA — pC
Y
gB — pD p,Ii)D ~  gBD=~— pAD <~ pDAD =~ -
,OC — pAD
Y

l

p,DDD =— q,BDD =— p,ADD =— p,DADD —=— -

_T_ !
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Automat A far C

P
pD<——gB =—pA=<——pDA =~—— -
Y
D D p,DD =— q,BD =— p,AD =— p,DAD —=
A

B Y
— p,CD =—p,DCD —=— -~

p,DDD =— q,BDD =— p,ADD =— p,DADD —=— -

_T_ !
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Erweitere A

106



Erweitere A

Wenn die rechte Seite einer Regel gelesen werden kann,

Regel: pA — gB Pfad: q§> S1
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Erweitere A

Wenn die rechte Seite einer Regel gelesen werden kann, erganze die linke Seite.

NONIRO

A
D||D

~(O—=)

Regel: pA — gB Pfad: g g S1 Neuer Pfad: p A S1
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Erweitere A

Wenn die rechte Seite einer Regel gelesen werden kann,

NONGRO,

A
D||D

~O—=)

Regel: pC — pAD Pfad: p A S1 L4 So
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Erweitere A

Wenn die rechte Seite einer Regel gelesen werden kann, erganze die linke Seite.

OO
ADD

~O—=)

Regel: pC — pAD Pfad: p L\ S1 L4 S5 Neuer Pfad: p 5 S5
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Endergebnis

P
c f
> pD<=——qB =———pA=<——pDA=— -
A l
p,C =——p,DC =—- =
C & D! |D
D v

A
y

Aufwand: l
O(|1Q|? - |A]) Zeit. p,.DDD =— q,BDD =— p,ADD <— p,DADD =— =

_T_ !
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Beweis der Korrektheit

Wir zeigen (far pre*):

Sei B der Automat, der aus A durch die Sattigungsregel entsteht. Dann ist
L(B) = pre*(C).

1. Teil: Terminierung

Die Anwendung der Sattigungsregel terminiert, da man nur endlich viele
Transitionen hinzufligen kann.

2. Teil: pre*(C) C L(B)

Sei c € pre*(C) und ¢’ € C, so dass ¢’ von ¢ in k Schritten erreichbar ist.
Beweis durch Induktion Uber k (einfach).
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3. Teil: L(B) C pre*(C)

Sei — die Transitionsrelation des Automaten nach /-facher Anwendung der
/
Sattigungsregel.

Wir zeigen allgemeiner: Wenn p—"f@ q gilt, dann gibt es p’w’ mit p’ %; g und
/

pw =* p'w’; falls g € P, so gilt zusatzlich w = «.
Beweis durch Induktion tber /: (1A mit / = O trivial)

Induktionsschritt: Sei t = (p1, A, ') die i-te hinzugeflgte Transition und j die
Anzahl der Male, die t im Pfad p = g vorkommt.
/

Induktion Gber j: FUr j = O trivial. Sei also j > 0.
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Es gibt po, P/, u, v, w', wo mit folgenden Eigenschaften:

(1) p ,il 0 2 qg%g (Aufteilung des Pfads p % q)
[— I I I

(2) p1A — pown € A (Vorraussetzung flr Sattigungsregel)
(3) po @1 q (Vorraussetzung fir Sattigungsregel)
I_
(4) pru =™ pie (Ind.-Annahme auf /)
(5) poworv =* p'w’ (Ind.-Annahme auf j)
6) ' %ﬁ q (Ind.-Annahme auf j)

Die gewlnschte Aussage folgt aus (1), (4), (2) und (5).
Falls g € P ist, so folgt die Aussage aus (6) und der Tatsache, dass .A normal ist.
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4.2: LTL-Model-Checking mit PDS



LTL und PDS

Sei P ein PDS und ¢ eine LTL-Formel.

Frage: Erflllt P ¢, d.h. gilt L(KC) C [[¢] fur die zu P gehorige Kripke-Struktur
)C?

Wir benutzen folgende Tatsache:

Jede LTL-Formel lasst sich in einen Bluchi-Automaten Gbersetzen.
(ausfuhrlich behandelt in Model-Checking |)
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Buchi-Automaten

Ein Blchi-Automat (BA) ist ein Tupel
B=(C,S,s0,A,F)

mit:

C endliches Alphabet (Farben),

S endliche Menge von Zustanden,
Sp €S Anfangszustand,

A CSxX xS  Ubergangsrelation,

FCS Akzeptanzzustande.
Bemerkungen:

Definition und graphische Darstellung genau wie bei endlichen Automaten.

Bilchi-Automaten arbeiten aber mit unendlichen Wbértern, andere
Akzeptanzbedingung.
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Sprache eines Blchi-Automaten

Sei B= (X, S, sy, A, F) ein Blichi-Automat.

Ein Lauf von B Uber einem unendlichen Wort o € ¢ ist eine unendliche Folge
von Zustanden p € S¥ mit p(0) = sgund (p(i),c(i),p(i+ 1)) € Afliri > 0.

Ein Lauf p ist akzeptierend gdw. flir unendlich viele i gilt: p(i) € F.

o € >“ wird von B akzeptiert gdw. ein akzeptierender Lauf Uber o in B existiert.

Die Sprache von B, geschrieben L£(1), ist die Menge der von 1B akzeptierten
Worter.
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Zwel Beispiel far BA

Graphische Darstellung zweier Bichi-Automaten (mit Alphabet blau, )

Der obere Automat akzeptiert die Sprache [G F ]|, der untere die Sprache
F blau].
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Vorgehensweise

Ubersetze —¢ in einen Blichi-Automaten B.

“Kreuze” P und B.

Teste das Kreuzprodukt auf “Leerheit”.
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Kreuzung von P und B

Das Kreuzprodukt ist ein PDS Q, das wie folgt gebildet wird:

SeiP=(P,I",A A, pogwy) ein PDS.

Sei B = (A, Q, qp, 9, F) ein Blchi-Automat flr —¢.
Q wird wie folgt gebildet:

Q= (PxQ,,A A (po,qo0)wp), wobei

(p, A -2 (0, @)w € A gdw.

- pA -2 p'w e A und
_ (Q7aaq/) €9
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Akzeptierende Ablaufe

Sei Q ein Ablauf von p, so dass p(i) = (p;, q;)w; far i > 0.
Wir nennen p akzeptierend, falls g; € F far unendlich viele /.

Q hat folgende wichtige Eigenschaft:

P erflllt ¢ nicht gdw. es in O einen akzeptierenden Ablauf p gibt.

Bewelis: (einfach)

Mit pp bezeichnen wir die “Projektion” von p auf P, d.h. pp (i) := p;w;, und
mit pp die Projektion auf B, d.h. pg(i) = q;.

pp ist ein Ablauf von P, und pj ist ein akzeptierender Lauf in 1B fur dieselbe
Farbfolge, der ¢ nicht erfullt.
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Charakterisierung akzeptierender Ablaufe

Frage: Gibt es einen solchen akzeptierenden Ablauf beginnend bei (pg, go)wp?

Im Folgenden betrachten wir diese verallgemeinerte Fragestellung, das globale
Model-Checking-Problem:

Berechne alle Konfigurationen ¢ (von Q), so dass es einen akzeptierenden
Ablauf beginnend bei ¢ gibt.

Lemma: Fur ¢ gibt es einen solchen Ablauf gdw.esp € P, g € Q, A € " gibt mit
folgendenden Eigenschaften:

(1) ¢ =* (p, q)Aw flr irgendein w € I*
2) (p, 9)A =* (p, q) AW’ fiir irgendein w’ € I'*, wobei

(a) der Pfad von (p, @)A nach (p, g) Aw’ mindestens einen Schritt enthalt;

(b) auf diesem Pfad mindestens ein akzeptierender Kontrollzustand
vorkommt.
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Schleifenkopfe

Wir nennen (p, q)A einen Schleifenkopf, wenn (p, g) A die Eigenschaft (2)
besitzt.

Strategie:

1. Berechne die Menge der Schleifenkopfe.
(naiv: prufe far jedes (p, @)A, ob (p, q)A € pre*({ (p, Q)AwW | w € T* }))

2. Berechne die Menge
pre*({ (p, Q)Aw | (p, g)A ist Schleifenkopf, w € '* })

3. Teste, ob (pg, go)wp in der zuvor berechneten Menge enthalten ist.
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Model-Checking-Tool fir PDS: Moped

Moped: Modelchecker fir PDS (Erreichbarkeit und LTL)

Eingabe: PDS oder boolsche Programme (mit Prozeduren)

Moped: Erweiterung far Java

http://www7.in.tum.de/tools/ jmoped/

125



4.3: CTL*-Model-Checking mit PDS



CTL* und PDS

Zur Erinnerung: CTL*-Formeln waren aus Zustandsformeln, in die Pfadformeiln
eingebettet sein kdnnen.

Die Pfadformeln entsprechen den LTL-Formein!

Die Zustandsformeln sind boolsche Kombinationen von Formeln der Form
E ¢, wobei ¢ eine Pfadformel ist.

Merke: Wir haben bereits einen Algorithmus, der alle die Konfigurationen findet,
die E ¢ erflllen!
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CTL*-Modelchecking flr endliche Systeme

Sei KC eine Kripke-Struktur mit endlicher Zustandsmenge S, Anfangszustand r,
Farben C, und ¢ sei eine CTL*-Formel.

Gefragt ist, ob 7y , = ¢.
Strategie:

¢ besteht aus Teilformeln, die entweder Zustandsformeln oder Pfadformeln
sind. Zu jeder Pfadformel ¢) berechnen wir [ = {s € S| T s &= v }. Am
Ende schauen wir, ob r € [¢]].

FUr Zustandsformeln der Art p, Disjunktion, Konjunktion: einfach

FOr Zustandsformeln der Art E+ = LTL!

Nehmen wir an, es gabe einen globalen MC-Algorithmus, der zu einer
LTL-Formel die Menge aller Zustande liefert, von denen aus irgendein Ablauf die
Formel erfullt.
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Bottom-Up-Strategie:

Suche eine Teilformel E v, so dass v kein E enthalt und daher eine

LTL-Formel ist. Anwendung des globalen MC-Algorithmus auf ¢ liefert eine
Menge M C S.

Ersetze K durch K. Dabei hat K’ die Farben C x {0, 1}. Ein Zustand mit
Farbe c in IC hat Farbe (¢, 1), wenn er in M ist, und (¢, 0) sonst.

Ersetze ¢ durch ¢’, indem

alle Vorkommen von E v in ¢ durch \/cc(c, 1) ersetzt werden;

alle Farben cin ¢ durch (¢,0) Vv (c, 1) ersetzt werden.
Setze das Verfahren mit ', ¢’ fort.
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CTL*-Modelchecking flr PDS

Gleiches Prinzip wie bei endlichen Systemen.

Problem: (bei Schritt 2) Unser globaler MC-Algorithmus far PDS liefert eine
regulare Menge von Konfigurationen, die E ¢ erflllen.

D.h. die Gultigkeit der ‘frischen’ Grundaussage ¢ hangt nicht nur vom
Kontrollzustand und dem obersten Stackzeichen ab, sondern auch vom Stack,
deshalb kann sie bei spaterer Kreuzproduktbildung nicht berltcksichtigt werden.

Losung: Kodiere einen endlichen Automaten ins PDS hinein.
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Vorgehensweise

Sei A der Automat, der beim globalen MC von E ¢/ entsteht.

Wandle A per Potenzmengenkonstruktion in einen deterministischen,
vollstandigen Automaten um, der den Stack rickwarts liest.

Sei " das Stackalphabet des PDS und Q die Zustande von A. Wir modifizieren
das PDS, indem wir das Stackalphabet zu ' x Q erweitern.

Ziel: Im modifizierten PDS soll p(Ap, 90) (A1,91) ... (An, gn) erreichbar sein
gdw. pA; ... Anim urspringlichen PDS erreichar war, gn der Anfangszustand
von A istund A. .. Ay von gg nach gn flhrt.
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Anfangskonfiguration geeignet anpassen

Anderung der PDS-Regeln:

Falls pA — p’Bim PDS, dann p(A, q9) — p/(B, q) fir alle g € Q.

Falls pA — p’s im PDS, dann p(A, q) — p’e fir alle g € Q.

Falls pA — p’BC im PDS, dann p(A,q) — p'(B,q")(C,q) sodass gin A
mit C nach q’ Uibergeht.

Jetzt kann man festlegen: p(A, q)w erflille ¢ gdw. g mit A in einen Zustand s
Ubergeht, so dass p € s.
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Teill 5: Die Klasse PA
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Einleitung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass folgendes Problem unentscheidbar ist:

Gegeben ein (1,G)-PRS ¢ und eine LTL-Formel ¢, gilt Cp = ¢7?

Daraus folgt, dass Model-Checking fur die Logiken LTL und CTL* in all den
Klassen (1,G), (S,G), (P.G) und (G,G) unentscheidbar ist.

Beweisidee:

Reduktion auf das Halteproblem von Turing-Maschinen auf leerem Band

Gegeben eine solche Maschine M bauen wir P und ¢, so dass Kp = ¢
gdw. M halt.
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Turing-Maschine

Sei (2, Q, qo, gf, #, ) eine Turing-Maschine mit

Bandalphabet 2, Kontrollzustanden Q, Anfangszustand qp,
Akzeptanzzustand gy, Leerbandzeichen #, Transitionen 6.
O.b.d.A. nehmen wir an, dass M deterministisch ist.
AuBerdem sei # ¢ 3. Wir definieren =/ := 3 U {#}.

Die Ubergénge in ¢ sind von der Form (p,a, X,q,b) mitp,g € Q, a,b € ¥,
X e {L,N,R}.
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Konstruktion des PA

Unser PA habe folgende Variablen:

{Stu{(Qq lgeQiu{(X,a)|Xec{l[LR}, ac X}

Anfangsvariable ist S mit einer (1,P)-Regel S nit, (Q,q0) || (L,#) || (R, #), die
drei parallele Komponenten erzeugt (im Folgenden Q/L/R-Komponenten
genannt).

Alle weiteren Regeln sind

(1,1)-Regeln, die die Q-Komponente modifizieren

(1,S)-Regeln, die die L/R-Komponenten modifizieren
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Erreichbare Terme des PA-Systems

Jeder nach S erreichbare Term besteht also aus einer einzelnen Variablen und
zwei Stacks:

(L,c)
(L,b) (R,d)
(L,#) (R,#)

Jede solchen Konfiguration konnen wir eindeutig auf eine Konfiguration von M
abbilden (im Beispiel der Bandinhalt #abcde# mit Zustand g, wobei sich der
Lesekopf auf dem c befindet).
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Regeln des PA

Die Ubrigen Regeln simulieren die tblichen Operationen auf den Stacks, die
Aktionen auf den Kanten “protokollieren”, was geschieht.

Operationen auf der Q-Komponente:

,q q) Halt

(Q, q) (Q,q") furalle q,q9' € Qund g # gs sowie (Q,qf) — ¢

Operationen auf den L/R-Komponenten:

(Xab)

(X, a) (L,b) firalle X € {L,R},a,be 3’
(X,a,e)

(X,a) " —"¢e furalleX e {L,R},acx

(X.#:2)

(X, #) (X,#) faralle X € {L, R}

(X a,bc)

(X, a) (X,c).(X,b)furalle X € {L,R},a,b,c e ¥’
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Verhalten des PA

Merke: P kann das (einzig richtige) Verhalten von M nachahmen, es kann aber
auch irgendetwas vollig anderes machen.

Unsere LTL-Formel ¢ wird die Bedeutung haben: Wenn sich P wie M verhalt,
dann erreicht sie den Akzeptanzzustand, d.h. ¢ hat die Form

o — Halt

o\ Spezifiziert, wie sich P verhalten sollte, um M zu simulieren.

139



Konstruktion von ¢ x4

Jeder Schritt von M modifiziert die drei Komponenten; wir verlangen, dass P
abwechselnd auf diesen arbeitet:

p1:=1it A XQ AN G(Q— (XL ANXXR A XXX(QV Halt)))

Dabei stehen Q, L, R abkurzend fur die Disjunktion aller Aktionen, die mit
Q, L, R beginnen.

Fir jeden Ubergang t = (p, a, X, g, b) € ¢ stellen wir eine Formel auf, die genau
dann wabhr ist, wenn eine Sequenz von drei Aktionen der Ausfihrung von t

entspricht.

falls X = N: ¢; := (Q,p,q) N X(L,a,b) N XX Vees/(R,c,C)
falls X = L: ¢ :=(Q,p,9) NX(L,a,e) NX X Vesr(R, c,cb)

falls X = R: ¢t := (Q,p,q) A\ Vees (X(L, a,bc) AN X X(R, C,e))
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Schluss

Wir setzen jetzt

oM =01 AN G(Q—\/ é1)

teo

Somit besagt ¢, dass jeder korrekte Ablauf (es gibt nur einen) den
Akzeptanzzustand erreicht. Dies ist genau dann der Fall, wenn M, angesetzt auf
leeres Band, halt, was unentscheidbar ist.
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Tell 6: Petri-Netze
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Literatur Uber Petri-Netze

Reisig, Petrinetze: Eine Einfihrung, Springer, 1986

Reisig, Elements of Distributed Algorithms: Modelling and Analysis with Petri
Nets, Springer, 1998

Tools: PEP
http://theoretica.informatik.uni-oldenburg.de/~pep/

iIm Internet: Petri Nets World
http://www.informatik.uni-hamburg.de/TGI/PetriNets/
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Petri-Netze

Ein Petri-Netz ist ein Tupel N = (P, T, F, W, My), wobei
e P eine endliche Menge von Stellen ist;
e [ eine endliche Menge von Transitionen ist;
e Stellen und Transitionen disjunkt sind; (PN T = (),
e FC (Px T)U(T x P) die Flussrelation ist;

e W: ((PxT)U(T x P)) — N die Kantengewichte sind
(wir nehmen W(f) = O anfiralle f ¢ F und W(f) > O sonst;

e My: P — IN eine Anfangsmarkierung ist.
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Petri-Netz: Beispiel

P1(ee
2 ¢

2
—>Q P3

P2 ( oo
Obige graphische Darstellung entspricht dem Netz (P, T, F, W, M) mit
o P ={p1,p2,p3},
o T ={t},
o F={{p1,1),{p2,1),(t,P3)},
o W={(p1,t) — 2,{p2,t) — 1,(t,p3) — 2},

e Mo ={p1+~ 2,p2+ 5,p3+— 0}.
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Notation fir Markierungen

Eine Markierung ist eine Abbildung P — IN. Markierungen sind die “Zustande”
eines Petri-Netzes.

M(p) bedeutet die Anzahl der Marken (“Tokens”) auf Stelle p in Markierung M.

Meistens legen wir eine Ordnung auf den Stellen fest und schreiben
Markierungen als Vektoren, z.B. M = (2,5, 0).

Falls keine Stelle mehr als eine Marke enthalt, ist die Markierung auch als
Menge darstellbar, z.B. M = {ps, p7, ps}.

Falls doch, kann man eine Markierung auch als Multimenge ansehen:
M = {p1,p1, P2, P2, P2, P2, P2}

146



Bemerkungen

Falls (p,t) € Fn (P x T), hei3t p Eingangsstelle von t.
Falls (t,p) € FN (T x P), hei3t p Ausgangsstelle von t.

Seiac PUT.Die Menge *a= {4 | (&,a) € F} istder Preset von a, und die
Menge a® = {d' | (a,d) € F} sein Postset.

Bei der graphischen Darstellung von Petri-Netzen lassen wir Kantengewichte von
1 Oblicherweise weg. Markierungen werden durch schwarze Kreise oder durch
Zahlen dargestellt.
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Dynamik eines Petri-Netzes

Sei (P, T,F, W, M) ein Petri-Netz und M : P — IN eine Markierung.

Schaltbedingung:
Transition t € T ist M-aktiviert (or: aktiviert in M), geschrieben M —t>, gdw.

Vp e ®t: M(p) > W(p,1).

Schaltregel:
Eine M-aktivierte Transition t kann schalten und in eine Nachfolge-Markierung
M’ (ibergehen (M — M), wobei

Vo e P: M(p) = M(p) — W(p,t) + W(t, p).
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Petri-Netze und (P,P)-PRS

Man sieht leicht, dass Petri-Netze genau die Klasse der (P,P)-PRS sind:

Jede Variable entspricht einer Stelle.

Jeder Term aus 7p entspricht einer Markierung.

Jede Regel entspricht einer Transition;

jede Variable auf der linken Seite einer Marke auf einer Eingangsstelle

jede Variable auf der rechten Seite einer Marke auf eine Ausgangsstelle.
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Endliche und unendliche Petri-Netze

Gegeben sei ein Petri-Netz N mit Anfangsmarkierung M.

R(N) bezeichne die Menge der erreichbaren Markierungen, d.h.
{M| My ="M}

Merke: R(N) ist endlich gdw. es eine Schranke k gibt, so dass keine Stelle in
irgendeiner Markierung von R(N) mehr als k Marken tragt.

Falls es ein solches k gibt, heil3t N auch k-beschrankt (oder einfach beschrankt).

Im Folgenden schauen wir einige Analysemethoden flr beschrankte und
unbeschrankte Petri-Netze an.
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6.1: Erreichbarkeits- und
Uberdeckbarkeitsgraph



Erreichbarkeitsgraph

Der Erreichbarkeitsgraph eines Netzes N = (P, T, F, W, Mp) ist ein gerichteter
Graph G = (V, E, vy), wobei

e V = R(N) die Menge der Knoten ist;
e Vg = My der “Anfangsknoten” ist;

« E={(M,t,M)|Me VundM -1 M} die Kanten sind.

G ist das zu N gehorige Transitionssystem;
falls G endlich ist, so ist es bisimilar zu einem (1,1)-PRS.

Falls G endlich ist, kann man ihn durch “chaotische Suche” konstruieren.
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Uberdeckbarkeitsgraph

Problem: Wenn man nicht weif3, ob G endlich ist, weil3 man auch nicht, ob die
Konstruktion von G terminiert.

Wir stellen eine Methode vor, die immer terminiert und G liefert, falls G endlich
Ist, und ansonsten immer noch nutzliche Information Uber die erreichbaren
Markierungen liefert.

Diese Methode konstruiert einen so genannten Uberdeckbarkeitsgraphen (engl.:
coverability graph).
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Beispiel

Folgendes Netz hat unendlich viele erreichbare Markierungen:

R —>RY

RY > G

p1 (red light)

*

-

g

Y >R

G—>Y

Q p3 (green light)
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w-Markierungen

Uberdeckbarkeitsgraphen sind &hnlich wie Erreichbarkeitsgraphen; die Knoten
reprasentieren Markierungen. Wir fihren aber das Symbol w fur “beliebig viele”
Marken ein.

FUr w gelten folgende Rechenregeln (fir alle n € IN):
n+w=w-4+n=uw,

w+ w=w,

w—NnN=w,

O-w=0,w: w=uw,

n>1=nw=w-n=uw,

n<w,and w < w.

Bemerkung: w — w ist undefiniert, wird aber nicht gebraucht.
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w-Markierungen

Definition: Eine w-Markierung ist eine Abbildung P — N U {w}, d.h. jede Stelle
hat n € IN Marken oder w, d.h. beliebig viele.

Bemerkung: Daraus folgt nicht etwa, dass irgendeine erreichbare Markierung
unendlich viele Marken besitzt! Eine w-Markierung steht vielmehr fur eine
unendliche Menge endlicher Markierungen.

Beispiel: Eine w-Markierung (1, w, 0) steht fir die Menge der Markierungen mit
einer Marke auf der ersten Stelle, keiner auf der dritten und beliebig vielen auf
der zweiten.
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Schaltbedingung und -regel

Die Schaltbedingung und Schaltregel von Petri-Netzen Ubertragt sich nahtlos auf
w-Markierungen.

Wenn eine Transition eine Eingangsstelle mit w Marken hat, ist die Schaltregel
bzgl. dieser Stelle stets erflllt, unabhangig vom Kantengewicht (w — n = w).

Wenn eine Transition eine Ausganggstelle mit w Marken hat, so andert das
Schalten der Transition nichts an der Stelle (w + n = w).
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Uberdeckung

Eine w-Markierung M’ (iberdeckt eine w-Markierung M, geschrieben M < M,
gdw.

Vp e P: M(p) < M (p).

Eine w-Markierung M’ Uiberdeckt strikt eine w-Markierung M, geschrieben
M < M, gdw.

M<M und M #M.
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Uberdeckung und Schaltfolgen (1/2)

Beobachtung: Seien M und M’ zwei Markierungen mit M < M.
Dann qilt fr alle Transitionen ft:

Wenn M -1 gilt, dann auch M/ —

Mit anderen Worten, wenn M’ mindestens so viele Marken wie M hat (auf jeder
Stelle), dann ist in M’ alles moglich, was auch in M mdglich ist (Monotonizitat).

Diese Beobachtung Ubertrégt sich auf Schaltfolgen:

Schreiben wir M far

My, Mo, .. Mn: M= My 2 My 0 M= M

Dann gilt, falls M 25" ynd M < M, auch M’ 1257
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Uberdeckung und Schaltfolgen (2/2)

Seien M, M’ Markierungen mit M < M’, und es gebe eine Schaltfolge, die M in
M’ Gberfihrt: M 257

Dann gibt es M mit M’ flatn o

Sei AM := M’ — M (stellenweise Differenz). Wegen M < M’ sind die Werte von
A M nicht-negativ, und mindestens ein Eintrag ist positiv.

Esqit M =M + AM = M+ 2AM.

tHe2..tn M t1t2 ... tn

i i

M -M’’ . e

Ry Il aw I [
M+AM M+2AM
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Indem wir t11> . . . th wiederholt schalten, konnen wir beliebig viele Marken auf
jede Stelle legen, die in AM positive Werte haben.

Die Idee fiir Uberdeckbarkeitsgraphen ist, M’ durch eine w-Markierung zu
ersetzen, in der alle Stellen mit positiven Werten in AM durch w ersetzt werden.
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Algorithmus fir Uberdeckbarkeitsgraphen (1/2)

COVGRAPH((P, T, F, W, My))

’
2
3
4

0 N O O

11
12
13

<V7 E, VO> = <{MO}7 0, MO>;

Work : set := {My};

while Work % 0

do select M from Work;
Work := Work \ {M};
for t ¢ aktiviert(M)
do M’ := schalte(M, t);

Der Algorithmus  konstruiert
die erreichbaren Markierungen
durch (chaotische) Iteration,
wobei in jeder Runde die Nach-
folgemarkierungen irgendeiner
w-Markierung berechnet wer-
den. aktiviert(M) seien die
in M aktivierten Transitionen;

M’ := AddOmegas(M, t, M’, V, E); schalte(M, t) die durch Schalten

if M ¢ V
then V := V U {M}
Work := Work U {M'};
E:=E U {{Mt, M)},
return (V. E, vp);

von t in M erzeugte Markierung.
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Algorithmus fir Uberdeckbarkeitsgraphen (2/2)

Far die Unterroutine AddOmegas benutzen wir folgende Notation:

o M —* M gdw. der Uberdeckbarkeitsgraph augenblicklich einen (womdglich
leeren) Pfad von M” nach M enthalt.

ADDOMEGAS(M,t, M', V, E)

1 repeat saved := M’;

2 forall M ¢ Vst M" —* M

3 doif M < M’

4 then M =M + (M — M") - w);
5 until saved = M';

6 return V'

Die Routine prift alle Vorgdngermarkierungen im Graphen darauf, ob die M’
strikt Gberdecken und daher eine Schleife gefunden wurde. Falls ja, werden die
w-Stellen entsprechend angepasst.
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Eigenschaften von Uberdeckungsgraphen

Die Konstruktion terminiert immer. (Beweis: Dickson’s Lemma.. .)

Der konstruierte Graph ist identisch zum Erreichbarkeitsgraphen gdw. R(N)
endlich ist.

Der konstruierte Uberdeckbarkeitsgraph hat folgende wichtige Eigenschafen:

Ist M ein Knoten des Uberdeckbarkeitsgraphen und M’ < M, so gibt es
eine erreichbare Markierung M ¢ R(N), so dass M’ < M",

Beweis (Skizze): Diese Eigenschatt ist eine Invariante des Algorithmus, der den
Uberdeckbarkeitsgraphen konstruiert, d.h. gilt zu Beginn und wird bei jedem
hinzugeflgten Knoten aufrecht erhalten.

Zu jeder Markierung M € R(N) gibt es einen Knoten M’ des
Uberdeckbarkeitsgraphen mit M < M.

Beweis (Skizze): Induktion Uber die Lange der Schaltfolge von My zu M.
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Bemerkung: Die letztgenannte Eigenschatft ist eine einseitige Implikation, die
umgekehrte Richtung qilt nicht:

Eine Uberdeckte Markierung ist nicht notwendigerweise erreichbar:

)

tl

In diesem Netz sind nur Markierungen mit ungeraden Marken erreichbar, aber
gerade Anzahlen sind ebenfalls Gberdecki.
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Uberdeckbarkeitsgraphen sind nicht eindeutig.

Der vorgestellte Algorithmus ist nicht-deterministisch und kann
unterschiedliche (nicht isomorphe) Graphen hervorbringen. Alle haben
jedoch die erwahnte “wichtige” Eigenschaft.

Eine Verklemmung (Deadlock) heif3t eine Markierung, in der keine Transition
mehr geschaltet werden kann. Die Existenz von Deadlocks lasst sich mithilfe von
Uberdeckbarkeitsgraphen nicht feststellen:

<I>
@ tly <1>
1H2 2 <2> t1

tl
t1 t2 t<23>\ . tl <> t2
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6.2: Erweiterte Petri-Netz-Modelle



Motivation

Wir betrachten zwei Erweiterungen von Petri-Netzen:

Netze mit Kapazitaten

High-Level-Netze

Diese Erweiterungen sind genauso ausdrucksstark wie die bisher betrachteten
“einfachen” Petri-Netze, d.h. Netze mit diesen Erweiterungen kann man in
bisimilare einfache Netze Ubersetzen.

Die Erweiterungen ermoglichen daher in erster Linie bequemere Modellierung.
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Beispiel: Solitar

Solitar ist ein Brettspiel auf einem kreuzformigen Spielfeld mit 33 Lochern.

ORORC)
ORORC)
000000 @®
ORONORGRCORORD)
000000 @®
ORORC)
ORORC)

Ein Loch kann leer sein oder mit einem Stein belegt sein (aber nicht mit
mehreren Steinen). Zu Beginn sind alle Locher bis auf das in der Mitte belegt.
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Solitar: Regeln

Ein Zug besteht daraus, mit einem Stein einen anderen zu Uberspringen, dabei
wird der Gbersprungene Stein entfernt (unten links/Mitte). Ziel ist, die unten
rechts dargestellte Konfiguration zu erreichen.

00 ® ORORO) OO0
00 ® OROR0) OO0
0000000 ©000@0@O0O0 (OOOOLOOOU
oemes)y 000 00000 OOO@OOOU
0000000 ©000@O0O0 (OOOOOLOOOU
00 ® 00 ® 00O
00 ® 00 ® 00O
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Solitar: Versuch einer Modellierung

Wir versuchen, Solitar wie folgt zu modellieren:

Locher = Stellen

Steine = Marken

Zuge = Transitionen

(Zu) einfache Idee:

FUr je drei benachbarte Stellen eine Transition der Form:

SON /@P3
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Problem: t beachtet nicht die Bedingung, dass jedes Loch nur einen Stein fassen
kann, dass also auf p3 keine Marken liegen dirfen.

Zur Erinnerung: Die Schaltbedingung fur Petri-Netze war: Transition t ist aktiviert
in M genau dann, wenn

Vo e ®t: M(p) > W(p,1)
gilt.

Falls t in M aktiviert ist, ist t auch in jeder Markierung M’ mit M’ > M aktiviert.

Die Schaltbedingung kann also nur die Anwesenheit von Marken prifen, nicht
aber ihre Abwesenheit.
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Weiteres Beispiel: Ampel

R — RY sollte nur schalten, wenn das gelbe Licht aus ist.

R —>RY

Y > G

p1l (rot)

v

-

g

O p3 (griin)

Y —> K

G—>Y
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Netze mit Kapazitaten

Wir betrachten daher eine Erweiterung von Petri-Netzen, bei der die Anzahl der
Marken, die maximal auf einer Stelle liegen dirfen, explizit vorgegeben werden.

Die Anzahl der Marken, die auf Stelle p liegen dirfen, nennen wir Kapazitat von
p.

In den Beispielen setzen wir dann die Kapazitat jeder Stelle auf 1, wodurch eine
klare und Ubersichtliche Modellierung entstent.

Wir werden auBerdem sehen, dass es eine systematische Ubersetzung von
Netzen mit Kapazitaten in “einfache” Petri-Netze gibt.
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Ein Tupel N = (P, T, F, W, K, My) heil3t Kapazitats-Petri-Netz (KPN), wobei
o P, T,F, W, My wie bei normalen Petri-Netzen (PN) sind;

e K: P— (NU{oo}) die Kapazitat jeder Stelle angibt.

Die Kapazitat K(p) gibt an, wie viele Marken auf der Stelle p liegen dirfen. Wir
modifizieren die Schaltregel, um dies sicherzustellen.
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Modifizierte Schaltregel fur Kapazitaten

Sei (P, T,F, W,K, My) ein KPN und M eine Markierung.

Schaltbedigung: (verandert)
Transition t € T ist M-aktiviert, gdw. Vp € *t : M(p) > W(p, 1)
und vp € t* : M(p) — W(p,t) + W(t,p) < K(p).

Schaltregel: (unverandert)
Das Schalten einer M-aktivierten Transition fuhrt M Uber in die
Nachfolger-Markierung M’, wobei

Vo e P:M(p) = M(p) — W(p,t) + W(t,p).

Ein KPN, bei dem alle Stellen die Kapazitat oo haben, verhalt sich offensichtlich
so wie ein normales PN.
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Beispiele

Im Folgenden sind Kapazitaten durch rote Zahlen neben der Stelle angedeutet.
(Kapazitaten oo sind meistens nicht dargestelit.)

Unten gezeigt sind einige Beispiele von KPN-Transitionen, die in der jeweiligen
Markierung aktiviert bzw. nicht aktiviert sind:

@1

él él 21 b

aktiviert  nicht aktiviert  nicht aktiviert aktiviert
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Komplementarstellen

Sei (P, T,F, W, M) ein Petri-Netz (ohne Kapazitaten).

Zwei Stellen p und p’ sind Komplementarstellen, falls es eine Zahl k gibt, so
dass in allen Markierungen M € R(N) gilt: M(p) + M(p’) = k.

Intuition: In jeder erreichbaren Markierung enthalt p diejenigen der k Marken, die
“nicht auf p’ liegen”.
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Komplement-Konstruktion

Sei N = (P, T,F, W, K, M) ein KPN.
Wir konstruieren ein Netz N’ = (P, T', F/, W', M(;) (ohne Kapazitaten) wie folgt:

e P=Pu{p|3peP: K(p) # x}
(d.h. eine zusatzliche Stelle fur jede Stelle mit endlicher Kapazitat);

e T/ = T (unverandert);

e " und W’ sind gegenliber F und W wie folgt erweitert: Fiir alle t € T und
p € Pmit K(p) = cosei &pt:= W(t,p) — W(p,t). Dann:

- (P, 1) € Flund W(p', t) = Apy, falls Ayt > 0;
- (t,p') € Flund W/(t,p) = —Apy, falls Ay < O.

e My(p) = Mo(p) furalle p € P;
My(p') = K(p) — Mo(p) fur alle p € P mit K(p) # oo.
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Beispiel (1/2)

Netz N mit Kapazitaten:
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Beispiel (2/2)

Zugehoriges Netz N’ ohne Kapazitaten:
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Eigenschaften der Komplementkonstruktion

Definition: Ist M’ eine Markierung von N/, so schreiben wir M’| p fiir die
Restriktion von M auf die Stellen in P. M’|p ist also eine Markierung von N.

N’ hat folgende Eigenschaften:

e Die Paare p und p’ (wobei p’ die wegen p hinzugefligte Stelle ist) sind
Komplementarstellen.

e Eine Markierung M’ ist in N’ erreichbar gdw. M’|p in N erreichbar ist.

Beweis: Man zeigt, dass dies fur die Anfangsmarkierung gilt und unter Schalten
einer Transition invariant bleibt.
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High-Level-Netze

Wir betrachten jetzt eine zweite Erweiterung. Bis jetzt haben wir Marken stets als
als “schwarze Kreise” betrachtet, die keine Information mit sich tragen (nur ihre
Anzahl und Verteilung ist wichtig).

Wenn wir farbige Marken zulassen, kdnnten wir z.B. eine Fuf3ganger-Ampel mit
nur einer Stelle und unterschiedlich gefarbten Marken darstellen:

O, O,

Noch allgemeiner konnen wir uns beliebige Werte als (Beschriftung von) Marken
denken, z.B. um Integer-Variablen zu modellieren:

@ &)
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Eine allgemeine Losung ist, jeder Stelle einen Typ zuzuordnen, der angibt,
welche Marken auf der Stelle erlaubt sind:

{ X} {1,..,5}
traffic light @ variable x

Im allgemeinen kann eine Stelle dann eine Multimenge ihres Typs enthalten.
(Multimenge = Menge, in der Werte mehrfach vorkommen konnen)
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Transitionen von High-level-Netzen

Wir lassen zu, dass Transitionen uber die Werte der Marken reden konnen:

Ampel umschalten:

"switch from

red to green”

Variable um eins erhohen:

(0.0}

® traffic light

"switch from

@ {1,...,5}
variable x

f

“Increase value of x"

green to red”
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High-Level-Netze

(Das sieht komplizierter aus, als es eigentlich ist. .. )

Ein High-Level-Netz (HL-Netz) ist ein Tupel N = (P, T, F, W, V.S, C, Mp),
wobei

e P, T, F, Wwie Ublich sind;

e V eine endliche Menge erlaubter Werte ist;

e S: P — 2V die Typzuweisung der Stellen vornimmt;

e (C;)cT1 die Schaltbedingungen der Transitionen sind (siehe nachste Folie);

e My: P x V — NN die Anfangsmarkierung ist.
Dabei gilt Mo(p, v) = 0 flr alle v & S(p).
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High-Level-Transitionen

Die Schaltbedingungen entscheiden, welche Marken aus den Eingangsstellen
abgezogen und welche auf die Ausgangsstellen geschoben werden.

Die Kanten zwischen Stellen und Transitionen werden mit Namen von Variablen
versehen, die flr die Werte der ein- bzw. ausflieBenden Marken stehen. Die
Schaltbedingung ist dann eine Bedingung, die die zulassigen Werte der
Variablen angibt, z.B.:

{ X J
@ ) traffic light

it
in=@ out in=@

Aout =@ Aout=@

187



Bemerkungen

Wenn eine Schaltbedingung unter einer bestimmten Belegung der Variablen
wahr wird, kann die Transition unter dieser Belegung schalten.

Die Belegung muss die Typen beachten, d.h. einer Variablen, die auf einer Kante
von/nach p steht, kdnnen nur Werte aus S(p) zugewiesen werden.

Das Schalten under einer bestimmten Belegung ist moglich, wenn jede
Eingangsstelle eine Marke mit dem Wert enthalt, die die Belegung der Variablen

auf der Kante zwischen Stelle und Transition zuweist.

Das Schalten entfernt diese Marken und fligt den Ausgangsstellen in
entsprechender Weise Marken hinzu.
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Beispiele

Im untenstehenden Beispiel kann die Transition unter den Belegungen
'x=1,x"=2, 'x=2,x =3, 'x=3,x=4, ’'x=4,6x' = 5 schalten.

{1,..,5}
@ variable x

X X

X ="X+1

In der gezeigten Markierung kann die 2 entfernt und durch eine 3 ersetzt werden.
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Ubersetzung von HL-Netzen in Petri-Netze

Wir zeigen nun, dass jedes HL-Netz durch ein einfaches Petri-Netz simuliert
werden kann.

Fir jede HL-Stelle p und jeden Wert v € S(p) erzeugen wir eine Stelle py.
Falls Mp(p, v) = k, dann enthalt p, anfangs k Marken.

{1, 9}
Varlable X 3 Q @ Q Q @
x=1 x=2 x=3 x=4 x=5
Das einfache Petri-Netz wird folgende Eigenschaft haben: Eine Markierung M
(des einfachen Netzes) ist erreichbar, gdw. im HL-Netz eine Markierung M’

erreichbar ist, so dass M(py) = M'(p, v) far alle p, v
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Ubersetzung von HL-Transitionen

FUr jede HL-Transition t und jede Belegung b, unter der sie schalten kann,
erzeugen wir eine Transition fp.

Falls eine Kante (p, t) bzw. (t, p) mit x beschriftet ist, t unter b schalten kann
und b(x) = v, so enthalt das einfache Petri-Netz eine Kante (pv, t,) bzw.

(tba pV)

{1,..,5}
@ variable x j (>\‘

X X

X ="x+1
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6.3: Strukturelle Analyse von Petri-Netzen



Strukturelle Analyse: Motivation

Als Analysemethoden fUr Petri-Netze haben wir bisher die Konstruktion von
Erreichbarkeits- und Uberdeckbarkeitsgraph kennengelernt.

Beide erforschen den gesamten Zustandsraum des Petri-Netzes und konnen
ggfs. sehr grof3 werden.

Strukturelle Analyse versucht, Aussagen Uber Petri-Netze zu machen, ohne den
Zustandsraum explizit zu erforschen. Teilweise muss nur ein Teil des Netzes
betrachtet werden, um nutzliche Aussagen zu gewinnen. Die Methoden
funktionieren i.A. auch fur unbeschrankte Netze.

Wir betrachten folgende Techniken:
(Stellen-)Invarianten

Fallen
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Beispiel 1

t2 to6

t4

!

t3 tS
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Inzidenz-Matrix

SeiN= (P, T,F, W, M) ein Petri-Netz. C: P x T — Z heif3t die
Inzidenz-Matrix von N; ihre Zeilen entsprechen den Stellen von N und ihre
Spalten den Transitionen. Eine zu t € T gehorige Spalte gibt an, welchen Effekt
das Schalten von t auf die Markierung hat: C(t,p) = W(t,p) — W(p, ).

Die Inzidenz-Matrix von Beispiel 1:

( t 1 t2 t3 f4 t5 t6 \
O P1

-1 0 1 o0 0
1 -1 0 O 0 | P
O 1 -1 0 0 0|~
O -1 1 0 -1 1| Ps
0 0O -1 0 1| P
0 0O 1 —1 0 | P

\ 0 0 0 0 1 —1)#
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Markierungs-Vektoren

Im Folgenden beschreiben wir Markierungen durch Spaltenvektoren. Die
Anfangsmarkierung von Beispiel 1 entspricht dem Vektor
Mpo=(1001100)".

Auf ahnliche Weise konnen wir einer Schaltfolge einen Vektor zuordnen, indem
wir zu jeder Transition aufschreiben, wie oft sie in der Schaltfolge auftritt. Die
Schaltfolge o = t; t>t4 in Beispiel 1 entsprache dem Vektor u = (1101 00)7.

Die durch o entstehende Markierung ist dann My + C - u.

(1\ (-1 0o 1 0 0 0) (o\
0 1 -1 0 0 0 O (1) 0
0 O 1 -1 0 0 o0 (1) 1
i1l+| 0 -1 1 0o -1 1 ) =10
1 o 0 0O -1 0 1 3 0
0 O 0 0O 1 -1 o0 o) 1

\0/ \0 0 0 o0 1 -1) \o)
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Merke: Unterschiedliche Schaltfolgen konnen demselben Vektor zugeordnet
sein, fihren dann aber zurselben Markierung.

Allgemein gilt: Sei N ein Petri-Netz mit Inzidenzmatrix C, und seien M, M’ zwei
Markierungen von N. Dann qilt:

Falls eine Schaltfolge existiert, die M in M’ Gberfiihrt, dann existiert ein
Vektor u mit M/ = M + C - u, so dass alle Eintrdge von u natirliche
Zahlen sind.

Im Allgemeinen gilt die umgekehrte Implikation nicht!

Das liegt am Informationsverlust der Inzidenz-Matrix; zwei Kanten (p, t) und

(t, p) heben sich in der Matrix gegenseitig auf. Falls es etwa in Beispiel 1 eine
Kante von p; nach t3 und zurlck gabe, so ware die Inzidenz-Matrix unverandert,
aber die Markierung {ps, ps} (von der vorigen Folie) ware unerreichbar.
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Beispiel 2

Ein weiteres Beispiel ohne “Hin-und-Zurlck-Kanten”:
tl

AN
pl (@) p3 [ )p2
O

t2

Obwohl
(1} (-1 1) (1)
|+ 0=
o/ \o 1) <> \1/

gilt, ist keine der zu (1 1) T passenden Sequenzen, t; t, oder tyt;, mdglich.
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Inzidenzmatrizen und Erreichbarkeit

Zusammenfassung: Die Markierungen, die man durch Berechnungen der Form

Mo -+ cu erhalten kann, sind eine Uberabschéatzung der tatsichlich erreichbaren
Markierungen.

Wir konnen Inzidenzmatrizen also nicht benutzen, um Erreichbarkeit einer
Markierung zu beweisen, manchmal jedoch, um zu zeigen, dass eine
Markierung unerreichbar ist (wie bei Uberdeckbarkeitsgraphen. . .).

D.h., falls M' = M + Cu keine Loésung in den natdrlichen Zahlen fir u hat, so ist
M’ nicht von M aus erreichbar.
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Beispiel 3

Wir betrachten das unten gezeigte Netz und die Markierung M = (1 1) .

pl tl

t2 «—@ p2
o)+ (3 2) () =)

hat keine LOsung, also ist M nicht erreichbar.
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Transitions-Invarianten

Sei N ein Netz und C seine Inzidenzmatrix. Eine (nicht-triviale) Losung der
Gleichung Cu = 0, bei der alle Eintrage von u natirliche Zahlen sind, heif3t
Transitions-Invariante (oder: T-Invariante) von N.

Merke: Eine T-Invariante besitzt einen Eintrag fur jede Transition.
In Beispiel 3ist u = (1 1) eine T-Invariante.

Eine T-Invariant weist auf eine mogliche Schleife im Netz hin, d.h. eine
Schaltfolge, deren Netto-Effekt Null ist und wieder zurtck zur
Ausgangsmarkierung fahrt.
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Stellen-Invarianten

Sei N ein Netz und C seine Inzidenzmatrix. Eine (nicht-triviale) Losung der
Gleichung CTx = 0, bei der alle Eintrdge von x natiirliche Zahlen sind, heift
Stellen-Invariante (oder: P-Invariante) von N.

Merke: Eine P-Invariante besitzt einen Eintrag flr jede Stelle.

In Beispiel 1sindx; =(1110000)", % =(0011001)" und
x3=(0000111)7 P-Invarianten.

Eine P-Invariante besagt, dass die Anzahl der Marken in allen erreichbaren
Markierungen in bestimmter Weise “invariant” bleibt (siehe nachste Folie).
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Eigenschaften von P-Invarianten

Sei M eine Markierung, die durch eine Schaltfolge mit Vektor u erreichbar ist,
d.h. M = My + Cu. Sei x eine P-Invariante. Dann gilt Folgendes:

Mix=My+Cu) x=MIx+ (Cu)'x=Mx+u"C"x=M]x

Invariante x> (von der vorigen Folie) bedeutet z.B., dass alle erreichbaren
Markierungen M folgende Gleichung erfullen:

M(p3) + M(ps) + M(p7) = Mo(p3) + Mo(ps) + Mo(p7) = 1 (1)

Ein wichtiger Spezialfall sind P-Invarianten, in denen alle Eintrage 0 oder 1 sind.
Sie weisen eine Menge von Stellen aus, die zusammen stets die gleiche Anzahl
von Marken tragen (in jeder erreichbaren Markierung).
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Bemerkung: Jede lineare Kombination von P-Invarianten ist wieder eine
P-Invariante.

P-Invarianten kann man z.B. gebrauchen, um gegenseitigen Ausschluss zu
beweisen.

Beispiel: Laut Gleichung (refeq:mutex1) tragt in jeder erreichbaren Markierung
genau eine der Stellen p3, p4 und p7 eine Marke. Insbesondere kbnnen p3 und
p7 nicht gleichzeitig markiert sein!
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Farkas-Algorithmus

Der “Farkas-Algorithmus” (nach J. Farkas, 1902) kann benutzt werden, so
genannte minimale P-Invarianten zu berechnen. Dies sind Invarianten, von
denen aus jede andere Invariante durch lineare Kombinationen erzeugt werden

kann.

Es gibt allerdings Netze, bei denen die Anzahl minimaler P-Invarianten
exponentiell in der Zahl der Stellen ist. Daher hat der Farkas-Algorithmus (im
schlimmsten Fall) exponentielle Laufzeit.
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Farkas-Algorithmus

Eingabe: Die Inzidenzmatrix C mit n Zeilen (Stellen) und m Spalten
(Transitionen).

Ausgabe: Eine Menge minimaler P-Invarianten.

Notation: (C | En) beschreibt die Matrix, die entsteht, wenn die Matrix C zur
Rechten mit En erweitert wird, d.h. der n x n-Einheitsmatrix.
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Do := (C | En);
fir/i:=1tom
far alle Zeilen dy, d» in D;_1 mit unterschiedlichen Vorzeichen bei d; (/) and dx (/)
d = |da(i)| - 0y + 01 ()] - co;  (*d()) =07
d’ :=d/gcd(d(1),d(2),...,d(m+ n));
erweitere D;,_1 um d’ als unterste Zeile;
endfor;
losche alle Zeilen aus D;_q, deren i-te Spalte
nicht O ist, und nenne das Resultat D;;
endfor;
Ldsche die ersten m Spalten von Dy
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Beispiel

Nehmen wir folgende Inzidenzmatrix C an:

Do = (C|Es) =

(-1
1
0
1

\—1
(-1

1
O

1

\ -1

1
—1
O
O
O

1
1
O
O
O

1
—1
1
O
O

1 —1 )
1 1
1 0
0 -1

0 1

—1

—1

@)
o O O O =+

o O O +~» O

o O —» O O

© »r O O O
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Addition of the Zeilen 1 und 2, 1 und 4, 2 und 5, 4 und 5:

O
(o
]

[0
0
0
0

\ O

O
O
1
—1
O

Hinzuflgen der Zeilen 3 und 4:

Do

o O O O

1 0
O O
1 -2
-1 2
O O
1 0|0
O 0|1
O 0|0
O 0|1

O 01

1

o O B

=R O K~ O

1

o ~ O

o o o =+~

© O O O

R = O O

R O B O O
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(000011000\
D3=D,=|10 0 0 0/0 0011
\000011011)

Minimale P-Invarianten sind (1,1,0,0,0) und (0,0,0,1,1).
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Beispiel mit vielen minimalen P-Invarianten

Inzidenz-matrix flr ein Netz mit 2n Stellen:

(.1 211100 .- 00)
cT_|-1-10011-00
\—1—1000O~- 11/

(y1,1 —y1,¥2,1 — vo,...,¥n, 1 — yp) ist eine Invariante flr jede Kombination

Vi, Y2, ..., ¥n € {0, 1}, es gibt also 2" minimale P-Invarianten.
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Fallen

Sei (P, T,F, W, My) ein Netz. EIne Menge S C P hei3en Falle gdw. S®* C °*S.

Mit anderen Worten: Jede Transition, die eine Marke aus der Falle abzieht, tut
auch mindestens eine Marke hinein.

Eine Falle S heil3t markiert in der Markierung M genau dann, falls es mindestens
eine Stelle p € S gibt mit M(p) > 1.

Bemerkung: Wenn eine Falle in My markiert ist, so ist sie auch in allen
erreichbaren Markierungen markiert.
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In Beispiel 4 (siehe nachste Folie), ist S = {ncy, ncy} eine Falle.

Nur f> und f5 entfernen Marken aus S;. Beide erzeugen aber auch neue Marken
In 81.

S; istin My markiert, daher qilt far alle erreichbaren Markierungen M Folgendes:
M(nc1) + M(ncy) > 1

Fallen konnen in Zusammenhang mit P-Invarianten nitzlich sein, well sie
zusatzliche Information liefern, die in der Inzidenzmatrix nicht enthalten ist.
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Beispiel 4

Unten abgebildet ist ein weiteres Protokoll fur wechselseitigen Ausschluss
zwischen den Stellen cry und cro:

pendl

tl

ql

crl

t2

t3

ncl

nc2

t6

q2

cr2 t4

|

<—© pend?2

t5

In diesem Beispiel wird wechselseitiger Ausschluss erreicht, indem
Komplementarstellen hinzugefligt (nc; und nc,) und vom jeweils anderen
Prozess abgefragt werden.
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Arbeiten mit Fallen

In Beispiel 4 wollen wir zeigen, dass cr; und cr» nie zugleich markiert sind, dass
also fur alle erreichbaren Markierungen M qilt:

M(cr1) + M(cerz) <1

Die minimalen P-Invarianten des Netzes sind wie folgt:

M(qg1) + M(pendy) + M(cr;) = 1 (2)
M(qg2) + M(penady) + M(cra) = 1 (3)
M(cr1) +M(nc;) = 1 (4)
M(cry) + M(nco) = 1 (5)

Allerdings lasst sich die gewlnschte Eigenschaft nicht aus (2) bis (5) herleiten.
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Wie erwahnt ist S; = {ncq, ncy} eine Falle.

S, ist anfanglich markiert, daher auch in allen erreichbaren Markierungen M:

M(ncy) + M(ncp) > 1 (6)

Durch Addition (4) und (5) und Subtraktion von (6) erhalten wir die gewinschte
Aussage M(cri) + M(cry) < 1.
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6.4: Petri-Netz-Entfaltungen



Petri-Netz-Entfaltungen

Entfaltungen werden benutzt, um die erreichbaren Markierungen eines
Petri-Netzes darzustellen.

Sie eignen sich flr beschrankte Netze! (Im Folgenden beschaftigen wir uns mit
1-beschrankten Netzen, die Technik funktioniert aber flr beliebig beschrankte
Netze.)

Die Darstellung der erreichbaren Markierungen erfolgt kompakt, d.h. unter
Ausnutzung der inharenten Nebenlaufigkeiten. (vgl. Halbordnungstechniken in
MC1)
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Entfaltung fur endliche Systeme

Sei P ein (1,1)-PRS mit Anfangsvariable X. Wir haben bereits die azyklische
Entfaltung 7x- der zugehorigen Kripke-Struktur C definiert:

X

Y\

Y Z
J
X

I

Y Z
v

AN o

Bemerkung: 7x kann man als eine Struktur betrachten, in der jeder Knoten mit
einer Variablen von P beschriftet ist.

T enthalt alle Information Uber erreichbare Zustande, die auch P enthalt.
AufB3erdem hat 7 eine einfachere Struktur (azyklisch, genauer: Baum). Im
Allgemeinen ist 7 jedoch unendlich.
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Prafixe

Ein Baum 7 heif3e Prafix von 7y, wenn 7 durch “Abschneiden” beliebiger
Zweige von 7 entsteht. Beispiel:

Y/X\Z Y/X\Z
! » I
X X

A

Y y4

'

Beobachtung: Man kann immer einen endlichen Prafix finden, der dieselbe
Information wie 7x- enthalt (indem man Schleifen genau einmal “entrollt”). Einen
solchen Prafix nennen wir vollstandig.
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Konstruktion von vollstandigen Prafixen

Wir diskutieren einen Algorithmus, um einen vollstandigen Prafix von 7 zu
erstellen, der die gleiche Erreichbarkeitsinformation wie 7 enthalt.

Der Algorithmus verwaltet eine Menge &, die erreichten Konfigurationen im
Prafix.

Manche Kanten im Prafix hei3en Cutoffs, wir markieren sie rot.
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1. Am Anfang enthalt der Prafix nur eine Wurzel, die mit X beschriftet ist. Wir
setzen £ = {X}.

2. Wir wahlen einen Knoten im Prafix, der nicht Ziel einer Cutoff-Kante ist. Sei
der gewahlte Knoten mit Y beschriftet, und sei Z eine Variable mit Y — Z, so
dass es im Prafix noch keine Kante vom Y-Knoten zu einem mit Z beschrifteten
Knoten gibt.

2a. Wenn es kein solches Paar Y, Z gibt, dann Ende.

2b. Flge einen neuen, mit Z beschrifteten Knoten zum Prafix hinzu sowie eine
Kante vom Y-Knoten dorthin.

2c. Falls Z € &, so ist die neue Kante ein Cutoff. Sonst £ := £ U {Z}.

3. Weiter bei 1.
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Beispiel

Schrittweise Konstruktion des Prafix flr voriges Beispiel:

X X X X

»\Z» » Y/\%

X

S

Beobachtung (1): Ein vollstandiger Prafix enthalt genauso viele Transitionen wie
P.

Beobachtung (2): Die Gestalt des Prafix hangt ab von der Reihenfolge, in der
Kanten hinzugefugt werden!
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Entfaltungen fur Petri-Netze

Wir verallgemeinern das Verfahren auf Petri-Netze, wie folgt:

Die Entfaltung eines Petri-Netzes P (bzw. ein vollstandiger Prafix derselben)
ist ein azyklisches Petri-Netz O.

Annahme: P sei 1-beschrankt (das Verfahren kann auf beliebig
k-beschrankte Netze erweitert werden.

Bemerkung: Im Folgenden nennen wir die Stellen von © Bedingungen, die
Transitionen von QO Ereignisse. Diese Bezeichnungen dienen lediglich dazu,
die Elemente von P und Q leichter auseinander zu halten!
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Jede Bedingung von Q ist mit einer Stelle von P beschriftet,
jedes Ereignis von Q mit einer Transition von P.

Jedes Ereignis t’ ist von der Form (P’, t), wobei P’ die Eingangsbedingungen
von t’ sind und t die Beschriftung von t'.

Sei P’ eine Menge von Bedingungen. Mit B(P’) bezeichnen wir die Menge
der Stellen, mit denen die Elemente von P’ beschriftet sind.

Jede Bedingung hat genau eine eingehende Kante.
Einige Ereignisse im vollstandigen Prafix sind als Cutoffs markiert.
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Konstruktion eines Prafixes fur Petri-Netze

1. Sei My die Anfangsmarkierung von P. Anfangs enthalte QO eine Bedingung fur
jede Stelle in My. Die Anfangsmarkierung von Q besteht aus genau diesen
Bedingungen. Wir setzen £ := {My}.

2. Sei t eine Transition von P und P’ eine Menge von Bedingungen, so dass
keine Bedingung durch ein Cutoff-Ereignis erzeugt wird. AuBerdem sei P’ in O
Uberdeckbar, es sei B(P") = *t, und (P’, t) sei noch nicht in Q enthalten.

2a. Wenn es kein solches Paar (P, t) gibt, dann Ende.

2b. Flige dem Préfix das Ereignis t’ := (P’, t) hinzu (mit P’ als Preset und t als
Beschriftung). Erweitere den Prafix um eine Bedingung fur jede Ausgangsstelle
von t, die zugleich Ausgangstelle von t’ wird.

2c. Wir ordnen t’ eine (in P erreichbare) Markierung My zu (s.u.). Falls My € &,
so ist t’ ein Cutoff. Sonst £ := £ U {My}.
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Bemerkung: Lassen wir den Schritt 2¢c aus (d.h. es gibt keine Cutoffs), so
erhalten wir die gesamte (unabgeschnittene) Entfaltung von P.

Die Gestalt von Q (d.h. welcher Prafix der Entfaltung generiert wird), hangt von
der Reihenfolge ab, in der Ereignisse generiert werden. (Wir kommen spater
hierauf zurlck!)
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Beispiel 1: Petri-Netz. ..

t2 t6
p2 P
p4
tl p3 p7 t4
- O

t3 tS

228



.und moglicher Prafix der Entfaltung

pl p4 pS
X9

tl t4

QCK oL
t2 t5 -
o
to6
- P3

t3
TN p4 p41,’ N

pl -
[ \
\ 1
\‘//
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Bestimmung von My,

Wenn wir dem Prafix ¢ = (P’, t) hinzufigen, bestimmen wir My
folgendermaf3en:

Idee: My ist die “minimale” Markierung, die durch Feuern von ¢’ entsteht.

Seien x, y zwei Knoten (Bedingungen oder Ereignisse) in Q. < sei die kleinste
Halbordnung, bei der x < y gilt, wenn es eine Kante von x nach y gilt.

Sei x ein Knoten von Q. Wir definieren | x| :={y |y <xVy = x}.

M, sei die Markierung, die durch Schalten der Ereignisse in | t'| entsteht (in
irgendeiner Reihenfolge). Merke: Eine solche Schaltfolge gibt es, da P’
Uberdeckbar ist.
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2,p4.p5
t1 {ppp}

{pl,p4.p5}

p4 @

t2

tS

{p3.p5}  {pl.p7}
p3€> dﬂ

o

{pl,p4.p6} t4

e
-
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Bemerkungen

Die Konstruktion von O terminiert, weil jede Markierung My in P erreichbar ist
und P nur endlich viele erreichbare Markierungen hat.

In den meisten Fallen ist ein Prafix

grof3er als das zugehorige Petri-Netz;

kleiner als der zugehorige Erreichbarkeitsgraph.
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Konflikt, Kausalitat, Nebenlaufigkeit

Aus der Struktur der Entfaltung konnen wir Aussagen Uber das Verhaltnis von
Bedingungen zueinander ableiten.

Seien p, g zwei (unterschiedliche) Bedingungen von O.

p, g heil3en kausal abhangig, falls p < g gilt. (D.h., p muss in jeder
Schaltfolge “vor” g markiert werden.)

p, q stehen in Konfliki, falls es Ereignisse t,u gibt mitt = u, t € |p|, u € |q]
und *t N ®u #= (0. (D.h., p, g kbnnen nicht gemeinsam markiert werden!)

p, g heiBen nebenlaufig, falls sie weder kausal abhangig sind noch in Konflikt
miteinander. (D.h., p, g kbnnen zugleich markiert werden!)
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Erreichbarkeit in Prafixen

Bemerkung: Eine Menge Bedingungen P’ in Q ist Uiberdeckbar gdw. alle Paare
p, q € P’ nebenlaufig sind.

Die Nebenlaufigkeitsrelation N (mit p N g gdw. p, g nebenlaufig sind) lasst sich
wahrend der Generation der Entfaltung effizient generieren.

Falls P’ in Q erreichbar (Uberdeckbar) ist, so ist B(P") in P erreichbar
(Uberdeckbar). Gilt auch die umgekehrte Richtung?
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Eigenschaften eines vollstandigen Prafixes

Far endliche Systeme P gilt:

Ein Term (d.h. eine Variable) Y ist in P erreichbar gdw. im vollstandigen
Prafix ein mit Y beschrifteter Knoten erreichbar ist.

Dies gilt unabhangig von der Reihenfolge, in der die Ereignisse dem Prafixes
hinzugeflgt werden.

Far Petri-Netze P (und einen Entfaltungs-Prafix O hatten wir gerne folgende
Vollstandigkeits-Eigenschaft:

Eine Markierung M ist in P erreichbar gdw. in Q eine Markierung M’ mit
B(M") = M erreichbar ist.

Leider qilt dies nicht fur alle Prafixe Q. Ob O die Vollstandigkeits-Eigenschaft hat,
iIst abhangig von der Reihenfolge, in der die Ereignisse von O generiert werden!
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Beispiel 2

Wir betrachten folgendes Petri-Netz:

R

T

XX
) |

P
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In Beispiel 2 ist die Markierung {p} erreichbar, z.B. durch die Schaltfolge AB T.

Das Netz kann auch die Markierung { e, f} erreichen, indem entweder A C oder
B D geschaltet wird, und dann durch E F wieder zur Anfangsmarkierung
zurickkehren.

Wir werden sehen, dass ein Prafix, der nach dem Prinzip der Tiefensuche
generiert wird, in diesem Beispiel die Transition T Gbersieht.
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Durch Tiefensuche wird untenstehender Prafix erzeugt (Reihenfolge der
Ereignisse und Cutoffs in rot):
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Adaquate Ordnung

Sei Q die (womoglich unendliche) Entfaltung von P, die durch Konstruktion des
Prafix “ohne Cutoff-Bedingung” entsteht.

Sei < eine totale Ordnung auf den Ereignissen von Q, die < verfeinert (d.h.
t < t' impliziert t < t').

Intuition: < ist eine mogliche Reihenfolge, in der die Ereignisse von O generiert
werden kdnnen.

Sei O derjenige (eindeutige!) Prafix von Q, bei dem die Ereignisse in der von <
vorgegebenen Reihenfolge hinzugefligt wurden.

Wir nennen < adaquat, falls 9O~ die Vollstandigkeits-Eigenschaft hat.
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Konfigurationen

Sei M eine erreichbare Markierung in Q. Dann nennen wir Cyy 1= Upecpm|p] €ine
Konfiguration. Die maximalen (bzgl. <) Bedingungen einer Konfiguration C
bilden eine erreichbare Markierung M.

Bemerkung: FUr jedes Ereignis t sind [{] \ {t} und |t] Ut®* =: C;
Konfigurationen. Bemerkung: M¢, = M;.

Wir nennen E eine Erweiterung von C, falls CN E = () und C U E ist erneut eine
Konfiguration. In diesem Fall schreiben wir C & E far die Konfiguration C U E.

Seien M, M’ zwei Markierungen von Q, so dass B(M) = B(M'). Wenn E eine
Erweiterung von Cy ist, so gibt es eine zu E isomorphe Erweiterung E’ von Cy.
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Hinreichende Bedingungen flur adaquate Ordnungen

Folgende Bedingung garantiert, dass < adaquat ist:

Seien t, t' zwei Bedingungen mit t < ¢ und M; = My, und E eine
Erweiterung von C; sowie E’ die zu E isomorphe Erweiterung von Cy.
Dann gilt u < /, falls Cy = C;UEund Cy = Cy U E'.

Bemerkung: Dies wird z.B. garantiert durch t < t, falls |C¢| < |Cy|.

Beweis: Sei Q die Entfaltung von P und < eine Ordnung, die obige Bedingung
erfallt, Wir zeigen, dass QO vollstandig ist. Sei also M eine in P erreichbare
Markierung. Dann gibt es eine Markierung M’ in Q@ mit B(M") = M. Entweder ist
Cpy in Q< enthalten, oder Cyy = C; & E fur irgendein Cutoff-Ereignis t. Dann
aber gibt es ein Ereignis ¢’ mit C;, = C;und t’ < t und daher eine Konfiguration
C' := Cy @ E’, wobei E’ isomorph zu E ist, und es gilt B(My) = B(M") = M.
Entweder ist C’' in O~ enthalten, oder man wiederholt das Argument, aber nur
endlich oft, da < wohlfundiert ist.
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6.5: Petri-Netze und CTL



Petri-Netze und CTL

Das CTL-Model-Checking-Problem flir Petri-Netze ist:

Gegeben ein Petri-Netz N und eine CTL-Formel ¢, erfullt N (bzw. die
zugehorige Kripke-Struktur) ¢?

Dieses Problem ist unentscheidbar.
Genauer gesagt qilt dies schon fur die Klasse der (1,P)-PRS, d.h. Petri-Netze

“ohne Synchronisation”.

Zum Beweis zeigen wir, dass N, ¢ zusammen den Ablauf einer
Registermaschine charakterisieren konnen.
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Zahlermaschinen

Eine Zahlermaschinen ist ein Tripel M = (Q, C, ).

Bemerkung: Zahlermaschinen (engl. counter machines) werden in der Literatur
auch Registermaschinen oder Minsky-Maschinen gennant.

Q= {91, ..., 9qn} sind Kontrollzustande, auch vorstellbar als Sprungmarken
eines Programms.

C ={c1,...,cm} ist die Menge der Zahler, d.h. Variablen, die natirliche Zahlen
enthalten.

Eine Konfiguration von M ist ein Element aus Q x INj', d.h. Kontrollzustand und
Inhalt der Zahler.

Die Anfangskonfiguration ist (g1,0,...,0).
Eine Konfiguration mit Kontrollzustand gn heil3t Endkonfiguration.
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0: Q— (Cx Q)U(C x Q x Q) sind die Anweisungen, eine fir jeden
Kontrollzustand. Es gibt zwei Arten von Anweisungen:

Typ 1: Falls 6(q;) = (¢j, qk), so wird bei Kontrollzustand g; der Zahler ¢; um
eins erhoht und zu Kontrollzustand q, gewechselt.

Typ 2: Falls 6(q;) = (¢, gk, 9¢), so wird getestet, ob ¢; den Wert 0 hat; falls
ja, wird zu g, gesprungen, sonst Cj um eins erniedrigt und zu g, gesprungen.

Als Sonderfall ist die Anweisung bei gn einfach halt.

Man kann sich eine Zahlermaschine auch wie ein Programm der
untenstehenden Art vorstellen:

gy:inc cy; goto gs
go: if c3 = 0O then goto g3 else dec c3; goto g, fi

dso- halt
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Zahlermaschinen sind Turing-machtig

Es ist bekannt, dass Zahlermaschinen Turing-Maschinen simulieren konnen.
Genauer gesagt qilt dies bereits fir Zahlermaschinen mit nur zwei Zahlern.

Daher ist unentscheidbar, ob eine Zahlermaschine aus der Anfangskonfiguration
heraus eine Endkonfiguration erreichen kann.

Gegeben eine Zahlermaschine M, konstruieren wir ein Netz N und eine Formel
¢, so dass N ¢ erfullt gdw. M eine Endkonfiguration erreichen.

Wie schon beim Beweis der Unentscheidbarkeit PA/LTL wird N Ablaufe haben,
die in M nicht moglich sind, die aber von ¢ “ausgefiltert” werden.
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Konstruktion von N

Wir geben N in Form eines BPP an, also mit Regeln X — Y71 || -- - || Yx-

Flr jeden Kontrollzustand qg; gibt es drei Variablen (Stellen) @,-, Q; und R; sowie
die Regel
Q — @l Q

Die Anfangsvariable X hat folgende Regel:
X— Q- 11Qnll Q

N hat drei Variablen fir jeden Zahler.

Zahler Cj wird durch Variablen Cj, Dj und Ej reprasentiert.

Far jeden Zahler c; gibt es folgende Regeln:

7D b L E E
CG—0Db | — & j—F

247



Falls 6(q;) = (¢, qk), so gibt es noch folgende Regel:
Q — G || Q

Falls 6(q;) = (cj, dx, Qr), SO gibt es die Regeln

AuBerdem fligen wir Regeln f[]r qn hinzu:
halt

Qn Rn Rn — ¢

Ein Term (eine Markierung) der Form

~ ~ k k
Qi1 Qnl QI CH - Il Cpf”
entspricht einer M-Konfiguration (q;, k1, - . . , km). Solche Terme nennen wir gut.

Die erste aus X erreichbare Konfiguration ist gut und entspricht der
Anfangskonfiguration.
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Konstruktion von ¢

Bei Anweisungen des ersten Typs kann ein guter Term direkt zu einem anderen
guten Term Ubergehen in der Weise, dass dies dem zugehdrigen Ubergang in
M entspricht (Erhohung eines Zahlers).

Um von einem guten Term zu einem anderen guten Term zu kommen, muss man
(bei Anweisungen des zweiten Typs) durch einige Zwischenterme gehen. Diese
nennen wir im Folgenden fast gut.

Wir konstruieren zunachst eine Formel ¢g, die alle guten und fast guten Terme
charakterisiert. Von jedem guten Term wird es nur eine Sequenz von fast guten
Termen geben, die in den nachsten guten Term Uberleitet, und dies wird der
Funktionsweise von M entsprechen (Test auf 0, ggfs. Zahler erniedrigen und
Sprung).

Solange ein Ablauf von N dann in Zustanden bleibt, die ¢4 erflllen, entspricht
dieser Ablauf dem (einzigen) Ablauf von M.
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Hilfsweise definieren wir folgende Formel, wobei
A={g91,1,---,9n,n,d1,€1,...,dm, e€m} ist:
k k
Nur(ai,...,ax) = N\ EXain \ “EX(a;AEXa) A A -EX a
=1 i=1 acA\{a1,...,ac}

Die Formel Nur stellt sicher, dass im gegenwartigen Zustand alle Aktionen

ai, ..., a, ausfohrbar sind, aber nicht zweimal hintereinander. Aul3erdem stellt
sie sicher, dass die einzigen weiteren Aktionen, die im gegenwartigen Zustand
moglich sind, das Erniedrigen eines Zahlers (Aktion c;) oder Erzeugen eines
Kontrollzustands (Aktion -) sind.

Bemerkung: Die guten Zustande sind diejenigen, die die Formel

\/ Nur(q;)
i=1

erfullen.
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Wir setzen ¢g := \/,f’:1 gbg, d.h. ¢g enthalt eine Disjunktion flr jeden
Kontrollzustand.

FUr Anweisungen vom ersten Typ und fUr gn setzen wir qbg = Nur(q;).

Fur Anweisungen vom zweiten Typ setzen wir, falls 6(q;) = (cj, gk, qp) ist,

cpg = <ﬁ EX ¢ A (Nur(q,-) vV Nur(r;) v Nur(r;, qk)>)
V <(Nur(q,-) AN EX cj) Vv Nur(qj, d;) v Nur(r;, d;)
vV Nur(rj, ej) vV Nur(r;, &), qy) vV Nur(qy, ej)>
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Konstruktion von ¢

Wir setzen jetzt
¢» = AX AF(—¢g VvV EX halt)

Das AX dient nur dazu, den ersten Initialisierungsschritt zu tGberspringen.
Danach gibt es genau eine Sequenz von Termen, die der Funktionsweise der
Zahlermaschine entspricht. Alle anderen Sequenzen landen also irgendwann in
einem —¢g-Zustand.

Falls die Maschine nicht halt, ist die Formel also nicht erfallt, denn es gibt einen
Sequenz von Termen, in denen immer ¢g und nie EX halt gilt. Andernfalls ist sie
erfallt.
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Entscheidbarkeitsgrenze fir CTL und CTL*

Wir haben gesehen, dass CTL* fur Klassen (S,S) entscheidbar und CTL flr die
Klasse (1,P) unentscheidbar ist. Flr beide Logiken sind also genau die Klassen
unter der blauen Linie entscheidbar.
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6.6: Petri-Netze und LTL



Petri-Netze und LTL

Das LTL-Model-Checking-Problem fir Petri-Netze ist:

Gegeben ein Petri-Netz N und eine LTL-Formel ¢, erflllt N (bzw. die
zugehorige Kripke-Struktur) ¢?

Dieses Problem ist entscheidbar.
(im Gegensatz zum entsprechenden Problem fur CTL)

Der Beweis benutzt ahnliche Techniken wie bei Pushdown-Systemen.

255



Vorgehensweise

Man Ubersetze —¢ in einem Blchi-Automaten B.
(Merke: Das Alphabet von B sind die Transitionen von N.

Erweitere N zu einem Netz N/, wie folgt:

Jeder Zustand von B wird eine zusatzliche Stelle in N/.

Wenn (q, T, q@’) eine Transition von B ist, flige zu N’ die Kanten (g, T) und
(T,q") hinzu.

Der Anfangszustand von B enthalt eine Marke in der Anfangsmarkierung.

Jede Schaltfolge von N’ gibt nun eine Schaltfolge von N mit dem
entsprechenden Ablauf in B wieder.
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Reduktion auf zyklische Erreichbarkeit

Eine (unendliche) Schaltfolge in B nennen wir akzeptierend gdw. sie unendlich
oft einen akzeptierenden Zustand von B markiert.

N erflllt ¢ nicht gdw. N’ eine akzeptierende Schaltfolge hat.

Eine Schaltfolge o = MoM; . . . ist akzeptierend gdw. es M;, M; gibt mit / < J,
M; < M; und in M; und M; ist ein akzeptierender Zustand markiert.

Beweis: Die Rulckrichtung ist trivial. Fur die Hinrichtung betrachte man die
(unendliche) Untersequenz aller Markierungen mit akzeptierenden
Zustanden. Daraus filtern wir nochmal eine unendliche Untersequenz, in
der immer derselbe akzeptierende Zustand markiert ist. Dann existieren
Mj und M; wegen Dicksons Lemma.
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Algorithmus

Wir suchen also Markierungen M mit folgenden Eigenschaften:
(1) M markiert einen akzeptierenden Zustand.
)M =—=*M mitM < M
(38) M € R(N')

Wenn ein solches M existiert, so erflllt N ¢ nicht.

Eigenschaft (2) kann mithilfe des Uberdeckbarkeitsgraphen getestet werden.

Man wahlt M als Anfangsmarkierung und konstruiert den UG. Eigenschaft
(2) gilt gdw. der UG einen Zyklus zu M oder einen Knoten M’ mit M < M’
enthalt.

Far welche Markierungen M sollten wir Eigenschaft (2) testen?
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Wir nutzen Dicksons Lemma, um endlich viele solche Tests durchzuflhren:

In jeder unendlichen Schaltsequenz o = MgM; ... gibt es nur endlich
viele Indizes /, so dass M; minimal in o ist.

Daraus konnen wir folgende (nicht-deterministische) Vorgehensweise ableiten:

1. Setze M := My (die Anfangsmarkierung).

2a. Falls M unvergleichbar ist zu allen bisher gesehenen Markierungen:
Wenn M einen akzeptierenden Zustand markiert, fuhre den Test far (2) durch.

2b. Falls bereits eine Markierung M’ mit M < M’ gesehen wurde: In diesem
Fall brechen wir ab.

2c: Falls M strikt eine gesehene Markierung M’ Giberdeckt: Erweitere M zu
einer w-Markierung (analog zum UG) und fahre wie bei 2a fort.
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3. Suche eine Nachfolge-Markierung M’ von M, setze M := M’ und fahre bei
2a, 2b oder 2c fort.

Fall 2a kann nach Dicksons Lemma nur endlich oft auftreten. Fall 2c kann
ebenfalls nur endlich oft auftreten, weil wir nur endlich viele Stellen auf w setzen

konnen.

Ein deterministischer Algorithmus kann aus dem obigen durch Backtracking
gewonnen werden.

Komplexitat:

Man kann zeigen, dass die Anzahl der Schritte exponentiell beschrankt ist, so
dass das Problem in EXPSPACE liegt.

Kein effizienter Algorithmus bekannt!
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Entscheidbarkeitsgrenze flr LTL

Wir haben gesehen, dass LTL fir die Klassen (S,S) und (P,P) (d.h. Pushdown
und Petri-Netze) entscheidbar und flr (1,G) unentscheidbar ist.

/ \
(S,G)
AN
(S,S)
&QQ
(1,8) (1,P)

N

(1,1)
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Teil 7: Die Klasse (G,Q)



Die Klasse (G,G)

Die Klasse der (G,G)-PRS ist die allgemeinste Klasse der PRS-Hierarchie.

Wir haben bereits gezeigt, dass das Model-Checking-Problem far LTL, CTL,
CTL* unentscheidbar fir diese Klasse ist.

Das folgende Erreichbarkeitsproblem ist jedoch entscheidbar.

Gegeben ein PRS P und zwei Terme t, t/, gilt t ==* /?
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Erreichbarkeit in Petri-Netzen

Es ist bekannt (Mayr 1984), dass das Erreichbarkeitsproblem fir Petri-Netze
entscheidbar ist.

Gegeben ein Petri-Netz N und eine Markierung M, gilt M € R(N)?

Merke: Dieses Erreichbarkeitsproblem lasst sich nicht auf das LTL-Problem fur
Petri-Netze reduzieren.

Der 0.g. Entscheidungsalgorithmus hat nicht-primitiv-rekursive Laufzeit.
Es ist bekannt, dass das Erreichbarkeitsproblem mindestens EXPSPACE-hart
Ist.
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Erreichbarkeit in PRS

Die Entscheidbarkeit des Erreichbarkeitsproblems flr PRS ist eine
(vergleichsweise) einfache Konsequenz aus den Erreichbarkeitsproblemen fur

PDS und PN.

Man flige zu P zunachst Regeln der Form X — f; und t, — Y hinzu, wobei
X, Y “frische” Variablen sind. Dann reduziert sich das Problem auf die Frage

X =*Y.

Dann wandelt man P in ein PRS P’ um, in dem keine Regel sowohl den
Sequenz-Operator als auch den Parallel-Operator enthalt (indem man Regeln
aus P, die beides enthalten, in mehrere Schritte aufspaltet, mit zusatzlichen
frischen Variablen). In P/ gilt X ==* Y gdw. es in P gilt.
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Mit Pp bezeichnen wir dann das PRS, das entsteht, wenn man aus P’ alle
Regeln mit Sequenz-Operator entfernt, und Pg entsprechend.

Man zeigt jetzt folgendes Lemma: Falls X’ =—* Y’ oder X/ =* ¢ in P/ gilt
(fiir irgendwelche Variablen X', Y’), dann gibt es auch irgendwelche
Variablen X" Y so dass X" =* Y" oder X" =* ¢ in Pp oder Pg gilt.

Die letztere Bedingung ist entscheidbar. Man finde also alle solche Variablen
X", Y", die die letztere Bedingung erflllen, und flige zu P’ die Regel
X" =* Y" bzw. X" =* £ hinzu (und damit auch zu Pp und Pg).

Auf diese Weise “saturiert” man P’, bis es nichts mehr hinzuzufligen gibt, und
praft anschliefBend, ob man die Regel X — Y hat.
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Beweis fur das Lemma:

Sei o (X", Y die kiirzeste Sequenz von Regeln in P/, die X" in Y”
Uberfihrt (analog o (X") far X" und ¢).

Wahlen wir unter denjenigen X, Y (bzw. X", fir die es noch keine Regel
X" — Y" (bzw. X" — ¢) gibt, diejenigen/dasjenige aus, so dass
o (X", Y") bzw. o(X") minimal ist.

Dann zeigen wir, dass o (X", Y") bzw. o(X"") entweder nur Regeln aus Pp
oder nur Regeln aus Pg enthalt.

(Beweis durch Widerspruch, man zeigt, dass wenn beiderlei Regeln
auftreten, entweder eine nicht-minimale Sequenz benutzt wird oder die Wahl
von X", Y falsch war.)
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