
Herbrand Universum

Das Herbrand- Universum D(F ) einer geshlossenen Formel F inSkolemform ist die Menge aller variablenfreie Terme, die aus denBestandteilen von F gebildet werden k�onnen. Im speziellen Fall, da�in F keine Konstante vorkommt, w�ahlen wir zun�ahst eine beliebigeKonstante, zum Beispiel a, und bilden dann die variablenfreienTerme. Formaler ausgedr�ukt, D(F ) wird wie folgt induktiv de�niert:(1) Alle in F vorkommenden Konstanten sind in D(F ). Falls Fkeine Konstante enth�alt, so ist a in D(F ).(2) F�ur jedes in F vorkommende n-stellige Funktionssymbol f undTerme t1; t2; : : : ; tn in D(F ) ist der Term f(t1; t2; : : : ; tn) inD(F ).
. 1/??

Herbrand Strukturen

Sei F eine Aussage in Skolemform. Dann hei�t jede zu f passendeStruktur A = (UA; IA) eine Herbrand-Struktur f�ur F , falls folgendesgilt:(1) UA = D(F ),(2) f�ur jedes in F vorkommende n-stellige Funktionssymbol f undt1; t2; : : : ; tn 2 D(F ) ist fA(t1; t2; : : : ; tn) = f(t1; t2; : : : ; tn).

. 2/??Der fundamentale Satz der Pr�adikatenlogik

Satz: Sei F eine Aussage in Skolemform. F ist genau dann erf�ullbar,wenn F ein Herbrand-Modell besitzt.

. 3/??

Herbrand-Expansion

Sei F = 8y18y2 : : : 8ynF � eine Aussage in Skolemform. Dann istE(F ) die Herbrand-Expansion von F , de�niert alsE(F ) = fF �[y1=t1℄[y2=t2℄ : : : [yn=tn℄ j t1; t2; : : : ; tn 2 D(F )g

Die Formeln in E(F ) entstehen also, indem die Terme in D(F ) in jederm�oglihen Weise f�ur die Variablen in F � substituiert werden.

. 4/??



Satz von G�odel-Herbrand-Skolem

Satz: F�ur jede Aussage F in Skolemform gilt: F ist erf�ullbar genaudann, wenn die Formelmenge E(F ) (im aussagenlogishen Sinn)erf�ullbar ist.Beweis: Es gen�ugt zu zeigen, da� F ein Herbrand-Modell besitztgenau dann, wenn E(F ) erf�ullbar ist.Die Formel F habe die Form 8y18y2 : : : 8ynF �. Nun gilt:

. 5/??

A ist ein Herbrand-Modell f�ur Fgdw. f�ur alle t1; t2; : : : ; tn 2 D(F ) gilt:A[y1=t1℄[y2=t2℄:::[yn=tn℄(F �) = 1gdw. f�ur alle t1; t2; : : : ; tn 2 D(F ) gilt:A(F �[y1=t1℄[y2=t2℄ : : : [yn=tn℄) = 1gdw. f�ur alle G 2 E(F ) gilt A(G) = 1gdw. A ist ein Modell f�ur E(F )

. 6/??Satz von Herbrand

Satz: Eine Aussage F in Skolemform ist unerf�ullbar genau dann,wenn es eine endlihe Teilmenge von E(F ) gibt, die (imaussagenlogishen Sinn) unerf�ullbar ist.Beweis: Ummittelbare Folge des Satzes von G�odel-Herbrand-Skolemund des Endlihkeitssatzes.

. 7/??

Algorithmus von Gilmore

Sei F eine pr�adikatenlogishe Aussage in Skolemform und seifF1; F2; F3; : : : ; g eine Aufz�ahlung von E(F ).

Eingabe: Fn := 0;repeat n := n+ 1;until (F1^F2^ : : :^Fn) ist unerf�ullbar;Gib \unerf�ullbar" aus und stoppe.

. 8/??



Satz von L�owenheim-Skolem

Satz: Jede erf�ullbare Formel der Pr�adikatenlogik besitzt bereits einabz�ahlbares Modell (also eines mit abz�ahlbarer Grundmenge).Beweis: Aus F gewinnen wir G in Skolemform mit:F hat ein Modell mit Grundmenge X genau dann, wenn Gein Modell mit Grundmenge X hat.F erf�ullbar ! G erf�ullbar ! G besitzt ein Herbrand-Modell (X; I1)! F besitzt ein Modell (X; I2) ! F besitzt ein abz�ahlbares Modell(da X aufz�ahlbar)

. 9/??
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