Aquivalenzen

Satz. Seien F' und G beliebige Formeln:

(1) =VaF =3x—F
—dxF =Va—-F

(2) Falls z in G nicht frei vorkommt, gilt:
(VzF ANG) =Vz(F AG)

(VzF VvV G) =Vz(F V Q)

(FzF ANG) =3x(FAG)

(JzF Vv G) =3x(FVG)

(Ve F ANVzG) =V (F A G)

(JxF Vv JzG) = Jx(F V G)

(4) VaVyF = VyVoF
JxdyF = JydzF

(3)
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Pranexform

Eine Formel heiBt pranex oder in Pranexform, falls sie die Bauart hat

Q1y1Q2y2 cee QnynFa

wobei @Q; € {3,V}, n > 0, und die y; Variablen sind. Es kommt ferner
kein Quantor in F' vor.

Satz. Fiir jede Formel gibt es eine dquivalente (und bereinigte) Formel

in Pranexform.
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Bereinigte Formeln

Eine Formel heiBt bereinigt, sofern es keine Variable gibt, die in der
Formel sowohl gebunden als auch frei vorkommt, und sofern hinter
allen vorkommenden Quantoren verschiedene Variablem stehen.

Lemma. Sei F' = QxG eine Formel mit @ € {V,3}. Sei y eine
Variable, die in G nicht vorkommt. Dann gilt F' = QyG|[z/y].

Lemma. Zu jeder Formel F' gibt es eine aquivalente Formel in bere

nigter Form.

Skolemform

Fiir jede Formel F' in BPF definieren wir ihre Skolemform(—el) als
das Resultat der Anwendung folgenden Algorithmus auf F":
while F' enthilt einen Existenzquantor do
begin
F habe die Form F' = Vy,Yys ... Vy,32G fiir eine
Formel G in BPF und n > 0 (der Allquantorblock kar
auch leer sein);
Sei f ein neues bisher in F' nicht vorkommendes
n—stelliges Funktionssymbol;
F =Yy Yy YuGlz/ f(yi, v2, -5 ya)]i
(d. h. der Existenzquantor in F' wird gestrichen und
jedes Vorkommen der Variablen z in GG durch

F(y1,v2, ..., Yn) ersetzt)
end



Satz. Fiir jede Formel F' in BFP gilt: F'ist erfiillbar genau dann, wenn

die Skolemform von F erfullbar ist.
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Umformungsschritte

Gegeben: eine pradikatenlogische Formel F' (mit eventuellen
Vorkommen von freien Variablen).

1. Bereinige F' durch systematisches Umbenennen der gebundenen
Variablen. Es entsteht eine zu F' dquivalente Formel F}.

2. Seien y1,Y2,...,Y, die in F' bzw. F; vorkommenden freien
Variablen. Ersetze I durch Fy, = dy;3ys ... Jy, F. Dann ist F,
erfiillbarkeitsaquivalent zu £} und F' und enthélt keine freien
Variablen mehr.

3. Stelle eine zu F; dquivalente (und damit zu F
erfiillbarkeitsaquivalente) Aussage Fj3 in Pranexform her.
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Klauselform

Eine Aussage heiBt in Klauselform, falls sie die Bauart hat
V1 Vys .. Yy, F,

wobei F' keine Quantoren enthalt und in KINF liegt.
Eine Ausage in Klauselform kann als Menge von Klauseln dargeste

werden.

e Eliminiere die vorkommenden Existenzquantoren durch
Ubergang zur Skolemform von F3. Diese sei F und ist dann
erfiillbarkeitsaquivalent zu F3 und damit auch zu F'.

e Forme die Matrix von F; um in KNF (und schreibe diese
Formel Fy dann als Klauselmenge auf).



Aufgabe

Welche dieser Formel sind bereinigt, in Pranexform, in Skolemform, in
Klauselform?

Va(Tet(x) V Cube(x) V Dodec(x))

Jx3y(Cube(y) V BackOf(z,y))

Va(—=FrontOf(xz,x) A ~BackOf(x, x))

—dzxCube(x) < Vr—Cube(x)

Va(Cube(x) — Small(x)) — Yy(—Cube(y) — —Small(y))

(Cube(a) ANVxSmall(z)) — Small(a)

Jz(Larger(a,x) A Larger(z,b)) — Larger(a,b)
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