Syntax der Prddikatenlogik: Variablen, Terme Formeln

Nun kénnen wir (wiederum induktiv) definieren, was Formeln (der

Eine Variable h ie F ;mite=1,2,3.... Lo
ine Variable hat die Form x; mit ¢ Pradikatenlogik) sind.

Ein Pridikatensymbol hat die Form P* und ein Funktionssymbol hat

(2

die Form fFmiti=1,2,3... und k= 0,1,2.... Hierbei heiBt i (1) Falls P ein Pradikatsymbol der Stelligkeit & ist, und falls
jeweils der Unterscheidungsindex und k die Stellenzahl (oder t1,... t, Terme sind, dann ist P(ty,...,t;) eine Formel.
Stelligkeit). Wir definieren nun die Terme durch einen induktiven

(2) Fiir jede Formel F ist auch —F' eine Formel.

(3) Fiir alle Formeln F' und G sind auch (F'AG) und (F V G)
Formeln.

ProzeB:
(1) Jede Variable ist ein Term.

(2) Falls f ein Funktionssymbol mit der Stellenzahl &, und falls (4) Falls = eine Variable ist und F' eine Formel, so sind auch 3z F

ty,... 1 Terme sind, so ist auch f(t,....tx) ein Term. und Yz F' Formeln. Das Symbol 3 wird Existenzquantor und V
Hierbei sollen auch Funktionssymbole der Stellenzahl 0 eingeschlossen Allquantor genannt.
sein, und in diesem Fall sollen die Klammern wegfallen. Nullstellige Atomare Formeln nennen wir genau die, die gemaB 1. aufgebaut sin:

Falls ' eine Formel ist und F als Teil einer Formel G auftritt, so

Funktionssymbole heiBen auch Konstanten.
heiBt F' Teilformel von G.
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Freie und gebundene Variablen, Aussagen Aufgabe

NF: Nicht-Formel F: Formel, aber nicht Aussage A: Aussage
Alle Vorkommen von Variablen in einer Formel werden in freie und
gebundene Vorkommen unterteilt. Dabei heiBt ein Vorkommen der

Variablen z in der Formel F' gebunden, falls x in einer Teilformel von NEI|F|A
F der Form dxG oder VxG vorkommt. Andernfalls heil8t dieses VaP(a)

Vorkommen von z frei.

Eine Formel ohne Vorkommen einer freien Variablen heiBt geschlossen vady(Q(z,y) vV R(z,y))

oder eine Aussage. VeQ(v, x) — JxQ(z,y)

Die Matrix einer Formel F' ist diejenige Formel, die man aus F’ erhalt, VeP(x) VVrQ(x,x)

indem jedes Vorkommen von 3 bzw. V, samt der dahinterstehenden Va(P(y) A VyP(x))

Variablen gestrichen wird. Symbolisch bezeichnen wir die Matrix der

Formel F' mit F*. P(z) — J2Q(z, P(z))

Vf 3eP(f(x))
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NF: Nicht-Formel  F: Formel, aber nicht Aussage A: Aussage

NF | F | A

<

z(—~VyQ(z,y) A R(x,y))

32(Q(z,x) V R(y, 2)) — y(R(z,y) A Q(x, 2))
Jz(—P(x) V P(f(a)))

P(x) — JzP(x)

vy ((Py) — Qlz,y)) V ~P(x))
eV Q(x, )
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Sei F eine Formel und A = (Uy, 14) eine Struktur. A heiBt zu F
passend, falls I 4 fiir alle in £’ vorkommenden Pradikatsymbole,
Funktionssymbole und freien Variablen definiert ist.

Mit anderen Worten, der Definitionsbereich von I 4 ist eine Teilmenge
von {PF fF x;li = 1,2,3,... und k = 0,1,2.,...}, und der Werte-
bereich von I 4 ist eine Teilmenge aller Pradikate und Funktionen auf
U4, sowie der Elemente von U 4. Wir schreiben abkiirzend statt 1 4(P)

einfach P4, statt I4(f) einfach f* und statt I4(z) einfach 2.
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Semantik der Pradikatenlogik: Strukture

Eine Struktur ist ein Paar A = (U4, 14) wobei Uy eine beliebige ab
nicht leere Menge ist, die die Grundmenge von A (oder der
Grundbereich, der Individuenbereich, das Universum) genannt wird.
Ferner ist I 4 eine Abbildung, die

e jedem k—stelligen Pradikatensymbol P (das im
Definitionsbereich von I 4 liegt) ein k—stelliges Pradikat tiber U
zuordnet,

e jedem k—stelligen Funktionssymbol f (das im Definitionsbereic
von I 4 liegt) eine k—stellige Funktion auf U4 zuordnet,

e jeder Variablen z (sofern 4 auf x definiert ist) ein Element de
Grundmenge U4 zuordnet.

Auswertung in einer Struktur

Sei F' eine Formel und A eine zu F' passende Struktur. Fiir jeden
Term ¢, den man aus den Bestandteilen von F' bilden kann (also au:
den Variablen und Funktionssymbolen), definieren wir nun den Wer:
von t in der Struktur A, den wir mit A(t) bezeichnen. Die Definitio
ist wieder induktiv.

(1) Falls ¢ eine Variable ist (also t = ), so ist A(t) = 2.

(2) Falls t die Form hat t = f(t1,...,t;) wobei t1,...,t; Terme
und f ein k—stelliges Funktionssymbol ist, so ist

A(t) = fAA(t), ..., A(tr)).

Der Fall 2 schlieBt auch die Moglichkeit ein, daB f nullstellig ist, als
die Form hat t = a. In diesem Fall ist also A(t) = a**.



Auf analoge Weise definieren wir (induktiv) den (Wahrheits—) Wert
der Formeln F unter der Struktur A, wobei wir ebenfalls die
Bezeichnung A(F") verwenden.

e Falls £ die Form hat F' = P(ty,...,t;) mit den Termen
t1,...,tx und k—stelligem Pradikatsymbol P, so ist

A(F) = { 1, falls (A(ty),...,A(tr)) € PA

0, sonst
e Falls F' die Form F' = —( hat, so ist

1, falls A(G)=0

0, sonst

A(F) = {
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e Falls F' die Form F' = VxG hat, so ist

A(F) = 1, falls fir alle d € Uy gilt : Apq(G) =1
B 0, sonst

e Falls F' die Form F = JxG hat, so ist

A(F) = { 1, falls es ein d € Uy gibt mit : Apq(G) =1

0, sonst

Hierbei bedeutet A[, /4 diejenige Struktur A, die iiberall mit A

identisch ist, bis auf die Definition von :r““/. Es sei namlich :(:“4/ =d,
wobei d € Uy = U, — unabhingig davon, ob 14 auf = definiert ist

oder nicht.
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e Falls I’ die Form F' = (G A H) hat, so ist

1, falls A(G)=1und A(H) =1

0, sonst

o
e Falls F' die Form F' = (G V H) hat, so ist

1 =1 H)=1
A(F) = { . falls A(G) =1 oder A(H)
0, sonst

Modell, Giiltigkeit, Erfiillbarkeit

Falls fiir eine Formel F' und eine zu F' passende Struktur A gilt
A(F) =1, so schreiben wir wieder A = F.

Sprechweise: F gilt in A oder A ist Modell fiir F'.

Falls jede zu F' passende Struktur ein Modell fiir F' ist, so schreiben
wir |= F', andernfalls (= F.

Sprechweise: F' ist (allgemein—)giiltig.

Falls es mindestens ein Modell fiir die Formel F' gibt, so heit F’
erfiillbar, andernfalls unerfiillbar.



Aufgabe

G: Giiltig  E: Erfiillbar, aber nicht giiltig  U: Unerfiillbar

VaP(a)

Jz(=P(z) V P(a))
P(a) — JzP(x)
P(z) — 3xP(x)
Ve P(x) — JdxP(x)
Ve P(x) N =VyP(y)
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Folgerung und Aquivalenz

Eine Formel G heiBt eine Folgerung der Formeln Fi, ..., F}, falls fiir
jede Struktur, die sowohl zu Fi, ..., F} als auch zu G passend ist,
gilt:

Wenn A Modell von {F}, ..., F} ist, dann ist A auch
Modell von G.

Wir schreiben Fy, ..., F), = G, falls G eine Folgerung von Fi, ..., Fj
ist.

Zwei Formeln F unf G heiBen (semantisch) aquivalent, falls fiir al-
le Strukturen A, die sowohl fiir F' als auch fiir G passend sind, gilt
A(F) = A(G). Hierfiir schreiben wir F' = G.
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G: Giiltig  E: Erfiillbar, aber nicht giiltig  U: Unerfiillbar

Va(P(x,z) — JaVyP(z,y))
VaVy(r =y — f(x) = f(y))
Vavy(f(z) = fly) » z =y)
Iy (f(x) =y A f(2) = 2 Ny # 2)

Aufgabe

(1) VaP(z)VVzQ(z,x)
(2) Va(P(z)V Q(z,x))
(3) Va(vVzP(z) v vyQ(z,y))

1. 2.
2. k= 3.
3. = 1.




(1) FyVzP(x,y)
(2) VzIyP(z,y)

VaVyF = VyVao F
VoedyF = daVyF
JxdyF = dydaF

JIN Ve F VVzG =Vz(F V Q)

L E2 Vo F AVzG =V (F A G)
2. 1. JxF Vv 32G = 3x(F V G)
JxF A 3G = 3x(F A G)
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