Binary Decision Diagrams (Einfiihrung)

Binary Decision Diagrams (BDDs) sind bestimmte Graphen, die als
Datenstruktur fiir die kompakte Darstellung von booleschen
Funktionen benutzt werden.

BDDs wurden von R. Bryant 1986 eingefiihrt.

BDDs werden sehr hiufig benutzt, um Aquivalenzprobleme zwischen
aussagenlogischen Formeln zu losen.

Sehr wichtig im Bereich Hardwareentwurf und Hardwareoptimierung.



Graphen

Ein (endlicher) gerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei V
eine (endliche) Menge von Knoten und £ C V x V eine Menge von
Kanten ist.

Ein Knoten wird graphisch durch einen Punkt dargestellt.
Eine Kante (v, v’) wird graphisch durch einen Pfeil von v nach ¢’
dargestellt.

Die Vorganger eines Knotens v sind die Knoten v, fiir die es Kanten
(v',v) gibt. Analog werden die Nachfolger definiert.



Pfade und Zyklen

Ein Pfad von v nach v’ ist eine nichtleere Sequenz

(v, v1)(v1,v2) (V2,3) + . . (Vn—1, Vn)(Vn, V')
von Kanten.

Ein Knoten v’ ist aus v erreichbar, wenn v = v’ oder es einen Pfad
von v nach v’ gibt.

Ein Zyklus ist ein Pfad von einem nach demselben Knoten.



Azyklische Graphen und ihre Untergraphen

Ein azyklischer Graph ist ein Graph ohne Zyklen.

Sei G = (V, F) ein azyklischer Graph und sei v € V' ein Knoten. Der
Graph G, = (V', E') wird wie folgt definiert:

e /' enthilt alle Knoten von V, die aus v erreichbar sind.
e F' enthilt alle Kanten (v, vy) mit v, € V7.

Wir nennen G, einen Untergraph von G. Wenn V' = {vy,...,v,},
dann ist {G,,,...,G, } die Menge der Untergraphen von G.



Baume und Walder

Ein Baum ist ein gerichteter Graph, der die folgenden Eigenschaften
erfillt:

(1) Der Graph enthélt keine Zyklen.
(2) Alle Knoten haben hochstens einen Vorganger
(3) Es gibt genau einen Knoten ohne Vorganger.

Der Knoten ohne Vorganger heilt die Wurzel des Graphen. Die
Knoten ohne Nachfolger heiBen Blatter. Die Nachfolger eines Knotens

sind seine Kinder.
Ein Wald ist ein Graph, der (1) und (2) erfiillt, aber nicht unbedingt
(3), d.h. ein Wald darf mehrere Wurzeln haben.



Boolesche Funktionen

Eine boolesche Funktion der Aritat n > 1 ist eine Funktion
{0,1}" — {0, 1}.

Beispiele:

1 wenn xy=1oderxzy, =1

0 wennzy =0 und zo =0

oder(zy,xs) = {



To wenn xp =1

if_then_else(x, x5, x3) =
r3 wenn x; =0

/.B.: if_then_else(1,0,1) = 0, if_then_else(0,0,1) =1

1 wenn xy + 29 = 2324

summe(xy, Lo, T3, Ty) = { ) t
sons

/Z.B.: summe(1,1,1,0) =1 (denn 1 4+ 1 = 10),
summe(0,0,0,1) =0 (denn 0 + 0 = 00).



(1 wenn die Mehrheit der Eingaben

mehrheit, (x1,...,%,) = < xq,...,%, den Wert 1 hat

. 0 sonst
Z.B.: mehrheity(1,1,0,0) = 0, mehrheit3(1,0,1) =1

paritat, (z1,...,2,) = < mit dem Wert 1 gerade ist

. 0 sonst
Z.B.: paritaty(1,0,1) = 1, paritdt,(1,0) = 0

(1 wenn die Anzahl der Eingaben z1, ...



Formeln und boolesche Funktionen

Sei F' eine Formel, und sei n eine Zahl mit der Eigenschaft, dass alle
atomaren Formeln, die in F' vorkommen, zur Menge {A4,..., A,}
gehoren.

Beispiel: F' = Ay A Ay, n = 2, aber auch n = 3!

Wir definieren die boolesche Funktion fp:{0,1}" — {0, 1}:

fr(xy, ..., x,) = Wahrheitswert von F' unter der Belegung, die den
Variablen A4, ..., A, die Werte z1,..., 2,

zuordnet.



Beispiel: Fir F' = A; A Ay :

f%(O,l) — Wertvon 0A1 =0
f2(0,1,1) = Wertvon 0A1 =0

Bemerkung: Wenn {A;,..., A,} die atomaren Formeln sind, die in F
vorkommen, dann ist fz im Wesentlichen die tbliche
Wahrheitstabelle von F'.

Konvention: Wir schreiben z.B. f(xy, 29, 23) = 21 V (22 A —11).
Damit meinen wir, dass f = f3 fiir die Formel F' = A; V (Ay A —Ay).
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Fakt: Seien F} und F, zwei Formeln und sei n eine Zahl mit der
Eigenschaft, daB alle atomare Formeln, die in F} oder F5 vorkommen,
zur Menge { A, ..., A,} gehoren. Dann gilt f7. = fi gdw. I} = F5.

BGiSpiGl: F1 = Al, FQ = Al N\ (AQ V _IAQ).

f5,(0,0) = 0 = [5(0,0)
f5,(0,1) = 0 = f5(0,1)
f7(1,0) = 1 f1,(1,0)
fr(L1) = 1 = fi(1,1)

Konvention: Die Konstanten 0 und 1 werden als (die einzigen)
boolesche Funktionen der Aritat 0 aufgegasst.
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summe als binarer Entscheidungsbaum

Eine boolesche Funktion kann als binarer Entscheidungsbaum
dargestellt werden




Variablenordnungen

Ein Entscheidungsbaum kann die Variablen in einer anderen
Reihenfolge betrachten als in der Funktion vorgegeben.
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Eine Variablenordnung ist eine Bijektion
b:{1,...,n} = {x1,..., 2.}

Wir sagen, dass b(1),b(2),b(3),...,b(n) die erste, zweite, dritte, ...,
n-te Variable entsprechend der Ordnung b ist.

Fiir die Bijektion b(1) = x;,,...b(n) = x;, benutzen wir die Notation

Tip < Tjy < o0 <TG, -
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Binare Entscheidungsbaume

Ein binarer Entscheidungsbaum fiir die Variablenordnung
x;, < ...<uax; Iist ein Baum, der die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) Alle Blatter sind mit 0 oder 1 beschriftet.

(2) Alle anderen Knoten sind mit einer Variablen beschriftet und
haben genau zwei Kinder, das 0-Kind und das 1-Kind. Die
Kanten, die zu den Kindern fihren, sind mit 0 bzw. mit 1

beschriftet.
(3) Wenn die Wurzel kein Blatt ist, dann ist sie mit x;, beschriftet.

(4) Wenn ein Knoten mit z;_ beschriftet ist, dann sind seine beide
Kinder Blatter.

(5) Wenn ein Knoten mit z;. beschriftet ist und j < n, dann sind
seine beide Kinder mit x; ., beschriftet.
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Jeder Pfad eines binaren Entschiedungsbaums entspricht einer
Belegung der Variablen z;,,...x; und umgekehrt.

Die von einem binaren Entscheidungsbaum 1" dargestellte boolesche
Funktion f7 wird folgendermalen definiert:

fr(xy,...,x,) = Beschriftung des Blatts, das durch den Pfad,
der der Belegung z;, x;, ... x; entspricht,

erreicht wird.

Ein binarer Entscheidungswald ist ein Wald von binaren
Entscheidungsbaumen mit derselben Variablenordnung. Ein
Entscheidungswald stellt die Menge der Funktionen dar, die von den
Whurzeln der Baume dargestellt werden.
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Binary Decision Diagrams (informell)

Ein BDD (multiBDD) ist eine “komprimierte Darstellung” eines
bindren Entscheidungsbaums (Entscheidungswalds).

Ein BDD (multiBDD) kann aus einem Entscheidungsbaum (-wald)
durch wiederholte Anwendung zweier Komprimierungsregeln
gewonnen werden (siehe Beispiel auf den nachsten Folien):

o Regel 1: Gleiche Unterdiagramme wiederverwenden.

e Regel 2: Innere Knoten entfernen, bei denen das 0-Kind und das
1-Kind derselbe Knoten ist (redundante Knoten).

Diese Regeln werden angewendet, bis alle Unterdiagramme
verschieden sind und es keine redundanten Knoten gibt.
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Beispiel: Unterdiagramme wiederverwenden




Beispiel: Unterdiagramme wiederverwenden

Alle 0- und 1-Knoten zusammengefasst.



Beispiel: Unterdiagramme wiederverwenden

H O® & &
o ’3

1 0

Gleiche z4-Knoten zusammengefasst.



Beispiel: Unterdiagramme wiederverwenden

o \

ci‘\
G &

Gleiche x3-Knoten zusammengefal3t; fertig.
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Beispiel: Redundante Knoten entfernen

©, @@
fa



Beispiel: Redundante Knoten entfernen

F

@@. L

r4-Knoten entfernt



Formale Definition von BDDs

Ein BDD fiir eine gegebene Variablenordnung ist ein azyklischer
Graph, der die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) Es gibt genau einen Knoten ohne Vorganger (die Wurzel)

(2) Es gibt einen oder zwei Knoten ohne Nachfolger. Sie sind mit 0
oder 1 beschriftet.

(3) Alle anderen Knoten sind mit einer Variable beschriftet und

haben (genau) zwei verschiedene Kinder, das 0-Kind und das
1-Kind. Die Kante, die zu dem 0-Kind bzw. dem 1-Kind flihrt,
ist mit O bzw. mit 1 beschriftet.

(4) Ein Kind eines Knotens ist mit 0, 1, oder mit einer groBeren
Variablen als die Variablen seiner Vorganger beschriftet.

(5) Alle Untergraphen des Graphen sind verschieden.
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MultiBDDs

Ein multiBDD ist ein azyklischer Graph, der (2)-(5) erfiillt und einige
ausgezeichnete Knoten enthalt, die wir die Wurzeln nennen.

Jeder Knoten ohne Vorganger ist eine Wurzel. Knoten mit
Vorgangern diirfen jedoch auch Wurzeln sein.

Ein multiBDD stell eine Menge von booleschen Funktionen dar, eine
fir jede Wurzel.
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Bemerkungen

Bemerkung: Ein Untergraph eines BDDs ist wieder ein BDD.
Bemerkung: Die Funktion true,(x1,...,x,) mit

true,(x1,...,x,) =1 fir alle z1,x,, € {0,1}"

wird fiir jedes n > 1 und fiir jede Variablenordnung durch das BDD

dargestellt, das aus einem einzigen, mit 0 beschrifteten Knoten
besteht.

Analoges gilt fiir die Funktion false, (z1, ..., z,)
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EinfluB der Variablenordnung

Die Wahl der Variablenordnung kann die BDD-GroBe erheblich
beeinflussen.

Beispiel:
f(ilfl, vy Iy Tty - - - ,ZEQn) E— ($1 < $n_|_1)/\(5132 < Zl?n_|_2)/\' . /\($n < $2n)

GroBe wachst exponentiell in n fir

T1 <o <Xy < Ty < -+ < Top,.

GroBe wachst linear in n fir

T < Tpp1 < To < Tpao < ... < Ty < Top,.

Problem in der Praxis: Wahl einer giinstigen Variablenordnung.
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Eindeutigkeit von BDDs

Wir zeigen, dass es fiir jede boolesche Funktion und fiir jede
Variablenordnung ein einziges BDD gibt, dass die Funktion darstellt.

Dafiir zeigen wir allgemeiner (aber einfacher!), dass es fiir jede Menge
boolescher Funktionen derselben Aritat und fiir jede Variablenordnung
ein einziges multiBDD gibt, dass die Menge darstellt.
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Die Funktionen f|0] und f|1]

Lemma |: Sei f eine boolesche Funktion der Aritat n > 1. Es gibt
genau zwei boolesche Funktionen f[0] und f[1]| der Aritdt (n — 1) mit

f(xy,...,2,) = (mx I Af|0](za, ..., x0) )V (1 Af1] (22, ..., 2p)) (1)

Beweis: Die Funktionen f|0] und f|1] definiert durch

flol(zg, ..., x,) = f(0,29,...,x,) und

flll(zg, ... ,x,) = f(1,29,...,x,) erfilllen die Gleichung (1).
Seien fy und f; beliebige Funktionen die (1) erfiillen. D.h.
flxy,...,zn) = (mx1 A folza, ... x,)) V(21 A fi(ze, ..., x,)) .
Aus den Eigenschaften von V und A folgt

f(0,29,...,2,) = fo(xa,...,2,) und zusammen mit

f(O, Loy o ,an) — f[O](CEQ, ce ,.len)

gilt fo = f]0]. Analog zeigt man f; = f[1].
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Sei f:{0,1}"™ — {0, 1} eine boolesche Funktion, sei B ein BDD mit
der Variablenordnung x; < x5 < ... < x,, und sei v die Wurzel von
B. Definiere die Knoten v[0] und v[1]| wie folgt:

(1) Wenn v mit x; beschriftet ist, dann sind v[0] und v[1] das
0-Kind und das 1-Kind von v.

(2) Wenn v nicht mit z; beschriftet ist, dann v|0] = v = v[1].

Lemma II: B stellt die Funktion f dar genau dann, wenn v[0] und
v|1] die Funktionen f|0] und f[1] darstellen.
Beweis: Einfach.

30



Satz: Sei F eine nichtleere Menge von booleschen Funktionen der

Aritat n und sei x;, < ... < z; eine Variablenordnung. Es gibt genau
ein multiBDD, das F darstellt.

Beweis: Wir betrachten die Ordnung 1 < x4 < ... < x,, fiir andere
ist der Bewels analog.

Beweis durch Induktion liber die Aritat n.

Basis: n = 0. Es gibt zwei boolesche Funktionen mit n = 0, namlich
die Konstanten O und 1, und zwei BDDs Ky, K bestehend aus
einem einzigen, mit 0 oder 1 beschrifteten Knoten. {0} wird durch
Ko, {1} durch Ky, und {0,1} durch das multiBDD, das aus Kq und
K besteht, dargestellt.
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Schritt: n > 0. Sei F ={f1,..., fr}.

Definiere 7/ = { f1[0], f1[1], ..., fx[0], fx[1]} mit f;[0] und f;[1] wie in
Lemma I.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass es genau ein multiBDD
B’ mit Wurzeln vyg, v11, ..., Uk, Vg1 gibt, das F’ darstellt. D.h., fiir
jede Funktion f;[7] stellt die Wurzel v;; die Funtion f;|j] dar.
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Sei B das multiBDD mit Wurzeln v4, ... v, der aus B’ gewonnen
wird, in dem fiir : = 1,2, ..., k folgendes gemacht wird:

e Wenn Vo = V;1, Setze v; ;= v;p.
(In diesem Fall wird f; durch v,y dargestellt.)

e Wenn v;y # v;; und B’ einen Knoten v mit v als 0-Kind und
v;1 als 1-Kind enthalt, setze v, := v.

e Wenn v;y # v;; und B’ keinen solchen Knoten enthilt, flige

einen neuen Knoten v; mit v;g als 0-Kind und v;; als 1-Kind zu
B hinzu.

(Damit stellt v; die Funktion f; dar, siehe Lemma II.)

B stellt die Menge F dar. Wir zeigen nun, dass B das einzige
multiBDD mit dieser Eigenschaft ist.
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Sei B ein beliebiges multiBDD mit Wurzeln v4, ... v,, das F darstellt.
Aus Lemma Il folgt, dass B Knoten ©;[0], 51[1], ..., 9%[0], ¥ [1]
enthalt, die die Funktionen aus F’ darstellen. Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt, dass das multiBDD, das aus diesen
Knoten und ihren Nachfolgern besteht, identisch mit B’ ist, d.h.,

vi; = 4;[j] fur alled € {1,...,k} und j € {0,1}.

Seien v; und ¥; die Wurzeln von B und B, die f; darstellen. Aus
Lemma | und Il folgt, dass v;p und v;|0] die Funktion f|0], v;; und
v;|1] die Funktion f|1] darstellen. Da es v;[0] = ©;|0] und v;[1] = v;|1]
gilt erhalten wir v; = v;.

Damit sind B und B identisch.
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Berechnung von BDDs aus Formeln

Aufgabe: Gegeben eine Formel F' iiber die atomaren Formeln

A1, ..., A, und eine Variablenordnung fiir {zy,...,x,}, berechne das
BDD, das die Funktion fr(x1,...,x,) darstellt.

Naives Verfahren: Berechne den Entscheidungsbaum von fr und
verkleinere ihn mit Hilfe der Komprimierungsregeln.

Problem: Der Entscheidungsbaum ist viel zu groB!

Besseres Verfahren (Idee): Berechne rekursiv das multiBDD fiir

{ fria, 0, fria, a7} fir ein geeignetes A;, und leite daraus das BDD
fir fr ab.

Hierbei ist F'|A; /0] bzw. F'[A;/0] die Formel, die man erhalt, in dem
jedes Vorkommenvon A; durch 0 bzw. durch 1 ersetzt.

In den folgenden Folien bearbeiten wir diese Idee.
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Sei M ={Fi,..., F,} eine nichtleere Menge von Formeln.

Wir definieren eine Prozedur multiBDD(M), die die Wurzeln eines
multiBDD zuriickgibt, das die Menge { fr, ..., fr, } darstellt.

Ko bezeichnet den mit 0 beschrifteten Knoten.
K bezeichnet den mit 1 beschrifteten Knoten.

Eine echte Formel ist eine Formel, in der mindestens eine Variable
vorkommt (d.h. nicht nur O und 1).

Eine atomare Formel A; ist kleiner als A;, wenn x; vor z; in der
Variablenordnung vorkommt.
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Die Funktion multiBDD (M)

if M keine echte Formel enthalt

then if alle Formeln in M aquivalent zu 0 sind
then return {Kgy}
else if alle Formeln in M aquivalent zu 1 sind
then return {K;}
else return {Ky, K}

else Wahle eine echte Formel ' € M.
Sei A; die kleinste atomare Formel, die in F' vorkommt.
Sei B = multiBDD( (M \ {F})U{F|A;/0], F|A;/1]} ).
Seien vy, v; die Wurzeln von B, die F'|A;/0], F|A;/1] darstellen.
if v9 = v; then return B
else flige einen Knoten v mit vy, vy als 0- und 1-Kind

(falls es keinen solchen Knoten schon gibt);

return (B \ {vg,v1}) U {v}
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Aquivalenzprobleme

Gegeben zwei Formeln Fj, F5, das folgende Verfahren entscheidet, ob
Fi = F; gilt:

e \Wahle eine geeignete Variablenordnung 1 < ... <z, .
e Berechne ein multiBDD fiir { F1, F5}.

e Priife, ob die Wurzel vp, , vg, identisch sind.

Fir Schaltkreise: die BDDs werden nicht aus Formeln, sondern direkt
aus dem Schaltkreis generiert.
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Operationen mit BDDs

Gegeben:
e zwei Formel F, G iiber die atomaren Formeln A;,... A,
e cine Variablenordnung fiir {x,...,z,},

e ecin multiBDD mit zwei Wurzeln vg, vg, die die Funktionen
fr(zy,...,x,) und fp(xy1,...,x,) darstellen, und

e cine bindre Operation (e.g. V, A\, —, <)

Aufgabe: berechne ein BDD fiir die Funktion frog(z1, ..., 2n).

Mit unserer Konvention gilt froqg = fro fo
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Ildee des Verfahrens

Lemma: (fro fe)[0] = frl0] o fc[0] und (fro fc)[l] = fr[l]o fall].

Beweis: Aufgabe.

Verfahren: (fiir die Ordnung =1 < 25 < ... < x,, fiir andere analog)

e Berechne ein multiBDD fiir { fr|0] o f&|0], fr[1] o fa[1]}.
(Rekursiv.)

e Baue mit Hilfe des Lemmas ein BDD fiir frog(x1,...,x,).
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Die Funktion Oder(vg, vg)

if vy = K oder v = K; then return K,
else if vr = vg = Ky then return K
else Seien vpq, vgo die 0-Kinder von vg, vg und
seien Vg1, Vg1 die 1-Kinder von vg, vg
vo := Oder(vpg, vgo); v1 := Oder(vey, va)
if vg = v; then return v
else flige einen Knoten v mit vy, vy als 0- und 1-Kind
(falls es keinen solchen Knoten schon gibt);
return v
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Quelle:

Eine Implementierung von BDD

An introduction to Binary Decision Diagrams

Prof. H.R. Andersen
http: //www.itu.dk /people/hra/notes-index.html
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Datenstrukturen

BDD-Knoten kodiert als Zahlen 0,1,2,... mit 0, 1 fiir die Endknoten

BDD-Knoten werden in einer Tabelle
T:uw— (1,1, h)

gespeichert, wobel 1, [, h die Variable, das 0-Kind und das 1-Kind von
u sind. (Hier steht [ fiir “low” und h fir “high”.)

Wir verwalten auch eine zweite Tabelle
H:(i,l,h) — u
so das die folgende Invariante gilt:

T(u) = (i,l,h) iff H(i,l,h) =u
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Basis-Operationen auf T

init(T): Initialisiert 7" mit 0 und 1
add(T,7,l,h): Gibt Knoten mit Attributen (7,1, h) zuriick
var(u), low(u), high(u): Gibt die Variable, das 0- oder das 1-Kind

von u zuruck

Basis-Operationen auf H:

Initialisiert H als die leere Tabelle

Priift, ob (i,1,h) in H liegt

Gibt den Knoten H (7,1, h) zuriick

fligt (i,0,h) — u zu H (wenn noch nicht da)

init(H
member(H, 1,1, h
lookup(H i, h
insert(H,i,l, h,u

):
);
):
);



Die Funktion Make(i, [, h)

Suche in H nach einem Knoten mit Attributen (i,1,h). Wenn es den
Knoten gibt, dann gib ihn zuriick. Sonst erzeuge einen neuen Knoten
und gib ihn zuriick.

Make(i,1, h)

if [ =h then return |

else if member(H,i,l,h) then
return lookup(H, 1, h,l)

else u :=add(T,1,1,h)
insert(H, i1, h,u)
return u

SRy
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Implementierung von Oder

Problem: die Funktion kann mehrmals mit denselben Argumenten
aufgerufen werden!

Losung: Dynamische Programmierung. Die Ergebnisse samtlicher
Aufrufe werden gespeichert. Bei jedem Aufruf wird erst gepriift, ob
das Ergebnis schon berechnet wurde.

Oder(uy, us)
1: init G
2: return Oder’(uy, us)
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Oder’ (uy,u2)
1:

e o XN

if G(ui,uz) # empty then return G(ui,us)
elseif u; =1 or us =1 then return 1
else if v1 =0 and wuy =0 then return 0
else if wvar(u;) = var(uz) then

u = Make(var(uy), Oder'(low(uy), low(us)),

Oder’ (high(uy), high(us2)))

else if wvar(ui) <wvar(uz) then

u = Make(var(uy), Oder’ (low(uy), us), Oder' (high(uy),us))
else u := Make(var(us), Oder' (uy, low(us)), Oder' (uy, high(us)))
G(ui,u2) =u

10: return u
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