Aquivalenz

Zwei Formeln F' und G heiBen (semantisch) dquivalent, falls fiir alle
Belegungen A, die sowohl fiir F' als auch fiir G passend sind, gilt

A(F) = A(G). Hierfiir schreiben wir F' = G.
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Aufgabe

Gelten die folgenden Aquivalenzen?

(AN(AVB) = A

~(AVB) = (mAA-B)
(AN(BVC)) = (AANB)V(O)
(AN(BV(C)) = (AANB)V(ANQC))



Die Hauptprobleme

Modellpriifung
Sei F' eine Formel und sei A eine passende Belegung. Gilt

A(F) =17

Erfullbarkeit
Sei F' eine Formel. Ist F' erflillbar ?

Giltigkeit
Sei F' eine Formel. Ist F' giiltig ?

Folgerung
Seien F' und G Formeln. Gilt F' = G7

Aquivalenz
Seien F' und G Formeln. Gilt F' = G7
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Es gelten die folgenden Aussagen:

Wenn
Wenn
Wenn
Wenn

(F — G) giiltig
FEG
(F — G) giiltig
F=G

Aufgabe

dann
dann
dann

dann

FEG
(F — G) giiltig
F=aG
(F «— G) giiltig
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Reduktion von Problemen (1)

Welche Probleme lassen sich auf welche reduzieren?
o Giiltigkeit <= (Nicht)Erfiillbarkeit:

F giltig  gdw. —F' nicht erfiillbar
F' erfilllbar  gdw. —F nicht giiltig

e Giiltigkeit = Folgerung:
F giiltig gdw. T = F (T ist beliebige giiltige Formel)
e Folgerung = Giiltigkeit:
FEG gdw. F — G giltig
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Reduktion von Problemen (II)

o Giiltigkeit => Aquivalenz:
F giltig gdw. F =T (T ist beliebige giiltige Formel)
e Aquivalenz = Gilltigkeit:
F=G gdw. F « G giltig

6/77



Eigenschaften der Aquivalenz

reflexiv: Es gilt I = F' fiir jede Formel F' (jede Formel ist zu sich
selbst dquivalent)

symmetrisch: Falls /' = G gilt, so gilt auch G = F
transitiv: Falls F'= G und G = H gilt, so gilt auch F = H

abgeschlossen unter Operatoren: Falls F} = F5 und G = G4 gilt, so
gllt auch (F1 /\ Gl) — (FQ A\ GQ), (F1 V Gl) — (F2 V Gg) und
_WJFH_ — “Lljé.

Reflexive, symmetrische, transitive Relation = Aquivalenzrelation

Aquivalenzrelation + Abgeschlossenheit unter

Operatoren = Kongruenzrelation
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Ersetzbarkeitstheorem

Die Abgeschlossenheit 1aBt sich auch folgendermaBen formulieren:

Satz (Ersetzbarkeitstheorem)
Seien F' und G &quivalente Formeln. Sei H eine Formel mit (minde-
stens) einem Vorkommen der Teilformel F'. Dann ist H dquivalent zu

H', wobei H' aus H hervorgeht, indem (irgend) ein Vorkommen von

F in H durch GG ersetzt wird.
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Aquivalenzen (1)

Satz
Es gelten die folgenden Aquivalenzen:
(FAF) = F
(FVF) = F (Idempotenz)
(FANG) = (GAF)
(FVG) = (GVF) (Kommutativitat)
(FANG)NH) = (FA(GANH))
(FVG)VH) = (FV(GVH)) (Assoziativitat)
(FAN(FVG) = F
(FV(FANG) = F (Absorption)



Aquivalenzen (11)

(FANG)V(FAH))

(FVG)AN(FV H)) (Distributivitat)
F (Doppelnegation)
(—=FV -G)

(—=F N -G) (deMorgansche Regeln)

F', falls F' Tautologie
G, falls ' Tautologie (Tautologieregeln)

Gz, falls F' unerfiillbar
F, falls F' unerfiillbar  (Unerfiillbarkeitsregeln)
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Normalformen (1)

Definition (Normalformen)

Ein Literal ist eine atomare Formel oder die Negation einer atomaren

Formel. (Im ersten Fall sprechen wir von einem positiven, im zweiten
Fall von einem negativen Literal).

Eine Formel F' ist in konjunktiver Normalform (KNF), falls sie eine
Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist:

n m;

F=(A(V L)),

i=1 j=1

WObei Lz,j -~ {A17A27 .. } U {_IAlj_IAQ’ .. }
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Normalformen (11)

Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls sie eine
Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist:

n m;

F=(V(A L)),

i=1 j=1

wobel -l;i,j c {:141]_,_/4;3, . °:} U {;—14/1]_’-—111123’. . .},
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Umformungsmethode

Gegeben: eine Formel F'.

1. Ersetze in F' jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

—-—G  durch G
—~(GANH) durch (-GV-H)
—~(GV H) durch (-G A-H)

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.

2. Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

(FFV(GANH)) durch ((FVG)N(FVH))
(FAG)VH) durch (FVH)AN(GV H))

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.
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Ablesen aus Wahrheitstafel

DNF: Aus jeder Zeile mit Wahrheitswert 1
wird eine Konjunktion, aus einer O in der Spal-

—_ = = =, O O O O

—_ = O O = = O Ol

— O = O R © ~ o0

te A wird = A, aus einer 1 wird A

(FAAN-BA-C)V (mAANBAC)
V(AN-BA=C)V(ANBAC)

KNF: Aus jeder Zeille mit Wahrheitswert 0

wird eine Disjunktion, aus einer 0 in der Spal-
te A wird A, aus einer 1 wird = A

— O O R Rk O O |1

(AVBV-C)AN(AV-BVC)
AN(—mAV BV -C)A(—mAV-BVC(C)
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Mengendarstellung

e Klausel: Menge von Literalen (Disjunktion).
{A, B} stellt (AV B) dar.
e Formel: Menge von Klauseln (Konjunktion).

{{A, BY, {-A, B}} stellt (AV B) A (=AV B)) dar.

Die leere Klausel ist aquivalent zu einer unerfiillbaren Formel.
Die leere Formel ist aquivalent zu einer giiltigen Formel.
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Prazedenzen

Prazedenz der Operatoren:

< bindet am schwachsten

—>

V
A\
—  bindet am starksten

Es gilt also:
A< BV-C—-DAN-E=(A« (BV-C)— (DA-E)))

Dennoch: Zu viele Klammern schaden i.a. nicht
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