Theorien

Eine Signatur ist eine (endliche oder unendliche) Menge von
Pradikaten- und Funktionssymbolen. Wir nehmen an, dass eine
Signatur S festgelegt worden ist.

Eine Theorie ist eine Menge von Formeln T (liber S) fiir die gilt:
wenn Fy,....F, €T und {F,...,F,} EG, dann G €T,

Fakt: Sei A eine Struktur, die zu S passt. Die Menge der Formeln F
mit A(F') = 1 bildet eine modelltheoretisch-definierte Theorie.

Fakt: Sei F eine entscheidbare Formelmenge (eine Axiomenmenge).
Die Menge der Formeln F' mit F = F bildet eine
axiomatisch-definierte Theorie.



Beispiele

Modelltheoretisch-definierte Theorien:
o Arithmetik: Th(N,0,1,+, -, <).
e Presburger Arithmetik: Th(N, 0, 1, 4, <).
e Lineare Arithmetik: Th(Q,0,1,4+,¢c- (c € Q), <).

Axiomatisch-definierte Theorien:

e Theorie der Gruppen, Ringe, Korper, booleschen Algebren . ..

e Abstrakte Datentypen: Keller, Warteschlangen, ...



Entscheidbarkeit, Axiomatisierbarkeit

Eine Theorie T' ist entscheidbar wenn es einen Algorithmus gibt, der
fir jede Aussage F' iiber S entscheidet, ob F' € T'.

Eine Theorie T’ ist axiomatisierbar wenn es eine entscheidbare
Formelmenge F C T gibt, aus der alle Formeln aus 1" folgen.



Quantorenelimination

Eine Quantorenelimination-Prozedur (QE-Prozedur) fiir eine
modelltheoretisch-definierte Theorie I' ist eine berechenbare
Funktion, die eine Formel dzF' (F quantorenfrei) auf eine
quantorenfreie Formel GG abbildet mit:

° .A(Ele) = A(G)
e Die freien Variablen von { sind auch freie Variablen von d2 F'.

Notation: mit F; =4 F5 bezeichnen wir, dass A(F}) = A(F5) gilt.



Satz: Wenn alle quantorenfreie Aussagen einer Theorie entscheidbar
sind und die Theorie eine QE-Prozedur hat, dann ist die Theorie

entscheidbar.
Bewels:
e Bringe die Formel in Pranexform.

e Eliminiere die Quantoren von innen nach auBen, wobei
Allguantoren mit Hilfe der Regel VF' = —d—=F in
Existenzquantoren umgewandelt werden.

e Entscheide die resultierende boolesche Kombination von
quantorenfreien Aussagen.



Lineare Arithmetik

Lineare Arithmetik: Th(Q,0,1,4+,¢c- (c € Q), <)
Syntax:

e Terme: t:=0|1|t;+1t2|cC-t

o Atome: A := 1 < 19 ‘ t1 = 19

e Formeln: F:= A ‘ —F ’ Fl\/FQ | Fl/\F2 ‘ ElF‘\V/F
Struktur A:

e Universum:

e Interpretation von 0O, 1, +, < ist klar.
o A(c-t) =c- A(t).



Michtigkeit

Einige Aussagen, die sich in der linearen Arithmetik ausdriicken lassen:

e Das Ungleichungssystem Ax < b hat keine Losung.
e Jede Losung von A;x < by ist auch eine Losung von Asx < bs.

o Fiir jede Losung z; von A;x < by gibt es Losungen x5 bzw. 23
von AQZE < b2 bzw. Agl’ < bg mit Tr1 = X9 + I3.

e Die kleinste Losung von A;x < by ist groBer als die groBte
Losung von Asx < bs.



Fourier-Motzkin Elimination

(Folgende Folien aus Notizen von Prof. Nipkow.)

Eine QE-Prozedur fiir die lineare Arithmetik.

Gegeben: Formel dxF' mit F' quantorenfrei.
Ziel: Quantorenfreie Formel G mit G =4 dzF'.

/weil Phasen:

e Phase |: Vereinfachung des Problems durch logische
Manipulationen.

e Phase IlI: QE fur den vereinfachten Fall.



Phase |

Schritt 1: Bringe die Negationen nach innen und eliminiere sie mit

ﬁ(751 = t2) = A (tg < tl) V (tl < tg)
_I(tl < tg) = A (tg < tl) V (tQ — tl)
Schritt 2: Wandle in DNF um und schiebe dx durch V nach innen mit
Elil?(Fl V FQ) — E|CIZF1 V ElZI?FQ

Das Ergebnis hat die Form \/\_, 3z(A L, A;;). Damit kénnen wir uns
0.B.d.A. auf den Fall

F=AN...NA,

beschranken.



Phase | (Fort.)

Schritt 3: Miniscoping. Betrachte nur die A;, die x enthalten. Mit der
Regel

dz(A; A Ag) = (Fz A1) A Ay wenn z in Ay nicht frei vorkommt.
konnen wir uns o0.B.d.A. auf den Fall
F=A N...NA, und z kommt in jedem A; frei vor

beschranken.
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Phase | (Fort.)

Schritt 4: Isoliere x in A,.

Definiere z-Atome: A* = x=t|x<t|t<ux.

Fakt: Fiir jedes ¢ € [1..n] gibt es ein x-Atom A? mit A? =4 A;.

(Linearitat notwendig!!)
Beispiel:

Wenn A, =

dann nehme A? =

x40 y<i7-x+3-z2
y+( ) 2 <X

Ot OJ

O.B.d.A. konnen wir uns auf den Fall
F=ATN...NA}

beschranken.
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Phase ||

Fall 1. Es gibt ein k& € [1..n] mit A} = (z = ;).

Dann gilt: JzF =4 Flz/ty].

Setze GG := F[Sl?/tk] — AT[ZIf/tk] JANAN Az[ib‘/tk]

Fall 2. Fiir alle k € [1..n] gilt A7 = (x < ti) oder A = (tx < x).

Klassifiziere die A7:

[ U
F:/\Li/\/\Uj mit L; = ([; < x) und U; = (z < uy)

i=1 j=1

D.h., [; ist eine untere Schranke (lower bound) und u; eine obere
Schranke (upper bound) fiir x.
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Phase Il (Fort.)

Fall 2a: [ = 0 oder u = 0. (Nur obere oder untere Schranken.)
Dann gilt: daF =4 1.
Setze G :=1

Fall 2b: [ > 0 und u > 0. (Sowohl obere wie auch untere Schranken.)

Dann gilt: dxF =4 /\f;:1 N1 (L < uy).
(X F gilt gdw. alle untere Schranken kleiner als alle obere
Schranken. Nur wahr weil Q dicht geordnet!)

Setze G = N\;_y Ni_i(li < uy).
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Komplexitat

Dominiert durch den Fall 2b.
Wenn |F| = O(n) dann gilt |G| = O(n?).

Die Prozedur braucht damit O(n?") Zeit fiir eine Formel
dzy ... dz,, F' der Lange n.
(Angenommen F'ist in DNF.)
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