Unentscheidbarkeit des Giiltigkeitsproblems

Wir gehen in zwei Schritten vor:

e Das Terminierungsproblem ist unentscheidbar.
Es gibt kein Programm, welches als Eingabe ein Programm P
und eine Belegung 3 der Variablen von P akzeptiert und
entscheidet, ob P mit (3 als Anfangsbelegung terminiert.

e Wenn das Giiltigkeitsproblem entscheidbar ware, dann ware
auch das Terminierungsproblem entscheidbar.



Kodierungen

Fakt: Sowohl Programme als auch Anfangsbelegungen konnen als
Integer kodiert werden.

Wir beschranken uns auf Programme, deren Eingabe aus einem Tupel
von Integern besteht. Wir nehmen an, dass Variablen x4, ..., z, mit
dieser Eingabe initialisiert werden.

Einige Notationen:

e P(ay,...,a;) bezeichnet das Programm P mit der
Anfangsbelegung (a,...,a;,0,...,0).
D.h., die Variablen z1, ..., x; bekommen Anfangswerte
ai,...,a; und die Variablen z;.1, ..., x, den Anfangswert 0.

e [I, bezeichet das Programm mit dem Code n (wenn es ein
solches Programm gibt).



Berechenbare Kodierungen

Fakt: Es gibt berechenbare Kodierungen, d.h., Kodierungen, fiir die
die folgenden zwei Programme existieren:

e Der Kodierer.
Eingabe: ein Programm P.
Ausgabe: der Code von P, d.h., die Zahl n mit P = I1,,.

e Der Dekodierer.
Eingabe: eine Zahl n.
Ausgabe: das Programm I1I,, falls n ein Programm kodiert, sonst

‘KP’ (Kein Programm).



Annahme: Es gibt ein Programm T, so dass fiir jedes Paar n,m € N
das initialisierte Programm 7'(n, m) terminiert und zwar mit

KP falls n kein Programm kodiert

JA falls n ein Programm kodiert und
I1,,(m) terminiert

NEIN falls n ein Programm kodiert und

I1,,(m) nicht terminiert

Wir zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt.



Der Widerspruch

Fakt: Aus der Annahme folgt, dass es ein Programm 1" gibt, so dass
fiir jedes n € N das initialisierte Programm T"(n)

terminiert falls n ein Programm kodiert und
I1,,(n) nicht terminiert
nicht terminiert falls n kein Programm kodiert oder

I1,,(n) terminiert



Sei k der Code des Programms 17, d.h. II, = 7T". Das initialisierte
Programm 7" (k) terminiert oder terminiert nicht. Wir haben jedoch:

T'(k) terminiert
—> k kodiert ein Programm und

[T, (k) terminiert nicht (Def. von T")
—> T"(k) terminiert nicht (I, =1T")

T'(k) terminiert nicht
—> 1 (k) terminiert (Def. von T”, denn k ist Code)
—> T'(k) terminiert (II, =1T")

Damit ist die Annahme falsch.



Unentscheidbarkeit des Giiltigkeitsproblems

Wir ordnen jedem Programm P und Variablenbelegung /3
eine Formel ¢ps der Pradikatenlogik zu mit

¢pg Ist gultig
genau dann, wenn

das Programm P mit der Anfangsbelegung (3 terminiert

Die Formel ¢ps kann von einem Programm konstruiert werden.

Daraus folgt, dass kein Programm das Giiltigkeitsproblem der
Pradikatenlogik l6sen kann.



Prog

YATRY,

if-goto-Programme
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¢ : halt
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(

Hintereinanderausfiihrung)



if x1 = 0 then goto 4;

r1 = x1 — 1;

goto 1;
halt




Wir haben gezeigt: kein if-goto-Programm [6st das
Terminierungsproblem fiir if-goto-Programme.

Behauptung: if-goto-Programme konnen alle anderen Programme
simulieren.

Konsequenz: Es gibt kein Programm, egal in welcher Sprache, fiir die
Terminierung von if-goto-Programmen
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Notationen und Definitionen

Mit k bezeichnen wir die Anzahl der Anweisungen von P
(Die letzte Anweisung ist immer halt)

Mit n bezeichnen wir die Anzahl der Variablen von P
(D.h. die Variablen von P sind z1,...,z,)

Eine Konfiguration von P ist eine Tupel (Z,mq,...,m,) € N*"*1,
Z bezeichnet die aktuelle Anweisung und myq, ... m,, die aktuelle
Belegung der Variablen

Konvention: die Nachfolgekonfiguration einer Konfiguration der
Gestalt (£, mq,...,m,) ist wieder (£, mq,...,m,)

11



Symbole der Formel ¢p;

R, Pradikatensymbol, (n + 2)-stellig.
<, Pradikatensymbol, 2-stellig.

f, Funktionssymbol, 1-stellig.

0, Konstante.
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Die kanonische Interpretation A

Universum: N.

<4 ist die gewdhnliche Ordnung auf N.

04 = 0.
f# ist die Nachfolgerfunktion, i.e., fA(n) =n + 1.
RA(s, Z,m1,...,m,) =1 wenn (Z,myq,...,m,) die

Konfiguration von P nach s Schritten ist (fiir die
Anfangsbelegung ().
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Die Hilfsformel 1)p;

Ypg= Yo AN R(0,8) AN Y1 A .. N U

Unter der Interpretation A besagt R(0, ), dass 3 die
Anfangsbelegung des Programms P ist

Unter der Interpretation A beschreibt 1; die Wirkungsweise der -te
Zeile von P. Zum Beispiel:

o Wenn die i-te Zeile die Gestalt i: z; := z; + 1 hat, dann

Vi = VaVyp... Vy, (
R(z, f'(0), 41, --yn) —
R(f(x), FV(0),y1, - Y1, F(Y5), Yjras - 5 Un)
)
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o Wenn die i-te Zeile die Gestalt i: if ; = 0 then goto j hat,
dann

Vi = VaVyir...Vy, (
R(I7fi(0)7y17 . yn) —
( y;,=0 A R(f(x), f7(0),41,-,Yn)
V
—(y; =0) A R(f(z), f(0),u1,...,yn)
)
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o garantiert, dass in allen Modellen < eine Ordnung mit O als
kleinstem Element ist, daB stets x < f(z) gilt, und dass f(z) der
unmittelbare <-Nachfolger von z ist:

Yo = VaVy(z <y —-(y<z)) A
VaVyVz((r <y ANy < z) mx <z) A
Ve(0<xVO0=z) A
Ve(x < f(x)) A
VavVz(e < z — (f(x) < 2V f(x) = 2)
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Die Formel ¢pg

Wir setzen

ops =  WYps — FxIyi... 3y, Rz, f5O),y1,...,Un)

Satz: ¢pg ist giiltig genau dann, wenn das Programm P mit der
Anfangsbelegung 5 terminiert

Beweis: (=): Wenn ¢pg giiltig ist, dann ist insbesondere die
kanonische Interpretation .4 Modell von ¢pg. Da A |= ¥pg
offenscichtlich gilt haben wir

Al 33y, ...y, R(z, f5(0),y1,...,yn). Es folgt, dass P mit
Anfangsbelegung 3 terminiert.
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(«<): (Skizze.) Wenn ¢pg nicht giiltig ist, dann gibt es eine Struktur
B = (UBa]B) mit

B = pg und Bl 23y, ... Ty, Rz, £5(0),y1,...,yn) -
Fiir jedes 7 > 0 sei d; das Element von Uz mit (f%(0))® = d;. Aus
B = ¢pg folgt B |= 1y, und damit gilt (warum?):
o dy<Bd; <Bd,...
e d;=d; gdw. ¢ = 7, und
e fiir alle d € Ug: wenn fP(d) = d; dann d = d,_;.

Sei (Z,mq,...,m,) die Konfiguration von P nach s Schritten (fiir die
Anfangsbelegung 3). Aus B |= vpg folgt RE(d%, d%: d™i, ... d™w)
fiir alle 7 > 0. Mit B (£ 323y; ... Jy, Rz, f5(0),y1,...,y,) gilt,
daB P mit 3 als Anfangsbelegung nicht terminiert.
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Ein alternativer Beweis

Das Parkettierungsproblem:

Gegeben: endliche Menge quadratischer Dominosteine mit fester
Orientierung und beschrifteten Randern: oben, links, unten, rechts.
Ein Stein wird durch zwei Diagonalen in vier Dreiecke geteilt, die
gefarbt sind.

Frage: Kann man die Ebene so parkettieren, dass horizontal oder
vertikal nebeneinanderliegende Dominosteine auf den anstoBenden
Randern dieselbe Farbe tragen?

Satz: Das Parkettierungsproblem ist unentscheidbar.
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Die Reduktion

Wir definieren fiir jede Menge .S von Dominosteine eine Formel ¢¢

mit: ¢g ist erfillbar genau dann, wenn mit S die Ebene parkettiert
werden kann.

Symbole: ein zweistelliges Pradikatensymbol P, fiir jeden Stein s € S,
ein einstelliges Funktionsymbol f.
Kanonische Struktur A:

e Universum: Z x Z.
o f“ist die Nachfolgerfunktion, i.e., f4(n) =mn + 1.

e (i,7) € P; wenn auf dem Punkt mit Koordinaten (7, j) den
Stein s liegt.
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Die Formel ¢4

Sei H die Menge der Paare (s, s’) von Steinen, so dass s’ rechts von
s platziert werden kann.
Sei V' die Menge der Paare (s, s’) von Steinen, so dass s’ liber s

platziert werden kann.
Wir nehmen ¢g = VaVy(Fy A Fy) mit

Fp = /\_'(Ps(xay)/\Ps’(xay))
s#s'
Fo=  \ (Pey) APA(F()0) A

(s,s")EH

\/ (Pulz,y) A Po(z, f(y)))

(s,8")€V
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Korollar: Das Erfiillbarkeitsproblem ist unentscheidbar fiir Formeln der
Gestalt F' = VaVyF™.

Korollar: Das Erfiillbarkeitsproblem ist unentscheidbar fiir Formeln der
Gestalt F' = VxdzVy L™, wobei F™* keine Funktionssymbole enthalt.
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Prafixklassen

Wir betrachten Klassen von Formeln in Pranex-Normalform ohne
Funktionssymbole.

Unentscheidbare Klassen:
e V*3* (Skolem, 1920)
e YVV3 (Suranyi, 1959)
e VIV (Kahr, Moore, Wang, 1962)
Entscheidbare Klassen:
e J"V* (Bernays, Schonfinkel, 1928)
e J*V3* (Ackerman, 1928)
o I*V?3* (Godel 1932, Kalmar 1933, Schiitte 1934)
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