Mengen und Funktionen (1)

Menge: Menge M von Elementen, wird beschrieben als Aufzihlung
M = {A;, Ay, A3, A7}
oder als Menge von Elementen mit einer bestimmten Eigenschaft
M={A;|1<i<3oderi="T}.

Element einer Menge: Wir schreiben a € M, falls ein Element a in
der Menge M enthalten ist.

Teilmengenbeziehung: Wir schreiben A C B, falls jedes Element von

A auch in B enthalten ist. Die Relation C heiBt auch Inklusion.
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Syntax der Aussagenlogik

Eine atomare Formel hat die Form A; (wobei i =1,2,3,...).
Formeln werden durch folgenden induktiven ProzeB definiert:

1. Alle atomaren Formeln sind Formeln
2. Fiir alle Formeln F' und G sind (F' A G) und (F'V G) Formeln.

3. Fir jede Formel F'ist —F' eine Formel.

Sprechweise:
e (FAG): Fund G, Konjunktion von F' und G
e (F'V@G): F oder G, Disjunktion von I’ und G
e — [ nicht F', Negation von F
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Mengen und Funktionen (I1)

Funktion:
fifA — B
a — f(a)

Die Funktion f bildet ein Element a € A auf ein Element f(a) € B
ab.

Beispiel:

f: {Ala A27A37A7} - {07 1}
A= 0, Ay — 1, A3— 0, A7 — 1
Alternativ: f(A;) =0, f(As) =1, f(A3) =0, f(A7) =1
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Formel als Syntaxbaum

Jede Formel kann auch durch einen Syntaxbaum dargestellt werden.

Beispiel: F' = —((—A4V A1) A A3)
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Teilformel

Die Teilformeln einer Formel F' entsprechen dann den Teilbaumen.

ALV A A As <:;’>Lv; (~AV AN AAS)
(( JAA3) (( JAAs)
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Semantik der Aussagenlogik (1)

A(A) = A(A) falls A € D eine atomare Formel ist

. 1 falls A(F)=1und A(G) =1
A<(F/\G)) - {O sonst ( ) ( )
. 1 falls A(F) =1 oder A(G)=1
A<(F\/G)) - {O sonst ( ) ( )
A=) — 1 falls A(F) =0
B 0 sonst

Wir schreiben A statt A.
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Semantik der Aussagenlogik (1)

Die Elemente der Menge {0, 1} heiBen Wahrheitswerte.

Eine Belegung ist eine Funktion A: D — {0, 1}, wobei D eine
Teilmenge der atomaren Formeln ist.

Wir erweitern A zu einer Funktion A: E — {0,1}, wobei E D D die
Menge aller Formeln ist, die nur aus den atomaren Formeln in D
aufgebaut sind.
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Verkniipfungstafeln (1)

Berechnung von A mit Hilfe von Verkniipfungstafeln, auch
Wahrheitstafeln genannt.

Beobachtung: Der Wert A(F) hingt nur davon ab, wie A auf den
den in F' vorkommenden atomaren Formeln definiert ist.

Tafeln fiir die Operatoren V, A, —:

Al [-]4

A
0
0
1
1

— o = ol

A
0
0
1
1

— o = ol

A
0
0
1
1

_ o = oW

— = O O

_ o = ol
(@]
o

— == O <

_ o o ol >
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Abkiirzungen

A, B, C oder
P, Q,R oder ... statt A, A, As...

(Fl — FQ) statt (_|F1 V FQ)
(Fl — F2> statt ((Fl VAN FQ) V <_|F1 VAN _'F2>)

(\VF) statt (..(FVE)VE)V...VE,)

=1

(ANF) statt (..(RAFR)AF)A...AF,)

=1
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Achtung!!!

A — B sagt nicht, dass A eine Ursache fiir B ist.
“Pinguine schwimmen — Pferde wiehern”
ist wahr (in unserer Welt).
A — B sagt nichts dariiber, ob A wahr oder falsch ist.
“Frau Merkel ist bestechlich — Frau Merkel gehort hinter Gitter”
ist wahr (in unserer Welt).
Eine falsche Aussage impliziert alles.

“Pinguine fliegen — Herr Miintefering ist ein Verbrecher"”
ist wahr (in unserer Welt).
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Verkniipfungstafeln (I1)

Tafeln fiir die Operatoren —, «:

A B| A|—|B A B| A|«< |B
0 0 01110 0 0 0110
0 1 01711 0 1 0] 0|1
1 0 1107]0 1 0 11010
1 1 11111 1 1 11111

Name: Implikation Name: Aquivalenz

Interpretation: Wenn A gilt,
dann muB auch B gelten.

Interpretation: A gilt genau
dann, wenn B gilt.
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Formalisierung natiirlicher Sprache (1)

Ein Gerat besteht aus einem Bauteil A, einem Bauteil B und einem
roten Licht. Folgendes ist bekannt:

e Bauteil A oder Bauteil B (oder beide) sind kaputt.
e Wenn Bauteil A kaputt ist, dann ist auch Bauteil B kaputt.

e Wenn Bauteil B kaputt ist und das rote Licht leuchtet, dann ist
Bauteil A nicht kaputt.

e Das rote Licht leuchtet.

Formalisieren Sie diese Situation als aussagenlogische Formel und stel-
len Sie die Wahrheitstafel zu dieser Formel auf. Verwenden Sie dazu
folgende atomare Formeln: 1L (rotes Licht leuchtet), AK (Bauteil A
kaputt), BK (Bauteil B kaputt)

12/25



Formalisierung natiirlicher Sprache (I1)

Gesamte Wahrheitstafel:

((AK V BK) AN (AK — BK)) A
RL AK BK | ((BKARL)— —=AK))ARL
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

13/25

Beispiel: In der erste Zeile stehen alle Zahlen von 1 bis 9

Die Wahrheitstabelle hat

2729

Zeilen.

282401395870821749694910884220462786335135391185
157752468340193086269383036119849990587392099522
999697089786549828399657812329686587839094 762655
308848694610643079609148271612057263207249270352
7723757359478834530365734912
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Formalisierung natiirlicher Sprache (l11)

Formalisieren Sie das Sudoku-Problem:

4 9 2

o
N
al

Verwenden Sie dazu eine atomare Formel Xy 7 fiir jede Tripel
(X,Y,Z) e {1,...,9}%
Xyz = Auf der Zeile Y, Spalte Z liegt die Zahl X.
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Modelle

Sei F' eine Formel und A eine Belegung.
Falls A fir alle in F' vorkommenden atomaren Formeln definiert ist
so heiBt A zu F' passend.

Sei A passend zu F"
Falls A(F) =1 so schreiben wir A= F

und sagen F gilt unter A
oder A ist ein Modell fiir F

Falls A(F') =0 so schreiben wir A} F
und sagen F gilt nicht unter A
oder A ist kein Modell fiir F
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Giiltigkeit und Erfiillbarkeit

Erfillbarkeit: Eine Formel F' heiBt erfiillbar, falls ' mindestens ein
Modell besitzt, andernfalls heiBt F' unerfiillbar.

Eine (endliche oder unendliche!) Menge von Formeln M heiBt
erfiillbar, falls es eine Belegung gibt, die fiir jede Formel in M ein
Modell ist.

Giiltigkeit: Eine Formel F' heiBt giiltig (oder allgemeingiiltig oder Tau-
tologie) falls jede zu F' passende Belegung ein Modell fiir F' ist. Wir

schreiben |= F, falls F' giiltig ist, und [~ F' sonst.

17/25

Aufgabe

Gelten die folgenden Aussagen?

J/N | Gegenb.
Wenn F giiltig, dann F erfiillbar
Wenn F erfiillbar, dann —F unerfiillbar
Wenn F giiltig, dann —F" unerfiillbar

Wenn  F' unerfiillbar, dann —F giiltig
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Aufgabe
Giiltig | Erfillbar | Unerfiillbar
A
AV B
AV -A
AN-A
A— A
A— B
A— (B— A)
A— (A— B)
A A
18/25
Spiegelungsprinzip
|
|
giiltige | erfiillbare, aber | unerfiill-
Formeln nicht giiltige bare
Formeln Formeln
|
|
F | F
-G | G

|

|

|
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Ein Giiltigkeitstest

Wie kann man iiberpriifen, ob eine Formel F giiltig ist?
Eine Moglichkeit: Wahrheitstafel aufstellen

Angenommen, die Formel F' enthalt n verschiedene atomare Formeln.
Wie groB3 ist die Wahrheitstafel?

Anzahl Zeilen in der Wahrheitstafel: 2™

Geht es auch effizienter? Diese Frage wird im Laufe der Vorlesung

beantwortet.
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Folgerung: Beispiel

(AK V BK),(AK — BK),
((BK A RL) — —~AK),RL |k (RLA-AK)A BK

Wenn Bauteil A oder Bauteil B kaputt ist und daraus, daB Bauteil A
kaputt ist, immer folgt, daB Bauteil B kaputt ist und ...

...dann kann man die Folgerung ziehen: das rote Licht leuchtet,
Bauteil A ist nicht kaputt und Bauteil B ist kaputt.
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Folgerung

Eine Formel G heiBt eine Folgerung der Formeln Fi, ..., F} falls fiir
jede Belegung, die sowohl zu F,..., F} als auch zu GG passend ist,
gilt:

Wenn A Modell von {F}, ..., Fi} ist (d.h. Modell von Fy
und Modell von F3 und ...und Modell von F}), dann ist A
auch Modell von G.

Wir schreiben F1, ..., F; = G, falls G eine Folgerung von Fy, ... F}
ist.
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Aufgabe
M F || Gilt M = F?
A AV B
A ANB
A B |AVB
AB |AAB
ANB A
AV B A
AA— B B
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Folgerung, Giiltigkeit und Unerfiillbarkeit

Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. F,...,F, =G, d.h., G ist eine Folgerung von F1, ... Fy.
2. (AL, F) — Q) ist giiltig.
3. (AL, F)) A—=G) ist unerfiillbar.
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