Priadikatenlogik mit Gleichheit

Pradikatenlogik

_|_
ausgezeichnetes Pradikatensymbol = der Stelligkeit 2.

Semantik : in einer Struktur A der Pradikatenlogik mit Gleichheit gilt
stets:

=" ={(d,d) | d € Ua} .



Ausdrucksmachtigkeit

Fakt: Eine Struktur ist Modell von dxVy = = y gdw. ithr Universum
einelementig ist.

Satz: Jede erfiillbare Formel der Pradikatenlogik hat ein unendliches
(abzahlbares) Modell.



Beweis: Sei F erfiillbar. O.B.d.A. nehmen wir an, dass

F =Vz,... V2, ,F*, und die Variablen, die in F* vorkommen, sind
genau xy,...,T,. (Wenn F' nicht in Skolemform gewinnen wir aus F'
eine Aussage F”’ in Skolemform mit: F' hat ein Modell mit
Grundmenge X gdw. I hat ein Modell mit Grundmenge X).

/wei Falle:

n = 0. Aufgabe.

n>0.Sei G =Vxy...Vr,F*|lz,/f(x1)] mit f ein Funktionssymbol,
dass in F™* nicht vorkommt. G ist erfiillbar (warum?) und D(G) ist
unendlich. Aus dem fundamentalen Satz folgt, dass GG ein unendliches
Modell besitzt.



Modellierung von Gleichheit

Sei ' eine Formel der Pradikatenlogik mit Gleichheit und sei GGl ein
Pradikatensymbol, das in F' nicht vorkommt. Sei GGr die Konjunktion
der folgenden Formeln:

Ve Gl(x, x)

vavy(Gl(z,y) — Gl(y, x))

VavVyVz((Gl(xz,y) N Gl(y, z)) — Gl(x, z))

Vay ... Ve, ,Vy(Gl(z;,y) — GUf(x1,..., %5 . xn), (1, Y, .oy Tn)))
fiir jedes Funktionsymbol f von F' und jedes 1 <1 <n

Vay.. Ve ,Vy(Gl(xi,y) — (P(x1, ..., iy ..., xp) < P(x1,...,y,...,Tn)))
fur jedes Pradikatensymbol P von F und jedes 1 <171 <n

Sei Hr die Formel, die man erhilt, in dem jedes Vorkommen von
“=" In F durch “GI[" ersetzt.



Satz: Die Formeln F' und G A Hp sind erfiillbarkeitsaquivalent.
Beweis: Wir zeigen: Wenn Gr A\ Hp erfiillbar dann F' erfiillbar.
Sei A = Gr A Hp. Dann ist GI* eine Aquivalenzrelation. Fiir d € Uy

sei [d] die Aquivalenzklasse von d. Wir definieren die Struktur B mit:
o Ug={ld|de U4}
e Fiir jedes Funktionsymbol f von F"

FEdd], - [da]) = [fA(d, - .- )]
(wohldefiniert wegen A = GF).

e Fiir jedes Pradikatensymbol P von F’:
([di],...,[dn]) € PP gdw. (di,...,d,) € PA
(wohldefiniert wegen A = GF).

Mit A= Hrp gilt BEF.



Eine Anwendung

Satz: Jede Formel F' ohne Funktionssymbole der Gestalt

F' = VxduVyF™* ist erfiillbarkeitsaquivalent zu einer Formel &, auch
ohne Funktionssymbole, der Gestalt G = VaVyVzdvG*.

Bewelis:

e Sei P ein Pradikatensymbol, dass in F' nicht vorkommt. Nehme
H = VavVyVz3u(P(x, v)AN(P(x,y) — y = v))A(P(x,z) — F*u/z]))

e Ersetze y = v durch Gl(y,v) in H, und addiere die Formeln, die

ausdriicken, dass (GI eine Aquivalenzrelation und eine Kongruenz
Ist.

e Bringe die resultierende Formel in Pranexform. Sei G das
Ergebnis.

Esgilt I'=, H =, G.
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