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Ubung zu Logik
Bearbeiten Sie diese Aufgaben bis zur néchsten Ubung am Freitag, 21. Dezember, um
11:50 Uhr. Die Losungen werden in der Ubung besprochen.
Aufgabe 1  Fundamentaler Satz der Pridikatenlogik
Betrachten Sie die pradikatenlogische Aussage
F = N(a) AVa3y (K (z,y) A—=N(y)) AVaVyVz (K (z,y) A K(y, 2)) — K(z,2)).
(a) F ist erfiillbar. Geben Sie ein Modell von F' an.
(b) Geben Sie die skolemisierte Form G von F' an.

(c) Konstruieren Sie eine Herbrand-Struktur B, die Modell von G ist.

Aufgabe 1 (Losungsvorschlag)  Fundamentaler Satz der Prddikatenlogik

(a) Ein Beispiel sind die natiirlichen Zahlen mit der Null und der Kleiner-als-Relation:
Ua=INU{0}, N*={0}, K4 ={(z,9) |z <y}, a* =0

(b) Va¥yvz(N(a) A K (2, f(@)) A=N(f@) A (K (@,9) AK(y,2)) = K(x,2)))

(¢) B mit Ug = D(G) = {a, f(a), f(f(a))... $={f(a)[i=0} N¥ ={a}, K¥ =
{(fi(a), /(@) | i < j}, af = aund f5() = f(b).
Aufgabe 2  Syllogismen
Betrachten Sie folgenden Syllogismus; es ist derselbe wie in Aufgabenblatt 7, Aufgabe

1 (b.i):
Einige M sind nicht P, alle M sind S, dann gilt: einige .S sind nicht P.

Stellen Sie zunéchst die pradikatenlogische Formel F' auf, die dem Syllogismus entspricht.
Fiihren Sie dann folgende Schritte aus:

(a) Bilden Sie die Skolemform G von —F.

(b) Geben Sie das Herbrand-Universum D(G) an

(c) Geben Sie alle zu G passenden Herbrand-Strukturen an.
)

(d) Werten Sie G unter den in (c) angegebenen Strukturen aus. Ist G erfiillbar? Was
folgt daraus fiir F'?



Aufgabe 2 (Losungsvorschlag)  Syllogismen
Die Formel F' ist (wie in Blatt 7):

(Elx(M(x) A=P(x)) AVz(M(z) — S(x))) — 32(S(x) A —P())

()

(
Ju(M(z) A =P(z)) AVy(M(y) — S(y)) AVz(S(z) —
= JaVyVz((M(z) A =P(x)) A (M(y) — S(y)) A (S(2) —
= Vy¥z((M(a) A ~P(a)) A (M(y) — S(y))

(b) D(G) = {a}

(¢) G hat drei Priadikate, und D(G) nur ein Element a. Also gibt es acht passen-
de Strukturen, die sich nur darin unterscheiden, welche Pradikate a erfiillt. Zwei
Beispiele:

A mit Uy, = D(G) = {a}, M4 = PA = {a}, SH =
Ay mit Uy, = D(G) = {a}, M4 = PA =S4 =)
(d) In der untenstehenden Tabelle werden die acht Strukturen ausgewertet. Die drei

linken Spalten geben an, ob M(a), P(a) bzw. S(a) gilt (1) bzw. nicht gilt (0), die
rechte das Ergebnis der Auswertung:

M(a) P(a) S(a) | Erg.
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

G hat also kein Herbrand-Modell. Demnach ist G nicht erfilllbar. Da G erfiillbar-
keitsdquivalent zu —F ist, ist F' giiltig.

Aufgabe 3  Monadische Pridikatenlogik

Unter monadischer Pridikatenlogik versteht man die Einschréankung der Pradikatenlogik
auf Formeln mit einstelligen Pradikaten und ohne Funktionssymbole. (Z.B. lassen sich al-
le Syllogismen als Formeln der monadischen Préadikatenlogik ausdriicken.) Im Folgenden
nennen wir eine Formel der monadischen Pradikatenlogik eine monadische Formel.



(a) Zeigen Sie, dass jede monadische Formel F' &quivalent ist zu einer monadischen
Formel GG ohne verschachtelte Quantoren.

Beispiel: Va3y (P(z) V Q(y)) ist dquivalent zu VzP(z) V JyQ(y).

(b) Geben Sie ein Verfahren zur Losung des folgenden Entscheidungsproblems an:
Gegeben eine monadische Formel F', ist F' erfiillbar?

Hinweise: (a) ist schwieriger als (b). Wenn Sie (a) nicht schaffen, kénnen Sie immer noch
(b) 16sen, indem Sie das Ergebnis aus (a) voraussetzen.

Gehen Sie bei (a) zunéchst o.b.d.A. davon aus, dass F' in bereinigter Pranexform steht,
wobei F* (die Matrix von F') in disjunktiver Normalform steht. AnschlieBend behandeln
Sie einen Quantor nach dem anderen, beginnend mit dem innersten, und eliminieren
ihn von allen Unterformeln, die die quantifizierte Variable nicht enthalten, wobei Sie die
Félle dx F™* und Vz F* unterschiedlich behandeln miissen.

Ein einfaches Beispiel, das die bei (a) moglichen Fille veranschaulicht, ist die Formel
Va3y((P(z) A Q(y)) V (—P(z) A =Q(y))). Uberlegen Sie sich, wie Ihre Umformung bei
dieser Formel funktioniert.

Aufgabe 3 (Losungsvorschlag)  Monadische Pridikatenlogik

(a) Sei F' = Quxy...Qux F” eine zu F &quivalente Formel in bereinigter Préafix-
Normalform, wobei F” keine Quantoren enthélt und in DNF ist.

Wir betrachten folgende Sequenz G, ..., G, der Unterformeln von F’": Gg:= F”,
G; = Qir;G;_4 fur i =1,...,n. Zu jeder Formel dieser Sequenz konstruieren wir
eine Formel H;, so dass H; = (; ist und folgende Eigenschaften hat:

(1) H; ist eine Formel in DNF, d.h. hat die Form C; V- - -V Cy, wobei die Klauseln
von der Form C; = C} A -+ C[" sind;
(2) jede Unterformel C’ij , 1 <i<k 1< j<m; ist von einer der folgenden
Formen:
— ein Literal, d.h. P(z) oder —=P(x);
— dxJ, wobei J eine Konjunktion von Literalen ist, alle mit x;

— VaJ, wobei J eine Disjunktion von Literalen ist, alle mit x.

Wir setzen Hy := (. Offensichtlich hat H die o.g. Eigenschaften. Die Formeln H;,
1 =1,...,n erhalten wir, indem wir @);z;H;_1 dquivalent umformen; offensichtlich

gilt daher H; = G;.
Die Umformung von Q;x;H; 1 geschieht wie folgt:

e Wenn @); ein Existenzquantor ist, so gilt 3x;(Cy vV --- vV C) = dx,CL V -+ - V
Jz;Cy. O.b.d.A. hat jedes C; die Form /\fn:1 (O /\fn:1 C"7", wobei die C7?
von z; abhéingige Literale sind und z; in den C”;” nicht auftaucht. Dann



ist jedes 3z;C; dquivalent zu (Jz; AL _ LC) A /\m , C"%". Die durch diese
Aquivalenzen gewonnene Formel bezelchnen wir mit H;.

e Wenn (); ein Allquantor ist, so bringen wir H;_; zunichst durch Anwendung
des Distributivgesetzes in KNF. Die entstehende Formel hat noch immer die
o.g. Eigenschaft (2). Anschlieflend nutzen Vz,(Cy A --- A Cy) = Va;Cy A
Vz;C, aus. O.b.d.A. hat jetzt jedes C; die Form \/fn:1 cmv \/i;:l C"", wobei
die C7" von z; abhéngige Literale sind und z; in den C”m nicht auftaucht.
Dann ist jedes Vz;C; #quivalent zu (Va; Ve OV \/m , C"7". Die durch

diese Aquivalenzen gewonnene Formel bringen wir durch erneute Anwendung
des Distributivgesetzes (“Ausmultiplizieren”) wieder in DNF und bezeichnen
Sie mit H;.

Es gilt H; = F, wobei H; keine verschachtelten Quantoren mehr enthélt.
Beispiel: Sei F' = Vz3y((P(z) A Q(y)) V (=P(z) A =Q(y))). Wir setzen

e Go=Hy = (P(z) AQ(y)) V (~P(x) A =Q(y));
. GlelzﬂyHoE( () A 3yQ(y)) V (=P(2) A 3y=Q(y));
o Gy =VaH, =VYa((P(z) AFyQ(y)) V (~P(z) A Fy=Q(y)))

= Va:((P(a:) VP() A (P(x) V 3y—Q(y)) A
(3yQ(y) v =P(x)) A (3yQ(y) V Fy=Q(y)))
= ((VaP(z) V 3y=Q(y)) A (3yQ(y) V Yz=P(z)))

(Die Riicktransformation in DNF wurde hier ausgespart.)

(b) Gegeben F' konstruieren wir zunéchst eine dquivalente monadische Formel G ohne
verschachtelte Quantoren mit dem Verfahren aus (a) und bereinigen diese. An-
schlieBend wandeln wir GG in Préanexform um, indem wir zunéchst die Existenzquan-
toren nach vorne ziehen und anschlieffend die Allquantoren. In der Pranexform
steht also kein Existenzquantor unter einem Allquantor. Bilden wir die Skolemform
H von G, entstehen nur zusétzliche Konstanten, aber keine Funktionssymbole. Da-
her ist D(H) endlich. Demzufolge hat H nur endlich viele Herbrand-Strukturen.
Wir probieren alle der Reihe nach aus, ob sie Modell von H sind. Wenn wir ein
Modell finden, ist H und damit auch F' erfiillbar. Wenn wir kein Modell finden,
ist H und damit auch F' unerfiillbar.



