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Ubung zu Logik

Bearbeiten Sie diese Aufgaben bis zur nichsten Ubung am Freitag, 14. Dezember, um
11:50 Uhr. Die Losungen werden in der Ubung besprochen.

Aufgabe 1  Pridikatenlogik mit Gleichheit

Wir betrachten nun eine Erweiterung der Pradikatenlogik: Sind ¢; und ¢, Terme, so sei
t1 = ty eine zuldssige Formel. Fiir eine Struktur A sei der Wahrheitswert A(t; = t3) = 1
genau dann, wenn A(t;) = A(tz), also die Auswertung von ¢; und ¢, unter A dasselbe
Element des Universums ergibt. Pradikatenlogik mit Gleichheit ist ausdrucksméchtiger
als normale Pradikatenlogik.

()

Finden Sie eine Formel der Pradikatenlogik mit Gleichheit, so dass die Grundmenge
jeder Struktur, die Modell von F' ist, ...

(i) ...genau zwei Elemente hat.

(ii) ...eine gerade endliche Anzahl von Elementen hat oder unendlich ist.

Hinweis: Fiir (ii) muss man ausdriicken, dass jeweils zwei Elemente ein “Paar”
bilden, d.h. in einer binédren Relation enthalten sind.

In der Mathematik wird die Summe mit Hilfe folgender zwei Gleichungen charak-
terisiert:
r+0=2 und x+s(y) =s(z+vy)

Dabei ist s(z) der “Nachfolger” von x, d.h.  + 1. In der Prédikatenlogik mit
Gleichheit kénnen wir diese zwei Gleichungen so iibersetzen, dass wir eine Formel
erhalten, die die Summe eindeutig in Form eines Prddikats charakterisiert, z.B. so:

F = Vz Sum(z,0,z) A VaVy¥z(Sum(z,y,z) — Sum(z,s(y),s(z)))
A VaVyVavw((Sum(z,y, z) A Sum(z,y, w)) — z = w)

F' charakterisiert die Summe in folgendem Sinne: Unter der Annahme, dass das
Universum die natiirlichen Zahlen sind, die Konstante 0 als die Zahl 0 interpretiert
wird und s die Nachfolgerfunktion ist, ist eine Struktur A genau dann Modell von
F, wenn Sum(z,y, z) genau die Tripel (x,v, 2) enthilt, so dass x +y = z gilt.



(i) Das Produkt wird durch die Gleichungen
r-0=0 und z-s(y)=z-y+z

definiert. Stellen Sie eine Formel auf, die (analog zu F') das Produkt eindeutig
charakterisiert. (Dazu bendtigen Sie die Charakterisierung der Summe, d.h.
Sie kénnen F' wiederverwenden.)

(i) Stellen Sie Formeln auf, mit denen (unter Verwendung von Produkt und Sum-
me) die folgenden Pradikate charakterisiert werden:

— die Teilereigenschaft, d.h. Teiler(z,y) soll genau dann gelten, wenn y die
Zahl z teilt;

— die Primzahleigenschaft, d.h. Prim(z) soll genau dann gelten, wenn z
eine Primzahl ist;

— eine Vergleichsrelation, d.h. Kleiner(z,y) soll genau dann gelten, wenn
r <y ist.

(iii) Stellen Sie eine Formel auf, die ausdriickt, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt. Verwenden Sie dazu die in (b) benutzten Pradikate.

Aufgabe 2  Aquivalenzgesetze

Beweisen Sie durch Aquivalenzumformungen, dass die folgenden pridikatenlogischen
Formeln F' und G &quivalent sind. Geben Sie die von IThnen verwendeten Gesetze an.

F o= Va3y((P(z, f(2)) AQy)) V (P(x, f(2)) A =VyR(y)))
G = Va:EIuEIy(( R(u) vV Q(y)) A P(z, f(z )))

Aufgabe 3  Normalformen
Sei F' = Yy—((P(b,g(x)) VVzQ(f(z))) A R(y)). Formen Sie F' in eine zu F erfiillbar-

keitsdquivalente Aussage GG in Skolemform um, indem Sie die Schritte ausfiihren, die in
den Vorlesungsfolien Normalformen (Seiten 7 und 8) angegeben sind. Geben Sie in jedem
Umformungsschritt an, ob die beiden Formeln dquivalent oder nur erfiillbarkeitsiquiva-
lent sind. Geben Sie am Schluss die Matrix von G in Klauselform an.

Aufgabe 4  Normalformen II

Sei F' eine Formel der Priadikatenlogik. Geben Sie ein Verfahren an, das aus F' eine
Formel G konstruiert mit folgenden Eigenschaften:

(i) G ist in Pranexform, und alle Quantoren in G sind existenziell.
(ii) G ist giiltig genau dann, wenn F' giiltig ist.
Beweisen Sie, dass Ihr Verfahren die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt.



