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Ubung zu Logik

Bearbeiten Sie diese Aufgaben bis zur nichsten Ubung am Freitag, 14. Dezember, um
11:50 Uhr. Die Losungen werden in der Ubung besprochen.

Aufgabe 1  Pridikatenlogik mit Gleichheit

Wir betrachten nun eine Erweiterung der Pradikatenlogik: Sind ¢; und ¢, Terme, so sei
t1 = ty eine zuldssige Formel. Fiir eine Struktur A sei der Wahrheitswert A(t; = t3) = 1
genau dann, wenn A(t;) = A(tz), also die Auswertung von ¢; und ¢, unter A dasselbe
Element des Universums ergibt. Pradikatenlogik mit Gleichheit ist ausdrucksméchtiger
als normale Pradikatenlogik.

()

Finden Sie eine Formel der Pradikatenlogik mit Gleichheit, so dass die Grundmenge
jeder Struktur, die Modell von F' ist, ...

(i) ...genau zwei Elemente hat.

(ii) ...eine gerade endliche Anzahl von Elementen hat oder unendlich ist.

Hinweis: Fiir (ii) muss man ausdriicken, dass jeweils zwei Elemente ein “Paar”
bilden, d.h. in einer binédren Relation enthalten sind.

In der Mathematik wird die Summe mit Hilfe folgender zwei Gleichungen charak-
terisiert:
r+0=2 und x+s(y) =s(z+vy)

Dabei ist s(z) der “Nachfolger” von x, d.h.  + 1. In der Prédikatenlogik mit
Gleichheit kénnen wir diese zwei Gleichungen so iibersetzen, dass wir eine Formel
erhalten, die die Summe eindeutig in Form eines Prddikats charakterisiert, z.B. so:

F = Vz Sum(z,0,z) A VaVy¥z(Sum(z,y,z) — Sum(z,s(y),s(z)))
A VaVyVavw((Sum(z,y, z) A Sum(z,y, w)) — z = w)

F' charakterisiert die Summe in folgendem Sinne: Unter der Annahme, dass das
Universum die natiirlichen Zahlen sind, die Konstante 0 als die Zahl 0 interpretiert
wird und s die Nachfolgerfunktion ist, ist eine Struktur A genau dann Modell von
F, wenn Sum(z,y, z) genau die Tripel (x,v, 2) enthilt, so dass x +y = z gilt.



(i) Das Produkt wird durch die Gleichungen
r-0=0 und z-s(y)=z-y+z

definiert. Stellen Sie eine Formel auf, die (analog zu F') das Produkt eindeutig
charakterisiert. (Dazu benotigen Sie die Charakterisierung der Summe, d.h.
Sie konnen F' wiederverwenden.)

(i) Stellen Sie Formeln auf, mit denen (unter Verwendung von Produkt und Sum-
me) die folgenden Pradikate charakterisiert werden:

— die Teilereigenschaft, d.h. Teiler(z,y) soll genau dann gelten, wenn y die
Zahl z teilt;

— die Primzahleigenschaft, d.h. Prim(z) soll genau dann gelten, wenn z
eine Primzahl ist;

— eine Vergleichsrelation, d.h. Kleiner(z,y) soll genau dann gelten, wenn
x <y ist.

(iii) Stellen Sie eine Formel auf, die ausdriickt, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt. Verwenden Sie dazu die in (b) benutzten Pridikate.

Aufgabe 1 (Losungsvorschlag)  Pridikatenlogik mit Gleichheit

(a) (i) Wir ergénzen die Formel fiir “mindestens zwei Elemente” aus dem vorigen
Ubungsblatt um eine Klausel, die héchstens zwei Elemente zulésst:

F = P(a) N=P(b) AVz((xr =a) V (x = 1))

(ii) Wir charakterisieren P als Relation, in der jedes Element einen Nachfolger
hat, und die nur aus Kreisen der Linge hochstens zwei besteht. Da P au-
Berdem irreflexiv ist, besteht P aus lauter Paaren x,y, so dass P(z,y) und
P(y, z) gilt und z, y sonst mit keinem anderen Element in Verbindung stehen.

Va—P(x,x) ANVz3yP(z,y) NVaVyVz(P(z,y) A P(y,z) — (z = z))

Alternative Losung: Wir fiihren ein zweites Pradikat ) ein, so dass von jedem
@-Element genau eine Kante zu einem Nicht-Q-Element geht. Auflerdem for-
dern wir, dass jedes Nicht-Q-Element genau eine eingehende Kante von einem
@-Element besitzt. Auch dadurch ist die paarweise Gruppierung garantiert.

VaTy(Q(z) — (P(z,y) A ~Qy) AV2(P(z,2) — 2 =y)))
A VxEIy(—lQ(a:) — (P(y, ) NQ(y) ANVz(P(z,7) — 2z = ?J)))

(b) Die folgenden Formeln bauen aufeinander auf. Sei also I die Formel, die die Summe
charakterisiert.



(i) Das Produkt kennzeichnen wir analog zur Summe wie folgt:

F' = Vz Prod(z,0,0) A VYaVy¥zVw((Prod(z,y,z) A Prod(z,y,w)) — z = w)
A VaVyVz(Prod(z,y,z) — Jw(Prod(z, s(y), w) A Sum(z,z, w)))

Die Losung ergibt sich dann als F' A F”.
(i) — Teiler: T = F A F' AVaVy(Teiler(z,y) < 3z Prod(y, z,z))
— Primzahl: P =T AVz(Prim(z) < Vz(Teiler(z,z) — (z =1V z = 2)))
— Kleiner: K = F A (Kleiner(z,y) < 3z Sum(z, s(2),y))
(iii) P A K AVz(Prim(z) — Jy(Prim(y) A Kleiner(z,y))

Aufgabe 2 Aquivalenzgesetze

Beweisen Sie durch Aquivalenzumformungen, dass die folgenden pridikatenlogischen
Formeln F' und G &quivalent sind. Geben Sie die von Thnen verwendeten Gesetze an.

Fo= Va3y((P(z, f(2) AQW)) V (P(z, f(2)) A =VyR(y)))
G = VaIudy((~R(u) vV Qy)) A P(x, e )

Aufgabe 2 (Lésungsvorschlag) — Aquivalenzgesetze

Fo= Vﬁyg(P(fﬂ, F(2) AQW)) V (P(z, f(2)) A=VyR(y)))
= VaIy((=VyR(y) vV Q(y)) A P(z, f(z))) (Distributivitédt, Kommutativitét)
= VxEIyE(ﬂVuR(u) VQ(y)) A P(z, f(2))) (gebundene Umbenennung)
= VaIy((Gu-R(u) vV Q(y)) A P(z, f(2))) (Negation vor Quantor)
= VaIyJu((=R(u) V Q(y)) A P(z, f(z))) (Quantor vorziehen)
= éxEluEly((—'R(u) vV Q(y)) APz, f(z))) (Tausch gleicher Quantoren)

Aufgabe 3  Normalformen

Sei F' = Yy—((P(b,g(x)) VVzQ(f(z))) A R(y)). Formen Sie F' in eine zu F' erfiillbar-
keitsdquivalente Aussage GG in Skolemform um, indem Sie die Schritte ausfiihren, die in
den Vorlesungsfolien Normalformen (Seiten 7 und 8) angegeben sind. Geben Sie in jedem
Umformungsschritt an, ob die beiden Formeln dquivalent oder nur erfiillbarkeitséquiva-
lent sind. Geben Sie am Schluss die Matrix von G in Klauselform an.



Aufgabe 3 (Losungsvorschlag)  Normalformen

Fo=y=((P(b, g(x)) vV VQ(f () A R(y
= Vy~((P(b, g(x) ) A

)V VzQ(f(2))) A R(y (gebundene Var. umbenennen)
=, JaVy—((P(b, g(x)) VVzQ(f(2))) N R(y)) (Binden freier Variablen)
= ¥y((~P(b, 9(x)) A V=QF(2)) V ~R(y)) (DeMorgan)
= JaxVy((=P(b, g(z)) A EIz—Q(f(z))) vV =R(y)) (Negation vor Quantor)
= JaxVy3z((—=P(b, g(z )) Q(f(2))) V-R(y)) (Quantoren vorziehen)
= Yy((=P(b,g(a)) A ~Q(f ( ()))) vV —~R(y)) (Skolemisierung)
= Vy((=P(b,g(a)) v ﬁR( ) A (=Q(f(h(y))) vV —R(y))) (Distributivgesetz)

=G

Das Symbol =, steht fiir eine erfiillbarkeitsdquivalente Umformung.
Matrix in Klauselform: {{=P(b, g(a)), 7R(y)}, {=Q(f(h(y))), ~R(y)} }.

Aufgabe 4  Normalformen 11

Sei F' eine Formel der Pradikatenlogik. Geben Sie ein Verfahren an, das aus F' eine
Formel G konstruiert mit folgenden Eigenschaften:

(i) G ist in Pranexform, und alle Quantoren in G sind existenziell.
(ii) G ist giiltig genau dann, wenn F' giiltig ist.

Beweisen Sie, dass Ihr Verfahren die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt.

Aufgabe 4 (Losungsvorschlag)  Normalformen IT

Wir présentieren zwei Losungen. Die eine nimmt den Umweg iiber Skolemisierung, ist
aber einfach zu beweisen, die andere stellt eine direkte Umformung dar, ist aber schwie-
riger zu beweisen.

Die erste Losung geht wie folgt: Fist giiltig genau dann, wenn —F unerfiillbar ist. Wir er-
zeugen dann mithilfe des Skolemisierungsverfahrens eine zu - F' erfiillbarkeitsdquivalente
Formel GG, die in Prénexform ist und nur Allquantoren enthélt. GG ist also unerfiillbar
(und damit =G giiltig) genau dann, wenn —F unerfiillbar bzw. F giiltig ist. =G ist
dquivalent zu einer Formel, die in Préanexform ist und nur Existenzquantoren enthélt.

In der zweiten Losung bringen wir F' erst einmal in (bereinigte) Pranexform. Anschlie-
Bend fithren wir eine Ersetzung wie bei der Skolemisierung durch, wir vertauschen
lediglich die Rolle der Existenz- und der Allquantoren. (Beispiel: Aus einer Formel
F' = JaYy G wird F” = 3z Gly/f(x)].) Die so entstandene Formel ist in Prinex-
form und hat nur noch Existenzquantoren. Es bleibt zu zeigen, dass die Ersetzung die
Giltigkeitsdquivalenz erhélt; wir zeigen dies am Beispiel der Formeln F’ und F”. (Ein
allgemeiner Beweis miisste beriicksichtigen, dass F’ mit mehreren Existenzquantoren
beginnen konnte, das wére aber lediglich mit mehr Schreibarbeit verbunden.) Zu zeigen
ist also: F” ist giiltig genau dann, wenn F” giiltig ist.



Sei also F' giiltig. Sei ferner A eine passende Struktur fiir £, so ist A ebenso eine pas-
sende Struktur (und daher ein Modell) fiir £’. Dann gibt es ein Element a aus der Grund-
menge von A, so dass Aj;/q(Vy G) = 1 ist. Egal, welchen Wert f“(a) hat, wird demzu-
folge Afz/q)(Gly/ f(2)]) = 1 sein und demzufolge auch A3z Gly/f(x)]) = A(F") = 1.
Demzufolge ist A Modell von F”, und F” ist giiltig.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, F’ sei nicht giiltig, und A sei ein Modell von
—F" = V23y—G. Wir erweitern A zu einer Struktur A’, indem wir eine Funktion f*'
hinzufiigen. Fiir jedes Element a sei f*'(a) = b, wobei b irgendein Element ist, so dass
Az /a0 (G) = 0 gilt (b existiert fiir jedes a wegen obiger Annahme). Offensichtlich ist
A’(F”) = A'(3z G[y/f(a:)]) =0, da fiir jedes Element a gilt, dass Af,,,(Gy/f(z)]) =0
ist. Also ist F” nicht giiltig.



