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Ubung zu Logik

Bearbeiten Sie diese Aufgaben bis zur nichsten Ubung am Freitag, 2. November, um
12 Uhr. Die Losungen werden in der Ubung besprochen.

Aufgabe 1  Folgerung und Aquivalenz

Untenstehend sehen Sie drei Paare von Formeln F}, F5. Uberlegen Sie jeweils, ob Fy = F,
F, = F oder beides gilt.

(a) 1 =(A— B)AN(B—C)
FE=A->C

(b) Fi = (A — B) A (B — -A)
Fy=Av-A

(c) 1 =(A— B)— (CV-D)

Begriinden Sie Thre Antworten mit den Mitteln der Aussagenlogik, z.B. mit Wahrheits-
tafeln, den in der Vorlesung vorgestellten Aquivalenzgesetzen oder dem Ersetzbarkeits-
theorem.

Aufgabe 1 (Losungsvorschlag)  Folgerung und Aquivalenz

Alle drei Teilaufgaben lassen sich natiirlich mithilfe von Wahrheitstabellen 16sen. Wenn
in jeder Zeile der Wahrheitstabelle, in der sich fiir F} eine 1 ergibt, auch fiir F, eine 1
steht, dann gilt F; = F,, umgekehrt analog.

Auflerdem kann man Limboole zur Losung der Aufgabe heranziehen: F} = F2 gilt genau
dann, wenn F; — F, von Limboole als giiltige Formel erkannt wird.

Die Vorschlige unten beschrinken sich deshalb auf Beweise mittels Aquivalenzumfor-
mungen (d.h. Anwendung des Ersetzbarkeitstheorems).

(a) Es gllt Fl ): FQI

F1 = (A-B)A(B—C)
(mAV B)A (=B V() (Def. von —)
= (RAAN(=BV(C))V(BA-B)V(BACQC) (zweimal Distributivgesetz)



(c)

Man sieht sofort, dass B A =B unerfiillbar ist und daher aus der Disjunktion
rausgelassen werden kann. (Nach dem Gesetz F'V G = G, falls F unerfiillbar, siehe
Vorlesung.) Auflerdem gilt F' A G | F fiir beliebige Formeln F' und G. Wendet
man dies geschickt auf die iibrigen Formelbestandteile an, so erhélt man:

FF=(-AAN(-BVO)V(BANC)=-AV(C=A—-C=F,
Die Umkehrung F; |= F; gilt nicht, da z.B. fiir die Belegung A mit A(A) = A(C) =
0 und A(B) = 0 gilt: A(Fy) = 1, aber A(F}) = 0.
Die obigen Sachverhalte lassen sich auch leicht folgern, wenn man sich klar macht,
dass die Wahrheitstabelle der Implikation der “Kleiner-Gleich”-Relation (einge-

schrankt auf 0 und 1) entspricht. Wenn A < B und B < (', dann auch A < C,
aber nicht notwendigerweise umgekehrt.

Fi E F, gilt trivialerweise, da F, eine Tautologie ist. F» = F konnte in diesem
Fall nur gelten, wenn auch Fj eine Tautologie wére, was aber nicht der Fall ist:

Fi = (A= B)A (B — -A)

(mAV B) A (B YV —A)

= -AV (BA-B) (Distributivgesetz)

= -A (B A =B unerfiillbar)

Fy A Fy sind &quivalent, d.h. es gilt F} = F; und Fy = Fj. Zum Beweis macht
man sich klar, dass ' — G = =F'V G (Definition) und -(F — G) = F A =B (De
Morgan!) gelten. Durch mehrfache Anwendung dieser Aquivalenzen erhélt man:

F, = (A— B)— (CV-D)
= (A—-B)— (D—C)
= 2(A—-B)V(D—-C)
= (AN-B)V(D—C)=F,

Aufgabe 2 Modellierung von Sudoku

Inspiriert durch seine Vorlesung versucht Herr Esparza, Sudoku-Puzzles mit Hilfe der
Aussagenlogik zu l6sen. Leider muss er viel Zeit damit verbringen, die Folien vorzuberei-
ten und dann auch noch einen Beamer fiir die Vorlesung aufzutreiben, so dass er nicht
so recht vorankommt.

Er iiberlegt sich aber noch, dass er Variablen der Form v, , . benutzen kann, um auszu-
driicken, dass das Feld in Zeile x und Spalte y die Zahl z enthélt, und dass die folgende
Formel F' dann bedeutet, dass die erste Zeile alle Zahlen von 1 bis 9 enthélt (in einem
tiblichen Sudoku-Feld der Grofie 9x9):

A (i)

z=1



(a) Helfen Sie Herrn Esparza, indem Sie seine Formel F' zu einer Formel F’ ver-
vollstandigen, die alle regelkonform ausgefiillten Sudoku-Puzzles der Grofle 9x9
beschreibt. Benutzen Sie Variablen der Form v, , . mit der Bedeutung wie oben.

(b) Herr Esparza hat unter http://www.forbeginners.info/sudoku-puzzles/ eine
Sudoku-Webseite entdeckt und sich das unten abgebildete Puzzle heruntergeladen,
das dort als “extrem schwer” bezeichnet wird. Er stellt fest, dass es tatséchlich zu
schwer fiir ihn ist und will es deshalb mit Hilfe seines Computers 16sen. Dazu
iiberlegt er sich, dass die Losung eindeutig durch eine erfiillende Belegung der
Formel F’ A G charakterisiert wird, wobei F’ die Formel aus (a) ist und G =
U116 A U1ga AUass A ... die vorbelegten Felder beschreibt. Ein SAT-Solver, d.h.
ein Programm, welches das Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln der Aussagenlogik
16st, kann dann auf F’ A G angesetzt werden, um eine solche Belegung zu finden.

123456172829

1|6 4
2 5 2 7
37129 3
4 9 4 1
5 6

6|4 8 7
703 165
8|2 4 8

9 5 4

Auf der Vorlesungs-Webseite finden Sie unter dem Stichpunkt “Ubungen” ein Pro-
gramm, das ein Sudoku-Puzzle einliest, daraus eine Formel generiert und dann mit
Hilfe des SAT-Solvers Limboole eine Losung findet. Leider generiert das Programm
bislang nur die Formel F' A G. Verbessern Sie es so, dass es die Formel F' A G er-
zeugt, und wenden Sie es auf das unten dargestellte Sudoku-Puzzle an. (Weitere
Einzelheiten sind auf der o.g. Webseite erlautert.)

(c) Uberlegen Sie sich, wie man einen SAT-Solver einsetzen kénnte, um Minesweeper
zu 16sen. Welche Probleme treten auf, und wie kann man sie umgehen?

Aufgabe 2 (Losungsvorschlag)  Modellierung von Sudoku

(a) Die Formel F’ muss ausdriicken, dass in jeder Zeile, jeder Spalte und jedem 3x3-
Unterfeld jede Zahl vorkommen muss, und dass keine Zelle mehr als eine Zahl
enthalten kann. Sie ldsst sich also darstellen als F' = F} A Fy A F3 A F,. Dabei



erhélt man die Zeilen- und Spaltenbedingungen ganz einfach so:

o= AAV v
9 9 9
Bo= ANV v

F} und F5 unterscheiden sich nur dadurch, dass die Rolle der Zeilen- und der Spal-
tenvariablen vertauscht wurden. Fj (die Feldbedingung) folgt demselben Prinzip:
In der ersten Konjunktion werden die 3x3-Felder aufgezéahlt, in der Disjunktion die
einzelnen Zellen innerhalb des jeweiligen Felds. Nur die Art und Weise, wie diese
Aufzéhlung geschieht, ist etwas komplizierter:

2 2 9 3 3
B = AAAVV v

s=0t=0 z=1 u=1v=1

Keine Zelle kann mehr als eine Zahl enthalten:
9 9 8
= AANA

z=1y=121=1 29

Bemerkungen: Aus Symmetriegriinden reicht es bei Fy aus, nur die Paare mit
21 < 29 zu betrachten. Die Bedingung, dass in jeder Zelle auch mindestens eine
Zahl stehen muss, wird durch die tibrigen Bedingungen bereits impliziert (Schub-
fachprinzip).

9

_‘(/Ua:,y,zl A Ux,y,ZQ)
1+1

Das Programm, das die obige Formel F’ fiir Limboole erzeugt, finden Sie auf
der Vorlesungs-Webseite. Fiir das in der Aufgabenstellung gezeigte Puzzle findet
Limboole innerhalb von 6s eine Losung (auf einem Laptop mit Pentium 4, 1.8
GHz), fur das zweite mitgelieferte Puzzle sogar in 0, 6s.

Auch Minesweeper ldsst sich prinzipiell mithilfe eines SAT-Solvers 16sen. Fiir die
Zelle in Zeile z und Spalte y benutzt man eine Variable v, ,, die 1 sein soll, wenn das
Feld (x,y) eine Mine enthélt und 0 sonst. Die Information, die durch jedes einzelne
bekannte Feld geliefert wird, ergibt eine Teilformel. Im Beispiel aus Aufgabe 1 (c)
vom ersten Ubungsblatt erhilt man aus der “1” auf Feld A4 die Teilformel (v 45 V
vps) A 7(vas A vps). Aus der Tatsache, dass Feld F6 mit einem Stern markiert
ist, erhédlt man vpg. Die Konjunktion F' aller dieser Teilformeln beschreibt alle
moglichen Situationen.

Problematisch ist, dass man nicht fiir jedes Feld genug Informationen hat, um
sicher festzustellen, ob es eine Mine enthélt oder nicht. Wenn der SAT-Solver
irgendeine erfiilllende Belegung findet, wird er diese ausgeben. Im o.g. Beispiel
konnte er feststellen, dass v4s = 0 und vgs; = 1 Teil einer Losung ist und diese



ausgeben, auch wenn es eine weitere Losung mit der umgekehrten Belegung gibt.
Verlasst man sich aber auf diese “zufillig” gefundene, nicht eindeutige Losung, so
verliert man evtl. das Spiel.

Umgehen kann man dies, indem man den SAT-Solver fragt, ob F' — v 45 eine giiltige
Formel ist. Wenn ja, liegt auf A5 eine Mine. Wenn nein, fragt man, ob F' — =5
eine giiltige Formel ist. Wenn ja, kann A5 aufgedeckt werden. Wenn beide Formeln
nicht giiltig sind, kann iiber A5 keine sichere Aussage gemacht werden. Dieser Test
muss aber fiir jedes einzelne Feld wiederholt werden.

Ein weiterer Unterschied ist, dass der SAT-Solver bei Sudoku die Losung des ge-
samten Spiels in einem Zug berechnen kann. In Minesweeper gewinnt man wahrend
des Spiels zusétzliche Information und miisste den SAT-Solver nach jedem Aufde-
cken eines Felds neu aufrufen. Insgesamt ergibt sich, dass der Einsatz eines SAT-
Solvers fiir Minesweeper weniger geeignet ist.

Aufgabe 3  Formelmengen

()

Geben Sie aussagenlogische Formeln F}, Fy, F3 mit folgenden Eigenschaften an:

(i) Die Menge {Fi, Fy, F5} ist unerfiillbar.
(ii) Die Mengen {F}, Fy},{F}, F3},{F», F3} sind alle erfiillbar.

Geben Sie fiir die zwei-elementigen Mengen Modelle an.

Sei n > 3 beliebig. Geben Sie eine Formelmenge M,, = {F}, ..., F,,} mit folgenden
Eigenschaften an:

(i) M, ist unerfiillbar.

(ii) Alle (n — 1)-elementigen Teilmengen von M,, sind erfiillbar.

Begriinden Sie kurz, warum die von Ihnen gewéhlte Menge M,, die Eigenschaften (i)

und (ii) hat.

Sei n > 3 beliebig und M,, eine Formelmenge wie in (b). Es sei v, die Anzahl
unterschiedlicher Variablen, die in M, vorkommt. Wie grof muss v, mindestens
sein, damit Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt sind?

Aufgabe 3 (Losungsvorschlag)  Formelmengen

Hinweis: Wir betrachten eine Menge M von Formeln als erfiillbar, wenn die Konjunktion
aller Formeln aus M erfiillbar ist, es also eine passende Belegung gibt, die jede einzelne
Formel in M erfiillt. Umgekehrt ist M unerfiillbar, wenn es keine Belegung gibt, die alle
Formeln in M zugleich erfiillt.



()

Es gibt viele mogliche Losungen. Wenn einem partout keine einfallen will, kann
man einen Satz von Formeln mit Variablen A und B systematisch konstruieren,
etwa so:

{F}, F3} soll erfiillbar sein, also muss es eine Belegung geben, die sowohl F} als
auch Fj erfiillt. Legen wir uns also auf irgendeine Belegung fest, sagen wir A = 1
und B = 1, die dazu passenden Formeln konstruieren wir spéter. Fiir die Menge
{F}, F3} legen wir uns ebenso beliebig auf A =1 und B = 0 fest, und fiir {F}, F3}
auf A = 0 und B = 1. Wichtig ist nur, dass wir drei verschiedene Belegungen
wiéhlen.

Jetzt konstruieren wir die passenden Formeln: F} muss fiir A =1, B = 1 und fiir
A =1, B = 0 erfiillt sein, die Formel F; = A tut genau dies. Analog ergibt sich
Fy, = B und F3 = —(A < B). Man iiberzeuge sich, dass alle Bedingungen aus der
Aufgabenstellung erfiillt sind.

Zusatzaufgabe: Man {iberlege sich, wie viele verschiedene Formelmengen man auf
diese Weise konstruieren kann. ..

Die folgende Losung ist &hnlich zu der in (a): Man benutzt Variablen A;,... A, 4
und setzt F; = A; firi=1,...,n—1,dazu F,, = (A1 A -+ AN A,q).

Die Menge M, \{F,} ist erfiillbar, indem man alle Variablen auf 1 setzt, die Menge
M, \{F;}, 1 <1< nist erfiilllbar, indem man alle Variablen auler A; auf 1 setzt.
Die Menge M,, ist offensichtlich nicht erfiillbar.

Analog zu der Konstruktion aus (a) iiberlegt man sich, dass man n Belegungen
braucht, um die Bedingung (ii) zu erfiillen. Wegen Bedingung (i) miissen alle diese
Belegungen verschieden sein. Mit m Variablen kann man bis zu 2™ verschiedene
Belegungen erzeugen, also gilt v,, > log, n.



