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Ubung zu Logik

Bearbeiten Sie diese Aufgaben bis zur néchsten Ubung am Freitag, 26. Oktober, um
12 Uhr. Die Losungen werden in der Ubung besprochen.

Aufgabe 1  Syllogismen

In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit Syllogismen, die von Aristoteles eingefiihrt
wurden. Welche der folgenden Syllogismen sind giiltig? Begriinden Sie Ihre Antwort oder
geben Sie ein Gegenbeispiel an.

a) Einige M sind nicht P, alle M sind 5, dann gilt: einige S sind nicht P.

(a)
(b) Kein P ist M, kein M ist S, dann gilt: einige S sind nicht P.
(c) Alle M sind P, kein S ist M, dann gilt: kein S ist P.
(d) Alle P sind M, kein S ist M, dann gilt: kein S ist P.
Argumentieren Sie mit Mengen und benutzen Sie folgende Formalisierungen:
1. “Alle X sind Y” bedeutet X C Y.
2. “Kein X ist Y” bedeutet X NY = 0.
3. “Einige X sind Y” bedeutet X NY # 0.
4. “Einige X sind nicht Y bedeutet X \ Y # (.

Sie konnen auch hier mit Syllogismen experimentieren:
http://www.begriffslogik.de/online/aristo/index.html

Aufgabe 1 (Losungsvorschlag)  Syllogismen

(a) Giiltig. Einige M sind nicht P, d.h., M\ P # 0, d.h., es gibt wenigstens ein Element
rmitx € M und z & P. Alle M sind S, d.h., M C S, d.h., x € S. Dann gilt auch
x € S\ P, also sind einige S nicht P.

Dieser Syllogismus hat {ibrigens die Bezeichnung Bocardo.

(b) Ungiiltig. Gegenbeispiel: P = S = {1}, M = {2}.
Noch einfacher: M = P = S = ().



(c) Ungiiltig. Gegenbeispiel: M = {1}, S = {2,3}, P = {1, 2}.

Noch einfacher: M =0, P =5 = {1}.

(d) Giiltig. Alle P sind M, also P C M. Kein S ist M, also SN M = (). Wir machen

einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass “Kein S ist P” nicht gilt, sei also
ein x € SN P. Wegen P C M ist gilt auch x € SN M. Das widerspricht aber
SN M = 0. Also war die Annahme falsch und “Kein S ist M” gilt.

Bezeichnung: Camestres.

Spéter werden wir eine Moglichkeit kennenlernen, wie man Beweise wie in (a) und (d)
systematisch fithren kann.

Eine Moglichkeit zum Auffinden moglichst einfacher Losungen ist es, sich die Aussagen
mit Hilfe von Venn-Diagrammen (sich iiberlappenden Kreisen) zu veranschaulichen.

Aufgabe 2 Sudoku

(a)

Wir betrachten erneut Sudoku, diesmal mit 4x4 Quadraten. In jeder Spalte, jeder
Zeile und in jedem der vier 2x2-Quadrate miissen alle Ziffern von 1 bis 4 genau
einmal auftreten.

Unten sind drei Sudokus dieser Art gegeben. Fiillen Sie die Quadrate so weit wie
moglich aus. Gibt es eine Losung? Ist die Losung eindeutig? Nach welchen Regeln
sind Sie beim Ausfiillen der Quadrate vorgegangen?
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Das Computer-Spiel Minesweeper ist als Beigabe zu vielen Betriebssystemen be-
kannt. Das Spielfeld ist in Quadrate unterteilt, und auf manchen dieser Quadrate
liegen Minen versteckt. Der Spieler muss alle Felder aufdecken, die frei von Minen
sind; deckt er ein Feld auf, das eine Mine enthélt, so hat er verloren. Wird ein Feld
ohne Mine aufgedeckt, so bekommt man die Zahl der Minen zu sehen, die auf den
acht Nachbarfeldern (links, rechts, oben, unten und diagonal) enthalten sind.

Unten sehen Sie den aktuellen Spielstand eines Minesweeper-Feldes. Von den mit %
markierten Felder ist bereits bekannt, dass sie eine Mine enthalten. Bereits aufge-
deckte Felder enthalten die Zahl der Minen auf den Nachbarfeldern. Leere Felder
sind noch nicht aufgedeckt worden.
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Finden Sie all die leeren Felder, bei denen Sie mittels logischer Schlussfolgerungen
sicher sein konnen, dass sie eine Mine enthalten bzw. keine Mine enthalten. Kénnen
Sie diese Bestimmung bei allen Feldern vornehmen? Gibt es Félle, in denen keine
Losung moglich ist? Nach welchen Regeln sind Sie jeweils vorgegangen?

(c) Uberlegen Sie sich, worin die Gemeinsamkeiten beim Losen von Sudoku- und Mine-
sweeper-Puzzles bestehen.

Aufgabe 2 (Losungsvorschlag)  Sudoku

(a) Das erste Sudoku hat eine eindeutige Losung. Im Feld A2 muss z.B. eine 4 stehen,
weil alle anderen Zahlen schon in derselben Zeile oder Spalte vorkommen. Im Feld
B1 muss eine 1 stehen, weil es irgendwo im linken unteren Viertel vorkommen muss
und innerhalb dieses Viertels nur noch das Feld B1 dafiir in Frage kommt. Diese
beiden Argumentationsmuster sind diejenigen, die man beim Lésen von Sudokus
am héufigsten braucht. Auf der Webseite http://angusj.com/sudoku/hints.php
werden sie als “Singles” und ”Hidden Singles” bezeichnet. Auch die iibrigen Felder
im ersten Puzzle lassen sich mit Hilfe dieser Argumentationsmuster ausfiillen.
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Das zweite Sudoku-Puzzle hat keine Losung. Zwar lassen sich Felder C3 und D4
mit Hilfe der “Hidden-Single”-Argumentation eindeutig ausfiillen, nach derselben
Argumentation miissen sich aber sowohl die 1 als auch die 2 im Feld B1 befinden,
was natiirlich nicht geht.



Das dritte Sudoku-Puzzle hat mehr als eine Losung. Neben den bestehenden Fel-
dern lassen sich sechs weitere mit den bekannten Techniken eindeutig bestimmen.
Fiir die iibrigen sieben gibt es jedoch mehr als eine Losung. Zwei dieser Losungen
sind obenstehend angedeutet.

(b) Oben links lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen:

Wegen A4 muss entweder A5 oder B5 eine Mine enthalten.
Folglich darf wegen B4 das Feld C5 keine Mine enthalten.
Wegen E4 muss entweder D5 oder E5 eine Mine enthalten.

Da C5 keine Mine enthélt, muss wegen C4 entweder B5 oder D5 eine Mine
enthalten.

Zusammenfassung: Von A5 bis E5 gibt es genau zwei Minen, die entweder auf
A5 und D5 oder B5 und E5 liegen. C5 ist auf jeden Fall frei.

Unten rechts gibt eine eindeutige Losung:

Wegen H2 miissen in I1, I2 und I3 genau zwei Minen versteckt sein.

Wegen H1 und H3 koénnen diese aber nicht in den Kombinationen I1 und 12
oder 12 und I3 vorliegen.

Es verbleibt die Mdéglichkeit 11 und 13, 12 ist demnach frei.

Oben rechts gibt es keine eindeutige Losung:

Wegen der Mine auf I3 und wegen G4 und H4 muss entweder in G5 oder in
H5 eine Mine liegen.

Wegen I5 und 16 muss entwder in H5 oder in H6 eine Mine liegen.

Es liegt also entwder in G5 und H6 eine Mine (und in H5 nicht), oder es liegt
in H5 eine Mine (und in G5 und H6 nicht). Daher lésst sich iiber keines der
drei Felder eine sichere Aussage machen.

Unten links gibt es gar keine Losung:

Fiir die Felder D1, E1 und F1 ist nur folgendes moglich: D1 und F1 haben
eine Mine, E1 ist frei.

Dann muss aber wegen D2 auch C1 frei von Minen sein.
Dann muss wegen C2 wiederum eine Mine in Bl versteckt sein.

Wegen B2 muss dann auch in Al eine Mine sein, wegen A2 darf dort aber
keine sein. Widerspruch.

(c) In beiden Spielen geht es darum, den Inhalt von Feldern zu bestimmen. Dazu haben
wir zwei Informationen zur Verfiigung: erstens die Regeln, die quasi die Menge aller
giiltig ausgefiillten Spielfelder festlegen — unsere Aufgabe ist es quasi, ein Spielfeld



aus dieser Menge auszuwéhlen. Zweitens die vorab ausgefiillten Felder, die die zur
Wahl stehende Menge weiter einschrankt. Alternativ kann man auch sagen, dass
wir eine korrekte Belegung fiir das gesamte Spielfeld finden miissen.

Da es im Allgemeinen zu schwierig ist, das gesamte Feld auf einmal zu bestimmen,
und der Ansatz “Raten und Verwerfen” zu zeitaufwéndig ist, geht man i.A. so
vor, dass man nach und nach den Inhalt einzelner Felder bestimmt. Dazu bedient
man sich meistens bestimmter Argumentationsmuster, z.B. “singles” oder “hidden
singles” bei Sudoku. Letztlich sind alle diese Muster aber nur Spezialfélle einer
allgemeineren Regel: Wir iiberpriifen fiir ein gegebenes Feld, ob dieses in allen
moglichen Belegungen des gesamten Spielfelds denselben Inhalt haben muss.

Dabei gibt es drei Moglichkeiten:

e Wir finden heraus, dass das Feld tatsédchlich in allen moglichen Spielfeld-
Belegungen denselben Inhalt hat. Dann haben wir den Inhalt dieses Feldes
eindeutig bestimmt. Fiir eine solche Bestimmung ist i.d.R. nicht notwendig,
tatsédchlich alle moglichen Spielfeld-Belegungen zu bestimmen, meistens geht
dies mit Hilfe “lokaler” Argumentationsketten.

e Wir stellen fest, dass es mindestens zwei mogliche Spielfeld-Belegungen gibt,
in denen das Feld verschiedene Inhalte hat. Dann kénnen wir noch keine
Aussage iiber dieses Feld treffen. Meistens werden wir dann versuchen, mit
einem anderen Feld weiter zu machen, bei dem wir mehr Gliick haben. Wenn
es fiir alle noch offenen Felder mehr als einen moéglichen Inhalt gibt, dann gibt
es keine eindeutige Losung.

e Wir stellen fest, dass es keine Belegung gibt, in der dem Feld ein Inhalt
zugeordnet wird, ohne dass dabei irgendeine Regel verletzt wird. In diesem
Falle gibt es keine Losung. (I.d.R. haben wir dann schon zuvor irgendeinen
Fehler gemacht.)

Aus der Tatsache, dass wir eine “Belegung” suchen, klingt schon heraus, dass
Sudoku und Minesweeper etwas mit Aussagenlogik zu tun haben. Darauf werden
wir im néchsten Ubungsblatt genauer eingehen.

Es gibt auch — jenseits der Optik und der konkreten Regeln — ein paar wichtige
Unterschiede zwischen den beiden Spielen:

e In Sudoku sind alle zum Losen des Puzzles notwendigen Informationen von
Anfang an da. Das Ausfiillen eines Feldes bringt uns keine neue Information,
die nicht (implizit) schon vorher da gewesen wére. Das Ausfiillen dient quasi
nur als Gedéachtnisstiitze. Bei Minesweeper verhélt es sich so dhnlich, wenn
wir ein Feld markieren, das notwendigerweise eine Mine enthélt — auch dies
liefert keine Information, die nicht schon vorher (implizit) da war. Das Off-
nen eines minen-freien Feldes liefert jedoch tatséchlich neue Information, die
man zum weiteren Vorgehen oft zwingend braucht, ndmlich die Anzahl der
Nachbarminen dieses Feldes.



e Falls es keine eindeutige Losung gibt, ist dies in Sudoku kein Problem. Jede
mogliche Losung wird als korrekt angesehen. In Minesweeper wird hingegen
nur eine einzige mogliche Losung als korrekt angesehen. Entscheidet man sich
bei Zweideutigkeit fiir die falsche, hat man verloren.

Aufgabe 3  Natiirliche Sprache

(a) Betrachten Sie die folgenden drei Paare von Aussagen und vergleichen Sie den Ge-
brauch von logischen Begriffen wie “oder”, “wenn”, “alle” usf. Gibt es semantische
Zweideutigkeiten?

i) “Wenn es regnet, ist die Strafie nass.”
“Wenn man ein Verbrechen begeht, muss man ins Geféngnis.”

ii) “Mochten Sie Tee oder Kaffee?”
“Beim Fufiball ist man nicht im Abseits, wenn man im Moment der Ballab-
gabe zwei gegnerische Spieler vor sich hat oder in der eigenen Hélfte steht.”

iii) “Wenn alle an einem Strang ziehen, schaffen wir das Projekt.”
“Wenn alle sich einen Karton nehmen, haben wir den Umzug schnell ge-
schafft.”

(b) Uberlegen Sie sich, welche der folgenden Aussagen gleichbedeutend sind.

i) “Wenn alle mitmachen, schaffen wir es.”

ii) “Wenn nicht alle mitmachen, dann schaffen wir es nicht.”

iii) “Wenn wir es nicht schaffen, hat jemand nicht mitgemacht.”

1v

)
)
) “Wir machen jetzt alle mit, und dann schaffen wir es auch.”

Aufgabe 3 (Losungsvorschlag)  Natiirliche Sprache

(a) i) Bei der ersten Aussage (Regen, dann Strafie nass) ist wohl eher eine einsei-
tige Implikation gemeint. Wenn die Strafle nass ist, muss es nicht unbedingt
regnen, jemand konnte auch Wasser auf die Strafle geschiittet haben.

Bei der zweiten Aussage (Verbrechen, Gefiangnis) meint man normalerwei-
se eine Genau-dann-wenn-Beziehung. Verbrecher, und auch nur Verbrecher,
gehoren ins Gefdngnis.

ii) Bei “Tee oder Kaffee” wird man im Allgemeinen ein Exklusiv-Oder meinen,
beides zusammen schmeckt nicht. Beim Fufiball ist ein Inklusiv-Oder gemeint,
man ist selbstverstiandlich auch dann nicht im Abseits, wenn man beide Be-
dingungen (zwei Spieler und eigene Hélfte) erfiillt.

iii) In “Wenn alle an einem Strang ziehen” denkt man daran, dass alle am selben
Strang ziehen. (Es gibt einen Strang, so dass fiir alle gilt, dass sie daran
ziehen.) Mit “Wenn alle sich einen Karton nehmen” wird man hingegen nicht



sagen wollen, dass alle sich denselben Karton nehmen, sondern jeder einen
anderen. (Fiir alle gilt, dass es einen Karton gibt, den man sich nimmt.)

(b) Gleichbedeutend sind Aussagen (i) und (iii). Allgemein gilt, dass “a — b” &qui-
valent zu “—b — —a” ist. Aussage (ii) entspricht mehr der Formel “-a — —b”,
sie sagt insbesondere nichts dariiber aus, ob das Mitmachen aller auch zum Erfolg
fiihrt. Aussage (iv) entspricht formal eher “a A b”. Umgangssprachlich kann man
es freilich auch im selben Sinne wie (i) und (iii) verstehen; Umgangssprache hat
nunmal nicht immer eine eindeutige Semantik.



