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@ Markov-Ketten

e Ankunftsw'keiten, stationire Verteilung
e Warteschlangen
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@ Der Heilige Augustinus liber die Zeit:
Was also ist die Zeit? Wenn niemand mich danach
fragt, weiB ich es; wenn ich es jemand auf seine
Frage hin erklaren will, weiB3 ich es nicht.

@ Pragmatische Sicht: Zufall = mangelndes Wissen.
Bei gewissen Vorgdngen wissen wir fiir eine sichere Vorhersage
nicht genug: Ziehung von Lottozahlen, Regenfall iiber
Miinchen, Absturz eines informatischen Systems.

@ Es konnen trotzdem probabilistische Vorhersagen gemacht
werden.

@ Ziel der Vorlesung: lernen, korrekte Vorhersagen dieser Art zu
machen und zu identifizieren.



Es wird gewiirfelt ... |

Am Ende der Vorlesung werden Sie in der Lage sein, folgende
Fragen zu beanworten:

(1) Ein fairer Wiirfel wird 10 Mal geworfen. Mit welcher W'keit
kriegt man

o keine Sechs? (= 0.162)
e genau 1 Mal eine Sechs? (=~ 0.323)
e genau 3 Mal eine Sechs? (=~ 0.155)
(2) Ein fairer Wiirfel wird 600000 Mal geworfen. Mit welcher
W'keit kriegt man mindestens 100100 Sechser? (=~ 0.36)
(3) Drei faire Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Mit welcher
W'keit
o betragt die Summe der Augenzahlen mindestens 147 (35/216)
o ist die groBte Augenzahl hochstens 37 (1/8)
o sind alle drei Augenzahlen verschieden? (5/9)



Es wird gewiirfelt ... Il

(4) Sechs faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 6 nummeriert
und dann gleichzeitig geworfen. Wieviele Wiirfel fallen im
Mittel mit der eigenen Nummer als Augenzahl? (1.2)

(5) Hundert faire Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W'keit betrdgt die Summe der Augenzahlen hochstens
3107 (=~ 0.01)

(6) Drei faire Wiirfel werden 1000 Mal gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W'keit kriegt man kein einziges Mal drei Sechser?

(~ 0.01)

(7) 10 faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 10 numeriert und
dann 10000 Mal gleichzeitig geworfen. Das Ergebnis eines
Waurfes wird als Vektor (aj,...,a10) mit1<a; <6
dargestellt. Mit welcher W'keit wiederholt sich kein Ergebnis?
(~ 0.437)



Es wird gewiirfelt ... Il

(8) Wie oft muss man einen fairen Wiirfel im Mittel werfen, um
e die erste Sechs
e drei Sechser hintereinander
e alle sechs Augenzahlen mindestens einmal

zu kriegen? (6,258, 14.7)

(9) Anna versucht, das Ergebnis eine Reihe von Wiirfen eines
fairen Wiirfels zu raten. Der Wiirfel wird 600 Mal geworfen.
Wie oft muss Anna das richtige Ergebnis raten, so dass die
W'keit, das es aus Zufall geschieht, hdchstens 1% betragt?
(150)

(10) Ein Wiirfel wird 15 Mal geworfen und man bekommt 1 Mal
die eins, 3 Mal die 2, 4 Mal die 3, 3 Mal die 4, 4 Mal die 5
und 0 Mal die 6. Mit welcher Konfidenz kann behauptet
werden, der Wiirfel sei nicht fair? (0.95)



Es wird gewiirfelt ... IV

Zwei der Ergebnisse in (1)-(10) sind falsch.
Sie kénnen schon heute diese zwei
Ergebnisse experimentell bestimmen.
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e Hardware-Fehler konnen durch Zufallsvorgange (z.B.
Strahlung) eintreten.

Zuverlassigkeitsanalyse

@ Download-Zeiten von Web-Seiten, Antwort-Zeiten von
Diensten konnen nicht prazise vorhergesagt werden.

Leistungsanalyse

@ Viele Programme verwenden Zufallsbits, um mit groBer
Wahrscheinlichkeit gewisse Problemsituationen (z.B.
Verklemmungen) zu vermeiden:

Randomisierte Algorithmen

@ Viele Sicherheitsprotokolle beruhen auf Annahmen iiber die
W'keit, dass ein Angreifer Information iiber Schliisseln
gewinnt:

Sicherheitsanalyse
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Thema der Vorlesung: Zufallsexperimente

Das Experiment wird unter genau festgelegten
Versuchsbedingungen durchgefiihrt.

@ Ungenau: zwei Zahlen werden zufillig gewahlt.
e Genau: ein Paar (z,y) € [0,232 — 1] x [0,23? — 1] wird zufillig
gewahlt, jedes Paar hat die gleiche W'keit.

Die Menge der moglichen Ergebnisse (Ausgange) ist vor der
Durchfiihrung des Experimentes bekannt.

Das Experiment kann zumindest prinzipiell beliebig oft unter
gleichen Bedingungen wiederholt werden.
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Mathematische Modellierung von Zufallsexperimenten

Drei faire Wiirfel werden geworfen.
Frage: Was ist die W'keit, dass die Summe der
Augenzahlen gréBer als 12 ist?

Die Menge der moglichen Ausgdnge wird aus der
Beschreibung gewonnen.

Ausgénge: (1,1,1),...,(6,6,6)

Die W'keiten der Ausgidnge werden ebenfalls aus der
Beschreibung gewonnen.

Pr[(L 17 1)] =...= PT[(6,6,6)] _ 2716

Die Frage, die uns interessiert, wird auf die Berechnung der
W'keit einer Menge von moglichen Ausgangen reduziert.
Pr[{(5,4,4),(4,5,5),...,(6,6,6)}]

Zwei Fehlerquellen: falsche Modelle und falsche
Berechnungen!



Mathematische Modellierung von Zufallsexperimenten |l

Die Reduktion der Frage auf W’keiten ist nicht immer so direkt.

Drei faire Wiirfel werden geworfen.

Frage: Sollte man folgende Wette eingehen? Wenn
insgesamt iiber 12 Augenzahlen angezeigt werden,
gewinnt man 1 Euro. Sonst verliert man 2 Euro.



Teil |

Grundbegriffe
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Diskrete Wahrscheinlichkeitskeitsraume

Definition 1

@ Ein diskreter W'keitsraum ist durch eine (endliche oder
abzihlbar unendliche) Ergebnismenge 2 = {wy,wo, ...} von
Elementarereignissen gegeben.

@ Jedem Elementarereignis w; ist eine Wahrscheinlichkeit Pr{w;]
zugeordnet, wobei wir fordern, dass 0 < Pr{w;] < 1 und

Z Prlw] = 1.

wes

© Eine Menge FE C () heiBt Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit
Pr[E] eines Ereignisses ist definiert durch

Pr[E] := Z Pr{w].

weFE
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Modelle |

Beispiel 2
Zwei faire Wiirfel werden geworfen.

Frage: Mit welcher W'keit betrdgt die Gesamtzahl der Augen
mindestens 107

Modell 1: © = { (1,1),...,(6,6) }, Pr[(i, j)] = 317)’

mind-10 = {(4,6), (5,5), ..., (6,6)}, Pr[mind-10] = é

Modell 2: Q = {2,3,4,...,10,11,12},

1 1 1

Pr2| = —,...,P =—,...,Pr[12] = —.
r[ } 367 Y r[7] 67 Y r[ ] 36

3 2 1 1

ind-10 = {10,11,12}, Prmind-10| = — + — + — = —.

mind-10 = {10, 11,12}, Pr[mind-10] 26 + 36 + 366



1
Modell 3: © = {2.3,4,.....,10,11,12}, Pr(i) = .
3

Pr[mind-10] = TR



Modelle Il

1
Modell 3: Q = {2,3,4,...,10,11,12}, Pr(i) = I
Pr[mind-10] = 3
11

Model 3 ist aus mathematischer Sicht zul3ssig, jedoch falsch. Es
entspricht nicht dem, was man unter “faire Wiirfel” versteht!



Physikalische Analogie

Elementarereignis w
W'keit Pr|w]

Z Prjw] =1

we

Ereignis
Pr(E] =) Priw]

weE

Objekt
Gewicht des Objekts

Gesamtgewicht aller Objekte: 1 Kg.

Objektmenge

Gesamtgewicht der Objektmenge



Vereinigung, Schnitt, Komplement von Ereignissen

Wenn A und B Ereignisse sind, dann sind auch AU B, AN B,
A\ B etc. Ereignisse.

Das Ereignis £ = Q \ E heiBt komplementires Ereignis zu E oder
komplement von FE.

Zwei Ereignisse A und B heiBen disjunkt wenn AN B = () gilt.



Einfache Eigenschaften |

Die folgenden Eigenschaften sind einfache Konsequenzen des
Axioms ) o Prlw] = 1 und der Definition Pr[E] := > _p Prw].

Fiir Ereignisse A, B, A1, As ... gilt:
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Die folgenden Eigenschaften sind einfache Konsequenzen des
Axioms ) o Prlw] = 1 und der Definition Pr[E] := > _p Prw].

Fiir Ereignisse A, B, A1, As ... gilt:

e Pr[f] =0, Pr[Q] = 1.

e 0 <Pr[A] <1.

e Pr[A] =1 — Pr[A].

e Wenn A C B, so folgt Pr[A] < Pr[B].
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Einfache Eigenschaften |

Die folgenden Eigenschaften sind einfache Konsequenzen des
Axioms ) o Prlw] = 1 und der Definition Pr[E] := > _p Prw].

Fiir Ereignisse A, B, A1, As ... gilt:

e Pr[f] =0, Pr[Q] = 1.

e 0 <Pr[A] <1.

e Pr[A] =1 — Pr[A].

Wenn A C B, so folgt Pr[A] < Pr[B].

Wenn AN B =), so folgt Pr[AU B| = Pr[A] + Pr[B].
Allgemein: Pr[A U B| = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A N B].

(Intuitiv: Pr[A] + Pr[B] zéhlt das “Gewicht” der Objekte in
AN B zweimal. Korrektur: Pr[A N B] abziehen.)



Einfache Eigenschaften Il

e (Additionssatz) Wenn A, ..., A, paarweise disjunkt sind
(also wenn fiir alle Paare i # j gilt, dass A; N A; = 0), so

folgt
U

=1

Pr

i=1

Fiir eine unendliche Menge von paarweise disjunkten
Ereignissen A1, Ao, ... gilt analog

i=1 =1

Pr




Einfache Eigenschaften Il

e (Boole'sche Ungleichung) Fiir beliebige Aq, ...

n

U

i=1

n

Pr < ZPr[A,-} .
=1

Analog gilt fiir eine unendliche Folge A1, Ao, ..

Pr

U
i=1

i=1

, Ay gilt

., dass



Die Siebformel |

Der Additionssatz gilt nur fiir paarweise disjunkte Ereignisse. Fiir
den allgemeinen Fall erhalten wir folgenden

Satz 3 (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Exklusion)
Fiir Ereignisse Ay, ..., A, (n > 2) gilt:

n

U4

i=1

Pr

= STRdAl- Y Pl n Ay
=1

1<ii<ia<n

+ (=D YT PriAg NNyl + -

1< <..<y;<n
+ (=D)L PrAin...NA,].



Die Siebformel Il

Insbesondere gilt fiir zwei Ereignisse A und B
Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B] .
Fiir drei Ereignisse A1, Ao und As erhalten wir

Pr{A; UAy U A3] = Pr[A;] + Pr[As] + Pr[As]
—Pr[A; N Ag] — Pr[A; N As]
—Pr[As N A3]
+Pr[A; N Ay N As] .



Die Siebformel Il

Beweis: Nur fiir n = 3:

A A

As 0

Durch die im Satz angegebene Summe wird jedes Flachenstiick
genau einmal gezihlt.
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Laplacesche W'keitsraume

Definition 4
Ein diskreter W'keitsraum (€2, Pr) heiBt Laplacescher W'keitsraum,
wenn Prlw] = Pr[w'] fiir alle w,w’ € Q.

Sei (€2, Pr) ein Laplacescher W'keitsraum. Dann:

@ () ist endlich.
_ B
€]

Bemerkung: Unwissen iiber die W'keiten bedeutet nicht, dass ein
W'keitsraum ein Laplacescher W'keitsraum sein muss!

e Fiir jedes Ereignis F gilt Pr[F]

Wenn nach unserem Kenntnis der Gesetze (physikalische,
psychologische, soziologische . ..), die das Ergebnis des
Experiments bestimmen, kein Elementarereignis “bevorzugt” wird,
dann kann die Laplace-Annahme sinnvoll sein.



Experimentelle Wahl der W'keiten

Definition 5

bsolute Haufigkeit E
relative Haufigkeit von £ = absolTe TalMexer von

Anzahl aller Beobachtungen
Anzahl Eintreten von E

Anzahl aller Beobachtungen’

Um die W’keiten zu wihlen: Wiederhole das Experiment und wéhle
die relativen Haufigkeiten.

Basiert auf das Prinzip (,, Gesetz der groBen Zahlen*):

Wenn man das gleiche Zufallsexperiment sehr oft
wiederholt, konvergieren die relativen Haufigkeiten der
Ereignisse gegen deren Wahrscheinlichkeiten.



Historische Anfange der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die ersten Hinweise auf mathematische Untersuchungen zu
Problemen der Wahrscheinlichkeitstheorie finden sich in einem
Briefwechsel zwischen den franzosischen Mathematikern

Pierre Fermat (1601-1665)
und
Blaise Pascal (1623-1662).

Pascal beschiaftigte sich neben der Mathematik auch mit
Fragestellungen aus dem Bereich der Physik und auch aus der
Informatik! Sein Vater hatte als Steuerinspektor in Rouen
umfangreiche Rechnungen durchzufiihren und so wurde Pascal zum
Bau einer mechanischen Rechenmaschine, der so genannten
Pascaline, motiviert.



Historische Anfange der Wahrscheinlichkeitstheorie

In dem Briefwechsel taucht bereits der Ansatz Pr[E] = |E|/|Q| zur
Berechnung der Wahrscheinlichkeit von E auf. Auch den Begriff
des Erwartungswerts kann man dort schon finden. Weder Fermat
noch Pascal publizierten ihre Uberlegungen zur
Wabhrscheinlichkeitstheorie. Der Niederlander

Christiaan Huygens (1629-1695)

entwickelte ebenfalls Methoden zum Arbeiten mit
Wahrscheinlichkeiten aus. Er publizierte im Jahre 1657 auch eine
kleine Arbeit mit dem Titel ,,De ratiociniis in ludo aleae" (Uber die
GesetzmaBigkeiten beim Wiirfelspiel).
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Ausgang des vorigen Teils abhangen.
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Mehrstufige Experimente |

Experimente bestehen oft aus Teilexperimenten, die der Reihe nach
durchgefiihrt werden.

Welches Teilexperiment als nichstes durchgefiihrt wird, kann vom
Ausgang des vorigen Teils abhangen.

Elementarereignisse = mogliche Sequenzen von “Teilereignissen”.

Die W'keit eines Elementarereignisses ist das Produkt der W'keiten
der Teilereignisse.



Mehrstufige Experimente ||

Beispiel 6

Eine faire Miinze wird geworfen. Zeigt sie Kopf, werden zwei faire
Wiirfel geworfen. Zeigt sie Zahl, wird nur ein fairer Wiirfel
geworfen.

Frage: Was ist die W'keit, hochstens 4 Augen zu bekommen?



Mehrstufige Experimente ||

Beispiel 6

Eine faire Miinze wird geworfen. Zeigt sie Kopf, werden zwei faire
Wiirfel geworfen. Zeigt sie Zahl, wird nur ein fairer Wiirfel
geworfen.

Frage: Was ist die W'keit, hochstens 4 Augen zu bekommen?
Modell:
Q=1{k(1,1),...,k(6,6),z1,...,26}

Prik (i, §)] = Prlzi] =

N
| =

L
36

N =



Mehrstufige Experimente ||

Beispiel 6

Eine faire Miinze wird geworfen. Zeigt sie Kopf, werden zwei faire
Wiirfel geworfen. Zeigt sie Zahl, wird nur ein fairer Wiirfel
geworfen.

Frage: Was ist die W'keit, hochstens 4 Augen zu bekommen?
Modell:
Q=1{k(1,1),...,k(6,6),z1,...,26}

Prlk (i, )] = 5 - 55

N =

1
W'keit, hochstens 4 Augen zu bekommen: 5 36 +



Mehrstufige Experimente Il

Mehrstufige Experimente konnen als Bdume visualisiert werden.
Die Elementarereignisse sind die Pfade des Baumes.

Jeder Knoten représentiert ein Ereignis (die Menge der Pfade, die
den Knoten besuchen).

Die W'keit dieses Ereignisses ist das Produkt der W'keiten im Pfad
von der Wiirzel zum Knoten.



Mehrstufige Experimente 1V

Beispiel 7

Eine faire Miinze wird so lange geworfen, bis die gleiche Seite
zweimal hintereinander fallt.

Frage: Mit welcher W'keit ist die Anzahl der Wiirfe gerade?



Mehrstufige Experimente 1V

Beispiel 7

Eine faire Miinze wird so lange geworfen, bis die gleiche Seite
zweimal hintereinander fallt.

Frage: Mit welcher W'keit ist die Anzahl der Wiirfe gerade?
Modell:

Q = {kk, zz, kzz, zkk, kzkk, zkzz...}  Prlw] =271



Mehrstufige Experimente 1V

Beispiel 7

Eine faire Miinze wird so lange geworfen, bis die gleiche Seite
zweimal hintereinander fallt.

Frage: Mit welcher W'keit ist die Anzahl der Wiirfe gerade?
Modell:

Q = {kk, zz, kzz, zkk, kzkk, zkzz...}  Prlw] =271
Es gilt:

Pr[gerade] = Prlkk] + Pr[zz] + Pr[kzkk] + . ..



Mehrstufige Experimente V

Visualisierung als Baum:




Mehrstufige Experimente VI

“Abstrakteres” Modell: die Elementarereignisse sind die Anzahlen
der Wiirfe.
Q={2,3,4...}.

W'keiten der Elementarereignisse:

Pr[2i] = Pr[(kz)Dkk ]+ Pr[ (zk)Yzz ]

SORONOS



Mehrstufige Experimente VI

“Abstrakteres” Modell: die Elementarereignisse sind die Anzahlen
der Wiirfe.
Q={2,3,4...}.

W'keiten der Elementarereignisse:

Pr[2i] = Pr[(kz)Dkk ]+ Pr[ (zk)Yzz ]

SORONOS

Pr[gerade] = ZPr[%]
i=1



Mehrstufige Experimente VI

“Abstrakteres” Modell: die Elementarereignisse sind die Anzahlen
der Wiirfe.
Q={2,3,4...}.

W'keiten der Elementarereignisse:
Pr[Qi] = Pr[ (kz)(z’—l)kk ] 4 Pr[ (Zk)(i_l)zz}
AR
-2 2) \2

Prigerade] = ZPr (2] :Z< >2z—1

=1



Mehrstufige Experimente VI

“Abstrakteres” Modell: die Elementarereignisse sind die Anzahlen
der Wiirfe.
Q={2,3,4...}.

W'keiten der Elementarereignisse:

Pr[2i] = Pr[(kz)Dkk ]+ Pr[ (zk)Yzz ]
ORORON

st - S-S ) 150



Mehrstufige Experimente VI

“Abstrakteres” Modell: die Elementarereignisse sind die Anzahlen
der Wiirfe.
Q={2,3,4...}.

W'keiten der Elementarereignisse:

Pr[2i] = Pr[(kz)Dkk ]+ Pr[ (zk)Yzz ]
ORORON

st - S-S () 150



Mehrstufige Experimente VI

“Abstrakteres” Modell: die Elementarereignisse sind die Anzahlen
der Wiirfe.
Q={2,3,4...}.

W'keiten der Elementarereignisse:

Pr[2i] = Pr[(kz)Dkk ]+ Pr[ (zk)Yzz ]
ORORON

st - S-S () 150



Mehrstufige Experimente VII

Beispiel 8

Sie nehmen an einer Spielshow im Fernsehen teil, bei der Sie eine
von drei verschlossenen Tiiren auswahlen sollen. Hinter einer Tiir
wartet der Preis, ein Auto, hinter den beiden anderen stehen
Ziegen. Sie zeigen auf eine Tiir. Sie bleibt vorerst geschlossen. Der
Moderator weiss, hinter welcher Tiir sich das Auto befindet; mit
den Worten "“Ich zeige Ihnen mal was” &ffnet er eine andere Tiir,
und eine meckernde Ziege schaut ins Publikum. Er fragt: “Bleiben
Sie bei Nummer eins, oder wahlen sie Nummer zwei? ”



Mehrstufige Experimente VII

Beispiel 8

Sie nehmen an einer Spielshow im Fernsehen teil, bei der Sie eine
von drei verschlossenen Tiiren auswahlen sollen. Hinter einer Tiir
wartet der Preis, ein Auto, hinter den beiden anderen stehen
Ziegen. Sie zeigen auf eine Tiir. Sie bleibt vorerst geschlossen. Der
Moderator weiss, hinter welcher Tiir sich das Auto befindet; mit
den Worten "“Ich zeige Ihnen mal was” &ffnet er eine andere Tiir,
und eine meckernde Ziege schaut ins Publikum. Er fragt: “Bleiben
Sie bei Nummer eins, oder wahlen sie Nummer zwei? ”

Frage: Welche Tiir hat bessere Chancen?

@ Nummer eins.
@ Nummer zwei.

@ Beide gleich.



Mehrstufige Experimente VIII

Wir vergleichen zwei Experimente: Im ersten Experiment bleiben
Sie immer bei der Tiir, die Sie gewahlt haben. Im zweiten
Experiment wechseln Sie immer die Tiir.



Mehrstufige Experimente VIII

Wir vergleichen zwei Experimente: Im ersten Experiment bleiben
Sie immer bei der Tiir, die Sie gewahlt haben. Im zweiten
Experiment wechseln Sie immer die Tiir.

Annahmen (genaue Beschreibung der Experimente):

@ Das Auto wird mit W'keit 1/3 hinter Tiir 1, 2, oder 3 gestellt.
e Sie wahlen eine Tiir mit W'keit 1/3.

@ Wenn der Moderator zwei Tiiren aufmachen darf, dann wahlt
er eine Tir mit W'keit 1/2.



Mehrstufige Experimente VIII

Wir vergleichen zwei Experimente: Im ersten Experiment bleiben
Sie immer bei der Tiir, die Sie gewahlt haben. Im zweiten
Experiment wechseln Sie immer die Tiir.

Annahmen (genaue Beschreibung der Experimente):

@ Das Auto wird mit W'keit 1/3 hinter Tiir 1, 2, oder 3 gestellt.
e Sie wahlen eine Tiir mit W'keit 1/3.

@ Wenn der Moderator zwei Tiiren aufmachen darf, dann wahlt
er eine Tir mit W'keit 1/2.

Elementarereignis: (  Tir-des-Autos
Ihre-erste-Wabhl
Wahl-des-Moderators
Ihre-zweite-Wahl
Ergebnis )



Mehrstufige Experimente X

@ Experiment “Ich bleibe bei meiner ersten Wahl"

Modell:
O ={1121A,1131A,12327,...,3323A}
1 11 1 1
Pr[1121A]l==--=-.=> Pr[1231A4]==.Z=
[ I=333 rf12314] =33

1
Pr [AUtO] = g



Mehrstufige Experimente X

@ Experiment “Ich wechsle”

Q,={11232Z,11322,1231A4,...,33212}




Mehrstufige Experimente XI

@ Wir gewinnen ein abstrakteres Modell des Experiments “Ich
wechsle” durch “Aggregation”.



Mehrstufige Experimente XI

@ Wir gewinnen ein abstrakteres Modell des Experiments “Ich
wechsle” durch “Aggregation”.

@ Alle Sequenzen, in denen Sie eine falsche Tiir am Anfang
wahlen, werden aggregiert. In diesen Sequenzen gewinnen Sie
immer das Auto.

@ Alle Sequenzen, in denen Sie die richtige Tiir am Anfang
wahlen, werden aggregiert. In diesen Sequenzen gewinnen Sie
nie das Auto.



Mehrstufige Experimente XI

Ein viel einfacheres Modell:

Q,, = {Richtig.Ziege, Falsch.Auto}

1/3 2/3
Richtig Falsch
1 1
Ziege Auto

2
Pr[Auto] = Pr[Falsch.Auto] = 3



3. Zufallsvariablen, Erwartungswert, Varianz



Zufallsvariablen |

Anstatt der Ereignisse selbst sind wir oft an ,, Auswirkungen" oder
»Merkmalen" der (Elementar-)Ereignisse interessiert.

Definition 9

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum auf der Ergebnismenge 2
gegeben. Eine Abbildung

X:Q—-R
heiBt (numerische) Zufallsvariable mit Wertebereich

Wx:=X(Q)={zeR| JweQmit X(w) =z}



Zufallsvariablen |

Anstatt der Ereignisse selbst sind wir oft an ,, Auswirkungen" oder
»Merkmalen" der (Elementar-)Ereignisse interessiert.

Definition 9

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum auf der Ergebnismenge 2
gegeben. Eine Abbildung

X:Q—-R
heiBt (numerische) Zufallsvariable mit Wertebereich
Wx =X(Q)={zreR| JweQmit X(w) ==z}

Eine Zufallsvariable iiber einer endlichen oder abzahlbar
unendlichen Ergebnismenge ) heiBt diskret.



Zufallsvariablen |

Anstatt der Ereignisse selbst sind wir oft an ,, Auswirkungen" oder
»Merkmalen" der (Elementar-)Ereignisse interessiert.

Definition 9

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum auf der Ergebnismenge 2
gegeben. Eine Abbildung

X:Q—-R
heiBt (numerische) Zufallsvariable mit Wertebereich
Wx =X(Q)={zreR| JweQmit X(w) ==z}

Eine Zufallsvariable iiber einer endlichen oder abzahlbar
unendlichen Ergebnismenge ) heiBt diskret.

Pr[X = d] ist eine Abkiirzung fiir Pr[{w € Q| X(w) = a}].



Zufallsvariablen Il: Dichte und Verteilung

Definition 10

@ Die Funktion

r — fx(z):=Pr[X =z

nennt man (diskrete) Dichte oder Z3hldichte der
Zufallsvariablen X.

@ Die Funktion

Fx:R — [0,1]
r — Fx(z):= Z Pr[X = 2/]

' eWx :a'<zx

heiBt (kumulative) Verteilung der Zufallsvariablen X.



Zufallsvariablen Il

Beispiel 11

Wir werfen drei faire Miinzen. Sei Y die Zufallsvariable, die die
Anzahl der Kopfe angibt. Fiir die Zufallsvariable Y haben wir

Pr[y =0] = Pr[{zzz}] _ é
PrY =1] = P {kzz 2kz,22k}] = g
PrlY =2 = Pl {kkz kzk, zkk}] = g
Pr[Y =3] = Pr[{kkk}] _ é



Zufallsvariablen 1V

1,0

0,8

0,6

04

0,2

0,0

................................................. 4 02

....................... 4 10

....................... 4 08

....................... 4 06

....................... 4 04

1 m 0,0
3

Dichte und Verteilung von Y



Bernoulli-Verteilung |

Beispiel 12

Ein Wiirfel wird geworfen. Sei X die Zufallsvariable mit
Wx ={0,1} und X (n) =1 falls die Augenzahl n = 3,6 ist und
X (n) = 0 sonst. Es gilt

fx(1)=1/3  fx(0)=2/3



Bernoulli-Verteilung |

Beispiel 12

Ein Wiirfel wird geworfen. Sei X die Zufallsvariable mit
Wx ={0,1} und X (n) =1 falls die Augenzahl n = 3,6 ist und
X (n) = 0 sonst. Es gilt

fx(1)=1/3  fx(0)=2/3

Definition 13
Eine Zufallssvariable X mit Wx = {0,1} und Dichte

fx()=p  fx(0)=1-p

fiir einen Wert 0 < p < 1 heiBt Bernoulli-verteilt.
Den Parameter p nennen wir Erfolgswahrscheinlichkeit.



Bernoulli-Verteilung 1l

Der Name der Bernoulli-Verteilung geht zuriick auf den Schweizer
Mathematiker Jakob Bernoulli (1654-1705). Wie viele andere
Mathematiker seiner Zeit hatte auch Bernoulli nach dem Wunsch
seines Vaters urspriinglich Theologe werden sollen. Sein Werk ars
conjectandi stellt eine der ersten Arbeiten dar, die sich mit dem
Teil der Mathematik beschéaftigen, den wir heute als
Wahrscheinlichkeitstheorie bezeichnen.



Binomialverteilung |

Beispiel 14

Eine Miinze wird 10-Mal geworfen. Die W'keit von ‘Kopf' betragt
1/3 bei jedem Wurf.

Modell:

Q= (k20 Prfu] = <;)“(w> <§>10—r<<w>

wobei IC(w) die Anzahl der Kopfe in w darstellt.



Binomialverteilung |

Beispiel 14

Eine Miinze wird 10-Mal geworfen. Die W'keit von ‘Kopf' betragt
1/3 bei jedem Wurf.

Modell:

Q= (k20 Prfu] = <;)“(w> <§>10—r<<w>

wobei IC(w) die Anzahl der Kopfe in w darstellt.
Es gilt z.B. K(kkzzkzkzzz) = 4 und K(2'0) = 0.



Binomialverteilung |

Beispiel 14

Eine Miinze wird 10-Mal geworfen. Die W'keit von ‘Kopf' betragt
1/3 bei jedem Wurf.

Modell:

Q= (k20 Prfu] = <;)“(w> <§>10—r<<w>

wobei IC(w) die Anzahl der Kopfe in w darstellt.
Es gilt z.B. K(kkzzkzkzzz) = 4 und K(2'0) = 0.

Bemerkung: Alle Elementarereignisse mit derselben Anzahl von
Kopfen haben die gleiche W'keit.



K: Q — R ist eine Zufallsvariable mit Wi = {0,...n}.



Binomialverteilung Il

K: Q — R ist eine Zufallsvariable mit Wi = {0,...n}.
10

Es gibt < ) Elementarereignisse in  mit K(w) = x.
x

Fiir die Dichte von IC gilt also

o= (66



Binomialverteilung Il

K: Q — R ist eine Zufallsvariable mit Wi = {0,...n}.
10

Es gibt < ) Elementarereignisse in  mit K(w) = x.
x

Fiir die Dichte von IC gilt also

o= (66

Definition 15
Eine Zufallssvariable X mit Wx = {0,...,n} und Dichte

fx () = (n) P

X

fiir einen Wert 0 < p <1 und ¢ := 1 — p heiBt binomialverteilt.



Binomialverteilung Il
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Dichte der Binomialverteilung



Geometrische Verteilung |

Beispiel 16
Eine Miinze wird geworfen bis ‘Kopf’ fillt. Die W'keit von Kopf
betragt 1/3.

Modell: N
V="K Pr[Z"K] = <> '3

Sei X: Q — N die Zufallsvariable, die die Anzahl der Wiirfe
angibt, d.h. X(Z"K) =n+ 1.



Geometrische Verteilung |

Beispiel 16
Eine Miinze wird geworfen bis ‘Kopf’ fillt. Die W'keit von Kopf
betragt 1/3.
Modell:
. 2\" 1
Q=7'K Pr[Z"K] = <> '3

Sei X: Q — N die Zufallsvariable, die die Anzahl der Wiirfe
angibt, d.h. X(Z"K) =n+ 1.

Es gilt:



Geometrische Verteilung |l

Definition 17

Eine Zufallssvariable X mit Wx = N und Dichte
fx (i) =pg!

fir ein p € [0,1] und ¢ := 1 — p ist geometrisch Verteilt.



Geometrische Verteilung |l

Definition 17
Eine Zufallssvariable X mit Wx = N und Dichte

fx (i) =pg*

fir ein p € [0,1] und ¢ := 1 — p ist geometrisch Verteilt.
Die kumulative Verteilung einer geometrisch verteilten

Zufallsvariablen X mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Funktion

Fx(z) = Pr[X < z]



Geometrische Verteilung |l

Definition 17
Eine Zufallssvariable X mit Wx = N und Dichte

fx (i) =pg*

fir ein p € [0,1] und ¢ := 1 — p ist geometrisch Verteilt.

Die kumulative Verteilung einer geometrisch verteilten
Zufallsvariablen X mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Funktion

Fx(z)=Pr[X <z] = qu



Geometrische Verteilung |l

Definition 17
Eine Zufallssvariable X mit Wx = N und Dichte

fx (i) =pg*

fir ein p € [0,1] und ¢ := 1 — p ist geometrisch Verteilt.

Die kumulative Verteilung einer geometrisch verteilten
Zufallsvariablen X mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Funktion

r—1
Fx(z) =Pr[X <z] = qu = -Zqi
i=0



Geometrische Verteilung |l

Definition 17
Eine Zufallssvariable X mit Wx = N und Dichte

fx (i) =pg*

fir ein p € [0,1] und ¢ := 1 — p ist geometrisch Verteilt.

Die kumulative Verteilung einer geometrisch verteilten
Zufallsvariablen X mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Funktion

r—1 1

Zqi:p- —
. 1—gq
=0

X
Fx(z) =Pr[X <a] =) p¢" ' =p
=1



Geometrische Verteilung |l

Definition 17
Eine Zufallssvariable X mit Wx = N und Dichte

fx (i) =pg*

fir ein p € [0,1] und ¢ := 1 — p ist geometrisch Verteilt.

Die kumulative Verteilung einer geometrisch verteilten
Zufallsvariablen X mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Funktion

r—1 1

qu_p(l_ ) = 1=
=0 q

X
Fx(z) =Pr[X <a] =) p¢" ' =p
=1



Geometrische Verteilung IlI
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Dichte der geometrischen Verteilung



Mehrere Zufallsvariablen |: Gemeinsame Dichte

Seien X,Y : Q — R zwei Zufallsvariablen iiber demselben
W'keitsraum.

Wir definieren



Mehrere Zufallsvariablen |: Gemeinsame Dichte

Seien X,Y : Q — R zwei Zufallsvariablen iiber demselben
W'keitsraum.

Wir definieren
Pr[X =2,Y = y] = Pr[ {w| X(w) =2 A Y(w) =y} ].
Die Funktion
fxy(z,y) =Pr[X =zY =y]

heiBt gemeinsame (diskrete) Dichte der Zufallsvariablen X und Y.



Mehrere Zufallsvariablen II: Gemeinsame Dichte

Beispiel 18

Die Studierenden von Prof. Evilsparza haben zwei Klausuren
geschrieben. Die moglichen Noten sind 1,2,...,5. Ein
Studierender besteht, wenn seine Bestnote eine 1 ist oder seine
Schnittnote mindestens 3 betrdgt. Prof. Evilsparza hat keine Lust
zu korrigieren, und verteilt die Noten zufallig.

Modell:
.. 1
Q={1,1),...,(5,5)}  Pr[(i,j)] = %
Seien B, S zwei Zufallsvariablen, die die Bestnote und die
Schnittnote angeben.

Frage: Welche gemeinsame Dichte haben B und S7?



Mehrere Zufallsvariablen Ill: Gemeinsame Dichte

Die gemeinsame Dichte fg g von B und S ist:

B\S |10 15 20 25 30 35 40 45 50

1 % 2—15 % % 0 0 0
2 0 % 2 ? 225 2 0 0
3 0 0 0 0 % o5 % (2) 0
4 0 0 0 0 0 0 % 95 0




Mehrere Zufallsvariablen IV: Randdichte

Die Funktionen fx und fy, definiert durch

fx(@) =" fxy(e,y) bzw. fr(y)= Y fxy(z,y)

yeWy xeWx

nennen wir Randdichten.



Mehrere Zufallsvariablen IV: Randdichte

Die Funktionen fx und fy, definiert durch
fx(@) =" fxy(e,y) bzw. fr(y)= Y fxy(z,y)
yeWy xeWx

nennen wir Randdichten.

Die Ereignisse ,, Y = y" bilden eine Partitionierung des
Wahrscheinlichkeitsraumes, und es gilt daher

Pr[X =z] = Z Pr[X =2,Y =] = fx(x),
yeEWy

Die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen entsprechen also genau
den Randdichten.



Mehrere Zufallsvariablen V: Randdichte

Die Randdichten fg, fg des Beispiels sind:

B\S 10 15 20 25 30 35 40 45 50| fp

1 2 2 2 2 9

Y e e e 0 0| —

25 25 25 25 25 0 5

1 2 2 2 7

2 O % 35 B 25 0 01355

1 2 2 5

3 0 0 0 0 % % % 0 %

1 2 3

4 0 0 0 0 % % %

1 1

5 0 0 0 0 0 0 % %

. 3 5 3

A A

25 25 25 25 25 25 25 25 25




Mehrere Zufallsvariablen VI: Randdichte

Die W'keit zu Bestehen betragt



Mehrere Zufallsvariablen VI: Randdichte

Die W'keit zu Bestehen betragt

Pr[B=1US < 3]



Mehrere Zufallsvariablen VI: Randdichte

Die W'keit zu Bestehen betragt

PriB=1US<3] = Pr[B=1]+Pr[S<3]-Pr[B=1,5<3]



Mehrere Zufallsvariablen VI: Randdichte

Die W'keit zu Bestehen betragt

PrlB=1US<3] = Pr[B=1]+Pr[S<3]-Pr[B=1,5<3]

3 3
= fe()+ > fs(i) =D frs(1,4)

=1 i=1



Mehrere Zufallsvariablen VI: Randdichte

Die W'keit zu Bestehen betragt

PriB=1US<3] = Pr[B=1]+Pr[S<3]-Pr[B=1,5<3]

3
= fe()+ ) fs(i) = frs(1,i)
=1 =1
_ 9., (L, 2.3 4 5
25 25 25 25 25 25

1+2+2+2+2
25 25 25 25 25



Mehrere Zufallsvariablen VI: Randdichte

Die W'keit zu Bestehen

Pr[B=1US < 3]

betragt

Pr[B=1]4+Pr[S <3]-Pr[B=1,5 < 3]

3
)+ fs(i) =Y fo.s(1,i)
i=1 i=1

9 1 2 3 4 5}
z5+<z5+25+25+25+25>
1 2 2 2 2
‘(25+25+25+25+25>

15 3

25 5



Mehrere Zufallsvariablen VI: Randdichte

Die W'keit zu Bestehen betragt

PriB=1US<3] = Pr[B=1]+Pr[S<3]-Pr[B=1,5<3]
3 3
= )+ fs(i) =D frs(l,i)
i=1 i=1

25 25 25 25 25 25

1 2 2 2 2
- (25+25+25+25+25>
15 3
25 5
Bemerkung: Die gemeinsame Dichte ist nicht notwendig durch
die beiden Randdichten eindeutig bestimmt!



Mehrere Zufallsvariablen VII: Gemeinsame Verteilung

Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y definiert man die gemeinsame
(kumulative) Verteilung

Fxy(z,y) =PrX <,V <y]=Pr[{w]| X(w) <z, Y(w) <y} ]

=3 v (@y).

r'<wy' <y



Mehrere Zufallsvariablen VII: Gemeinsame Verteilung

Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y definiert man die gemeinsame
(kumulative) Verteilung

Fxy(z,y) =PrX <,V <y]=Pr[{w]| X(w) <z, Y(w) <y} ]

=3 fxx(@y)

r'<wy' <y

Die (kumulative) Randverteilung oder Marginalverteilung ergibt

sich gemaB
= x@)=> > far(@y)

' <z o' <z yeWy

sowie

=D W) =)D fxy(y).

y'<y y'<yzeWx



Mehrere Zufallsvariablen VIII: Gemeinsame Verteilung

Die gemeinsame Verteilung Fg s und die Randdichten Fg, Fs von
B und S sind:

Fps |10 15 20 25 30 35 40 45 50| Fp
3 5 7 9 9 9 9 9 9

V' 135 2 25 25 25 25 25 25 25|25
, | L 3 6 10 M 16 16 16 16| 16
25 25 25 25 25 25 25 25 25 25
5 | L 3 6 10 15 19 21 21 2021
25 25 25 25 25 25 25 25 25 25
s | L 3 6 10 15 19 2 2 22
25 25 25 25 25 25 25 25 25 25
s | L 3 6 10 15 19 2 24 %%

25 25 25 25 25 25 25 25 25| 25

pe | L 3 6 10 15 19 2 20 %[
s 25 25 25 25 25 25 25 25 25




Mehrere Zufallsvariablen IX: Gemeinsame Verteilung

Beispiel 19

Aus einem Skatblatt mit 32 Karten ziehen wir zufillig eine Hand
von zehn Karten sowie einen Skat von zwei Karten. Unter den
Karten gibt es vier Buben. Die Zufallsvariable X zadhlt die Anzahl
der Buben in der Hand, wahrend Y die Anzahl der Buben im Skat
angibt. Wir berechnen die Dichten von X und Y.



Mehrere Zufallsvariablen IX: Gemeinsame Verteilung

Beispiel 19

Aus einem Skatblatt mit 32 Karten ziehen wir zufillig eine Hand
von zehn Karten sowie einen Skat von zwei Karten. Unter den
Karten gibt es vier Buben. Die Zufallsvariable X zadhlt die Anzahl
der Buben in der Hand, wahrend Y die Anzahl der Buben im Skat
angibt. Wir berechnen die Dichten von X und Y.

Esgilt fir0<ax<4und 0<y<2

(3 ()



Mehrere Zufallsvariablen X: Gemeinsame Verteilung

Fiir die gemeinsame Dichte fx,Y X gilt z.B.

fxvy(4, 1) = PI‘[X = 4,Y = 1] = O,



Mehrere Zufallsvariablen X: Gemeinsame Verteilung

Fiir die gemeinsame Dichte fx,Y X gilt z.B.

fxy(4,1)=Pr[X =4Y =1] =0,

()0t) ()50
(1) ()

und allgemein

Ixy(z,y) =



Zusammengesetzte Zufallsvariablen |

Definition 20
Seien X, Y : ) — R Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable X + Y ist
die Abbildung

X+Y: Q@ - R
w = X(w)+Y(w)



Zusammengesetzte Zufallsvariablen |

Definition 20

Seien X, Y : ) — R Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable X + Y ist
die Abbildung

X+Y: Q0 —- R
w = X(w)+Y(w)
Weitere Zufallsvariablen wie z. B.
3 -2Y +2 XY  min{X, Y} XV

usw. werden analog definiert.



Zusammengesetzte Zufallsvariablen |

Definition 20
Seien X, Y : ) — R Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable X + Y ist
die Abbildung

X+Y:Q - R
w = X(w)+Y(w)
Weitere Zufallsvariablen wie z. B.
3 -2Y +2 XY  min{X, Y} XV
usw. werden analog definiert.

Allgemein: fiir Zufallsvariablen X1,..., X, und f: R* - R
bezeichnet f(X3,...,X,) die Zufallsvariable mit

f( X1, ., Xpn)(w) = f(X1(w),..., Xn(w))



Zusammengesetzte Zufallsvariablen Il

Beispiel 21 (Klausuren nochmal)

Die Studierenden von Prof. Evilsparza haben zwei Klausuren
geschrieben. Ein Studierender besteht, wenn seine Bestnote eine 1
ist oder seine Schnittnote mindestens 3 betrdgt. Prof. Evilsparza
hat keine Lust zu korrigieren und verteilt die Noten zufillig.



Zusammengesetzte Zufallsvariablen Il

Beispiel 21 (Klausuren nochmal)

Die Studierenden von Prof. Evilsparza haben zwei Klausuren
geschrieben. Ein Studierender besteht, wenn seine Bestnote eine 1
ist oder seine Schnittnote mindestens 3 betrdgt. Prof. Evilsparza
hat keine Lust zu korrigieren und verteilt die Noten zufillig.

Seien X7, X5 die Zufallsvariablen, die die Noten der ersten und der
zweiten Klausur angeben, z.B. X1(1,3) =1 und X»(1,3) = 3.

Seien B, S die Zufallsvariablen, die die beste und die Schnittnote
angeben.



Zusammengesetzte Zufallsvariablen Il

Beispiel 21 (Klausuren nochmal)

Die Studierenden von Prof. Evilsparza haben zwei Klausuren
geschrieben. Ein Studierender besteht, wenn seine Bestnote eine 1
ist oder seine Schnittnote mindestens 3 betrdgt. Prof. Evilsparza
hat keine Lust zu korrigieren und verteilt die Noten zufillig.

Seien X7, X5 die Zufallsvariablen, die die Noten der ersten und der
zweiten Klausur angeben, z.B. X1(1,3) =1 und X»(1,3) = 3.

Seien B, S die Zufallsvariablen, die die beste und die Schnittnote
angeben.

Es gilt

. X1+ Xy

B:maX{Xl,Xg} S B



Erwartungswert |

Drei faire Miinzen werden geworfen.
Frage: Wieviele Kopfe fallen im Schnitt ? (Vive la France!)



Erwartungswert |

Drei faire Miinzen werden geworfen.
Frage: Wieviele Kopfe fallen im Schnitt ? (Vive la France!)

Eine Miinze wird so lange geworfen, bis sie zum ersten Mal ,, Kopf"
zeigt.
Frage: Wie oft wirft man im Schnitt?



Erwartungswert |

Drei faire Miinzen werden geworfen.
Frage: Wieviele Kopfe fallen im Schnitt ? (Vive la France!)

Eine Miinze wird so lange geworfen, bis sie zum ersten Mal ,, Kopf"
zeigt.
Frage: Wie oft wirft man im Schnitt?

Beim Roulettespiel (Zahlen 0 bis 36) wetten wir immer wieder 1
Euro auf Nummer 5.

Frage: Wieviel gewinnen wir im Schnitt pro Spiel?



Erwartungswert ||

Definition 22

Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwartungswert
E[X] durch

E[X] := Z x-PriX =z = Z x- fx(x),

reWx zeWx

sofern > cw, || - Pr[X = z] konvergiert.



Erwartungswert ||

Beispiel 23

Drei faire Miinzen werden geworfen. Wieviele Kopfe fallen in
Schnitt?



Erwartungswert ||

Beispiel 23
Drei faire Miinzen werden geworfen. Wieviele Kopfe fallen in
Schnitt?
Modell:
1

O={K,Z}3 Prlw] =<



Erwartungswert ||

Beispiel 23

Drei faire Miinzen werden geworfen. Wieviele Kopfe fallen in
Schnitt?

Modell:
O={K,Z}3 Prlw] =<

Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl der Képfe angibt.

3
E[X] =) i Pr[X =]
=0
=1-Pr[X=1] + 2-Pr[X =2] + 3-Pr[X = 3]
3 3 1 3
—1.249.243.2 = 2
8+ 8+3 8 2



Erwartungswert Il

Beispiel 24

Eine Miinze wird so lange geworfen, bis sie zum ersten Mal , Head"
zeigt. Sei k die Anzahl der durchgefiihrten Wiirfe. Wenn k
ungerade ist, zahlt der Spieler an die Bank k Euro. Andernfalls (k
gerade) zahlt die Bank & Euro an den Spieler. Sei G die
Zufallsvariable mit

Glw) = lw|  falls |w| ungerade,
—|w| falls w gerade.



Erwartungswert Il

Beispiel 24

Eine Miinze wird so lange geworfen, bis sie zum ersten Mal , Head"
zeigt. Sei k die Anzahl der durchgefiihrten Wiirfe. Wenn k
ungerade ist, zahlt der Spieler an die Bank k Euro. Andernfalls (k
gerade) zahlt die Bank & Euro an den Spieler. Sei G die
Zufallsvariable mit

Glw) = lw|  falls |w| ungerade,
—|w| falls w gerade.

Es gilt
Pr[,Anzahl Wiirfe = k] = (1/2)" .



Erwartungswert Il

Beispiel 24

Eine Miinze wird so lange geworfen, bis sie zum ersten Mal , Head"
zeigt. Sei k die Anzahl der durchgefiihrten Wiirfe. Wenn k
ungerade ist, zahlt der Spieler an die Bank k Euro. Andernfalls (k
gerade) zahlt die Bank & Euro an den Spieler. Sei G die
Zufallsvariable mit

Glw) = lw|  falls |w| ungerade,
—|w| falls w gerade.

Es gilt
Pr[,Anzahl Wiirfe = k] = (1/2)" .

Damit erhalten wir

E[G] = i::(—nk—l k- @)k .

k=1



Erwartungswert 1V

Da

gu—l)k—l.k . (;)k < gk <;)k 7

existiert der Erwartungswert E[G].



Erwartungswert IV

Da

S () £

existiert der Erwartungswert E[G].

sor=Sor- () £ 3

Jj=1 =

Es gilt



Erwartungswert 1V

Da
00 k 00 k
1 1
NVl [ 2) < R
Sl (5) <Xk (5)
k=1 k=1
existiert der Erwartungswert E[G].

a-gw-(3) -Eu ()]

Jj=1 Jj=

=i(§) Cei-n-4

j=

Es gilt



Erwartungswert 1V

Da
- " & 1\"
NVl [ 2) < R
Sl (5) <Xk (5)
k=1
existiert der Erwartungswert E[G].

Es gilt



Erwartungswert 1V

Da
- " & 1\"
NVl [ 2) < R
Sl (5) <Xk (5)
k=1
existiert der Erwartungswert E[G].

Es gilt

i=1 i=1
=i(§) (25~ 1) - j
R )



Erwartungswert V

Wird jedoch, um das Risiko zu steigern, der zu zahlende Betrag
von k Euro jeweils auf 2k Euro erhoht, also

e 2l“l falls |w| ungerade,
w) =
2-1vl falls w gerade.



Erwartungswert V

Wird jedoch, um das Risiko zu steigern, der zu zahlende Betrag
von k Euro jeweils auf 2k Euro erhoht, also

G'(w) =

2l“l falls |w| ungerade,
2-1vl falls w gerade.

dann existiert E[G’] nicht, da

o0

561 = o0t (§)

i=1

(e.)
=> (D =114 1-14 -
=1



Erwartungswert VI: Verteilungen

e X ~ Ber(p) bezeichnet, dass X Bernoulli-verteilt ist mit
Erfolgsw'keit p.

e X ~ Bin(n,p) bezeichnet, dass X binomialverteilt ist mit n
Versuchen und Erfolgsw'keit p.

@ X ~ Geo(p) bezeichnet, dass X geometrisch verteilt ist mit
Erfolgsw'keit p.



Erwartungswert VI: Verteilungen

e X ~ Ber(p) bezeichnet, dass X Bernoulli-verteilt ist mit
Erfolgsw'keit p.

e X ~ Bin(n,p) bezeichnet, dass X binomialverteilt ist mit n
Versuchen und Erfolgsw'keit p.

@ X ~ Geo(p) bezeichnet, dass X geometrisch verteilt ist mit
Erfolgsw'keit p.

Satz 25

e Wenn X ~ Ber(p), dann E[X]| =
e Wenn X ~ Bin(n,p), dann E[X ]

e Wenn X ~ Geo(p), dann E[X] =

@\»—l ||



Erwartungswert VII: Bernoulli- und geometrische Verteilung

Bernoulli-Verteilung;:
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Bernoulli-Verteilung;:

EX]=1-p+0-(1-p)=p
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Bernoulli-Verteilung;:
EX]=1-p+0-(1—-p)=p

Geometrische Verteilung:
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Bernoulli-Verteilung;:
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Geometrische Verteilung:
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Bernoulli-Verteilung;:
EX]=1-p+0-(1—-p)=p

Geometrische Verteilung:

EX] = > i-pgTi=p ) igT



Erwartungswert VII: Bernoulli- und geometrische Verteilung

Bernoulli-Verteilung;:
EX]=1-p+0-(1—-p)=p

Geometrische Verteilung:

EX] = > i-pgTi=p ) igT



Erwartungswert VII: Bernoulli- und geometrische Verteilung

Bernoulli-Verteilung;:
EX]=1-p+0-(1-p)=p

Geometrische Verteilung:

oo
EX] = > ipdt=p-y iq!




Erwartungswert VIII: Binomialverteilung

Binomialverteilung:



Erwartungswert VIII: Binomialverteilung

Binomialverteilung:



Erwartungswert VIII: Binomialverteilung

Binomialverteilung:

EX] = Zn:i'@)piq“

=0

n n P i—1
w3 (0) - (0)
=1 q



Erwartungswert VIII: Binomialverteilung

Binomialverteilung:

EX] = Zn:i'@)piq”i

=0

n n P i—1
- w3 (0) (0)
=1 q

= pg" - S(p/q) mit  S(z2):



Erwartungswert VIII: Binomialverteilung

Binomialverteilung:

EX] = Zn:i'@)piq“

=0

n n P i—1
w3 (0) - (0)
=1 q

= Sl mit S(2) =Z<”)

Wir betrachten die Funktion S(z).






Erwartungswert IX: Binomialverteilung



Erwartungswert IX: Binomialverteilung



Erwartungswert IX: Binomialverteilung

£() 2

1=0

d
1 n
dz( +2)



Erwartungswert IX: Binomialverteilung

so = S (D)t = (1) &

1=0

- ddz<n ?z) = L =nar!
1=0



Erwartungswert IX: Binomialverteilung

so = S (D)t = (1) &

1=0

- i(n ?z) = L =nar!
1=0

Und damit



Erwartungswert IX: Binomialverteilung

so = S (D)t = (1) &

1=0

- ddz<n ?z) = L =nar!
1=0



Erwartungswert IX: Binomialverteilung

S(z) = 'n (’; e = i(?)dd/

i=1 i=0
= dz( ()) = U=
=0
Und damit
EX] = p¢"'-S(p/q)

= p¢" ton (1 +

n—1
)
q



Erwartungswert IX: Binomialverteilung

so = S (D)t = (1) &

=1 =0
d "/ . d .
g R 1 — - 1 n _ 1 n
dZ(i:O(i)z> dz( +2) n(1+2)
Und damit
E[X] = p¢" ' S(p/a)

n—1
= pg" ' (1 + p)
q

1 n—1
= pq’”n()
q



Erwartungswert IX: Binomialverteilung

so = S (D)t = (1) &

=1 =0
d "/ . d .
= - VA — 1 n _ 1 n
dZ(i:O(i)z> dz( +2) n(1+2)
Und damit
E[X] = p¢" ' S(p/a)

n—1
= pg" ' (1 + p)
q

1 n—1
= wn(y) =



Varianz |

Wir betrachten die beiden folgenden Zufallsexperimente:

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen.
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Wir betrachten die beiden folgenden Zufallsexperimente:

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen.

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei 6 Augen erhalten
wir 5 Euro, ansonsten miissen wir 1 Euro bezahlen.



Varianz |

Wir betrachten die beiden folgenden Zufallsexperimente:

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen.

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei 6 Augen erhalten
wir 5 Euro, ansonsten miissen wir 1 Euro bezahlen.

In beiden Fillen ist der erwartete Gewinn = 0.

Dennoch sind die , Schwankungen* im ersten Fall geringer als im
zweiten.

Wie kdnnen die ,,Schwankungen* quantifiziert werden?



Varianz |l

Erste Idee: , Schwankungsgrad” durch E[|X — u|] berechnen,
wobei p = E[X] sei. Die Betragsfunktion ist jedoch mathematisch
,unhandlich®.
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wobei p = E[X] sei. Die Betragsfunktion ist jedoch mathematisch
,unhandlich®.

Zweite |dee: ,,Schwankungsgrad" berechnen durch

E[(X —p)?’] oder E[(X —pu)?.



Varianz |l

Erste Idee: , Schwankungsgrad” durch E[|X — u|] berechnen,
wobei p = E[X] sei. Die Betragsfunktion ist jedoch mathematisch
,unhandlich®.

Zweite |dee: ,,Schwankungsgrad" berechnen durch
E[(X —p)? oder VE[(X —p)?.

Definition 26
Fiir eine Zufallsvariable X mit = E[X] definieren wir die Varianz
Var[X] durch

Var[X] := E[(X — p)?] = Z (x —p)? - Pr[X = z].
reWx



Varianz |l

Erste Idee: , Schwankungsgrad” durch E[|X — u|] berechnen,
wobei p = E[X] sei. Die Betragsfunktion ist jedoch mathematisch
,unhandlich®.

Zweite |dee: ,,Schwankungsgrad" berechnen durch
E[(X —p)? oder VE[(X —p)?.

Definition 26

Fiir eine Zufallsvariable X mit = E[X] definieren wir die Varianz
Var[X] durch

Var[X] := E[(X — p)?] = Z (x —p)? - Pr[X = z].
reWx

Die GroBe o := y/Var[X] heiBt Standardabweichung von X.



Satz 27
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] - E[X]?.



Varianz Il

Satz 27
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.
Beweis:

Sei p := E[X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X - p)’]



Varianz Il

Satz 27
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.
Beweis:

Sei p := E[X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X — p)’] = E[X® - 21 X + 1]



Varianz Il

Satz 27
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.
Beweis:

Sei p := E[X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X — p)’] = E[X® - 21 X + 1]

=) (X(@)’ ~ 2uX (@) + 1) Prle]
wen



Varianz Il

Satz 27

Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]?.

Beweis:

Sei p := E[X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X — p)’] = E[X® - 21 X + 1]

=) (X(@)’ ~ 2uX (@) + 1) Prle]
wen

= > X(@)Prlw] — 2 ) X(w)Prlw] + ) _ y*Prlu]

weN weN weN



Varianz Il

Satz 27
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.
Beweis:

Sei p := E[X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X — p)’] = E[X? — 20~ X + %]
— Z (X(w)? = 2uX (w) + p?) Prw]

we
= Z X (w)?*Prw] — 2u Z X (w)Prlw] + Z pPr(w]
weN weN weN

= E[X?] — 2 - E[X] + p?



Varianz Il

Satz 27
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.
Beweis:

Sei p := E[X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X — p)’] = E[X? — 20~ X + %]
— Z (X(w)? = 2uX (w) + p?) Prw]

we
= Z X (w)?*Prw] — 2u Z X (w)Prlw] + Z pPr(w]
weN weN weN

= E[X?] — 2 - E[X] + p?
= E[X?] = 2 - p+ 2



Varianz Il

Satz 27
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.
Beweis:

Sei p := E[X]. Nach Definition gilt
VarX] = E[(X — 1)?] = E[X? — 21+ X + 1)
(X(w)? = 2uX (w) + p?) Prw]

I
(]

£
m
)

I
(]

X (w)*Pr[w] — 2u Z X (w)Prfw] + Z (2 Pr(w]
weN we

X?) = 2p - B[X] 4 42
X% = 2p- p+ p?
X2 - E[X]%.

2

I
HH 84
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Varianz V

Beispiel 28

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen. Es ist

1 1
w=0 und Var[X]:§-12+§-(f1)2:1,



Varianz V

Beispiel 28

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen. Es ist

1 1
w=0 und Var[X]:§-12+§-(f1)2:1,

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel): bei 6 Augen erhalten
wir 5 Euro, ansonsten miissen wir 1 Euro bezahlen.
Es ist

1 b
u=0 und Var[X]:6~52+6-(—1)2:5,



Varianz VI: Bernouilli-Verteilung

Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.



Varianz VI: Bernouilli-Verteilung

Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Var[X] = Y (z—E[X])* Pr[X



Varianz VI: Bernouilli-Verteilung

Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Var[X] = ) (z—E[X])” Pr[X =1



Varianz VI: Bernouilli-Verteilung

Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Var[X] = ) (z—E[X])” Pr[X =1



Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.



Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

oo
E[X? =Y i pg!
=1



Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

oo oo
E(X? =Y i-pg ' => (i+1)" pg
i=1

=0



Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

oo oo
E(X? =Y i-pg ' => (i+1)" pg
=1 =0

=p- (Z(i+2)(i+1)-qi—2(j+1).qi)

=0 =0



Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

oo ) oo
=Y % pg =D (i+1)"pg
=1 =0
(o] OO
=p- (Z(H—Z )(i+1) (1
=0 =0
oo

S0

) o)



Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

EX? =Y i-pg ' =) (i+1)" pq
=1 =0
=p (Z(z+2)(i+1) q‘—Z(l+1) q2>
=0 1=0
_ d2 G i+2 d G i+1
= | 57 ; S Z; g
2 L_qg -




Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

E(X? =Y i-pg ' => (i+1)" pg
=1 =0
=p- (Z(i+2)(i+1>-qi—2(z‘+1)-qi>
=0 i=




Varianz VII: Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

E(X? =Y i-pg ' => (i+1)" pg

=1 1=0

= -(Z(i+2)(i+1)-qi—2(z'+1)-qi>
i=0 1=0

—p. d iqurQ _d iqz+l
dq2 1=0 dq =0

(& A a

—F (dq2<1—Q> dQ<1—Q>>

o 2 1

-7 ((1—q>3 <1—q>2)

2—p




Momente einer Zufallsvariable

Der Erwartungswert und die Varianz gehdren zu den so genannten
Momenten einer Zufallsvariablen:

Definition 29

Fiir eine Zufallsvariable X nennen wir E[X*] das k-te Moment und
E[(X — E[X])¥] das k-te zentrale Moment.

Der Erwartungswert ist also identisch zum ersten Moment,
wahrend die Varianz dem zweiten zentralen Moment entspricht.



Teil 1

Weitere Grundbegriffe



4. Markov-Diagramme
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Viele mehrstufige Zufallsexperimente kdnnen graphisch mit
Markov-Diagrammen dargestellt werden.
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Ein Markov-Diagramm D = (Q, T, 0) besteht aus
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@ einer endlichen Menge () von Zustanden,
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Viele mehrstufige Zufallsexperimente kdnnen graphisch mit
Markov-Diagrammen dargestellt werden.

Definition 30
Ein Markov-Diagramm D = (Q, T, 0) besteht aus

@ einer endlichen Menge () von Zustanden,

@ einer Menge T' C @ x @ von Transitionen, und



Markov-Diagramme |

Viele mehrstufige Zufallsexperimente kdnnen graphisch mit
Markov-Diagrammen dargestellt werden.

Definition 30
Ein Markov-Diagramm D = (Q, T, 0) besteht aus
@ einer endlichen Menge () von Zustanden,

@ einer Menge T' C @ x @ von Transitionen, und

e einer W'keitsfunktion §: 7" — (0, 1], die Folgendes erfiillt fiir
jeden Zustand q:

Z 5(g,qd)=1.
(9.4)€T

(d.h., die W'keiten der aus g ausgehenden Transitionen
addieren sich zu 1, wie es sich gehort!)



Markov-Diagramme |I: Beispiel

0,2

x (8

0,1

0,9



Markov-Diagramme |ll: Noch ein Beispiel

Beispiel 31

Ein Wiirfel wird geworfen, bis dreimal hintereinander eine Sechs
geworfen wird. Die Sequenzen von Wiirfen, die mit drei Sechsen
Enden, kdnnen durch ein Markov-Diagramm dargestellt werden.

5/6

5/6

5/6 - 1
1/6 1/6 1/6



Markov-Diagramme IV

Ein (endlicher) Pfad eines Markov-Diagramms ist eine endliche
Sequenz qoqi . . . g von Zustanden mit k > 0 und (gi, qiv1) € T
fir alle 0 < i <k — 1. (Ein Zustand darf mehrmals in einem Pfad

vorkommen.)



Markov-Diagramme IV

Ein (endlicher) Pfad eines Markov-Diagramms ist eine endliche
Sequenz qoqi . . . g von Zustanden mit k > 0 und (gi, qiv1) € T
fir alle 0 < i <k — 1. (Ein Zustand darf mehrmals in einem Pfad

vorkommen.)

Die Lange von qoq; - .. qi ist k.



Markov-Diagramme IV

Ein (endlicher) Pfad eines Markov-Diagramms ist eine endliche
Sequenz qoqi . . . g von Zustanden mit k > 0 und (gi, qiv1) € T
fir alle 0 < i <k — 1. (Ein Zustand darf mehrmals in einem Pfad
vorkommen.)

Die Lange von qoq; - .. qi ist k.

Einen Pfad m = ¢oq1 ... g von D ordnen wir eine W'keit zu:

1 falls k=0

Pr[r] = M
N H (5(qi,qi+1) falls £ >0
1=0



Markov-Diagramme IV

Ein (endlicher) Pfad eines Markov-Diagramms ist eine endliche
Sequenz qoqi . . . g von Zustanden mit k > 0 und (gi, qiv1) € T
fir alle 0 < i <k — 1. (Ein Zustand darf mehrmals in einem Pfad
vorkommen.)

Die Lange von qoq; - .. qi ist k.

Einen Pfad m = ¢oq1 ... g von D ordnen wir eine W'keit zu:

1 falls k=0

Pr[r] = M
N H (5(qi,qi+1) falls £ >0
1=0

Fiir eine prafix-freie Menge II von Pfaden definieren wir

Pr(IT] = ) Prfn] .

well



Markov-Diagramme V

Satz 32

Seien q1, qo verschiedene Zustande eines Markov-Diagramms D
mit der Eigenschaft: jeder Zustand von D liegt auf mindestens
einem Pfad von ¢, nach .

Sei [q1 ~ q2]%2=! die Menge aller Pfade des Diagramms von ¢
nach q2, die qo genau einmal besuchen. Es gilt

Pr[ [q1 ~ qﬂ‘”zl |=1.



Markov-Diagramme VI

Beweisskizze:

Wir bendtigen einige Definitionen. Fiir jeden Zustand ¢ und jedes
k>1, sei

@ [q ~]i die Menge der Pfade aus ¢ der Lange k.

usw.

lq *\/‘—)]lel die Menge der Pfade aus ¢ der Lange k, die ¢/
mindestens einmal besuchen.

lq w]Z,:O die Menge der Pfade aus ¢ der Liange k, die ¢’ nicht
besuchen.

[q ~ q’]q</,j1 die Menge der Pfaden von ¢ nach ¢’ der Lange
hochstens k



Markov-Diagramme VII

Fiir jedes q,q und jedes k > 1:

(1) Pr[[g ~]x] =1. (,Massenerhaltung")
Beweis: Einfache Induktion liber k.
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Fiir jedes q,q und jedes k > 1:

(1) Pr[[g ~]x] =1. (,Massenerhaltung")
Beweis: Einfache Induktion liber k.

(2) Sei n die Anzahl der Knoten von D.
Es gibt ein € > 0, so dass Pr[ [¢ —]%221] > e
Beweis: weil [¢ —],, immer mindestens einen Pfad enthilt, der

g2 besucht (denn g2 ist aus jedem Zustand erreichbar).



Markov-Diagramme VII

Fiir jedes q,q und jedes k > 1:

(1) Pr[[g ~]x] =1. (,Massenerhaltung")
Beweis: Einfache Induktion liber k.

(2) Sei n die Anzahl der Knoten von D.
Es gibt ein ¢ > 0, so dass Pr[ [¢ —]2=1 ] > e
Beweis: weil [¢ —],, immer mindestens einen Pfad enthilt, der
g2 besucht (denn g2 ist aus jedem Zustand erreichbar).

(3) Prl [g =] < 1— e und Pr[ [~ ] < (1 — &) und
—ound Pr [g =270 < (1 - )k,
Beweis: aus (1) und (2) durch Induktion iiber k& > 0.



Markov-Diagramme VII

Fiir jedes q,q und jedes k > 1:

(1) Pr[[g ~]x] =1. (,Massenerhaltung")
Beweis: Einfache Induktion liber k.

(2) Sei n die Anzahl der Knoten von D.
Es gibt ein € > 0, so dass Pr[ [¢ —]%221] > e
Beweis: weil [¢ —],, immer mindestens einen Pfad enthilt, der

g2 besucht (denn g2 ist aus jedem Zustand erreichbar).

(3) Prl [g =] < 1— e und Pr[ [~ ] < (1 — &) und
—ound Pr [g =270 < (1 - )k,
Beweis: aus (1) und (2) durch Induktion iiber k& > 0.

(4) Prl g~ ¢1%. 1= Prllg ~]{ 7" ).

Beweis: Folgt aus (1) und der Tatsache, dass wenn

TE g~ q’]‘i/ljl und 77’ Lange k hat, dann 77’ € [g W}lel



Aus (1)-(4) folgt:

Pr[ [q1 ~ ¢2]?7" ]



Aus (1)-(4) folgt:

Pr[ [q1 ~ ¢2]?7" ]

= lim Pr{[¢ ~ QQ]q<2k:1 ] Def. von [q; ~ ¢o]®~!
k—o00 =



Markov-Diagramme VI

Aus (1)-(4) folgt:

Pr[ [q1 ~ qo] =" ]

= khjolo Pr[ g1 ~ QQ]?? ] Def. von [y ~+ ¢o]®=!
= lim Pr[[q ~]P"" ] (4)

k—00



Markov-Diagramme VI

Aus (1)-(4) folgt:

Pr[ [q1 ~ qo] =" ]

= klggo Pr[ g1 ~ ‘JQ]?? ] Def. von [y ~+ ¢o]®=!
= lim Pr[[q ~]=" ] (4)
k—o0

= lim(1—Pr[ g ]2 )) Prllg =l ] =1, (1)

k—o00



Markov-Diagramme VI

Aus (1)-(4) folgt:

Pr[ [q1 ~ qo] =" ]

= lim Pr[[g ~ g7 ] Def.von g1 ~ o]~

= lim Pr[[g ] ] (4)

= Jlim (1= Pr[ gy ~]P™]) Prlfgy )] =1, (1)

= lm(1-(1-¢) Prl [ 12701 < (1= 0, (3)

k—o0



Markov-Diagramme VI

Aus (1)-(4) folgt:

Pr[ [q1 ~ qo] =" ]

= jim Prl (g1 ~ g2 %" ] Def. von [g1 ~ g2]%7"

= Jim Prlfgy )] ()

= Jim (1= Prl g ~[F)) Prlfar ] =1, (1)

= Jim(1-(1-¢") Prl a1~ ] < (1= €)%, (3)

= 1



5. Bedingte Wahrscheinlichkeiten



Bedingte Wahrscheinlichkeiten |

ARD-DeutschlandTREND Marz 2013 / KW_10 ARD@)
Sonntagsfrage zur Bundestagswahl

SPD 26

CDuU/CsU 40
(0]

1

Grine 17
(+2)

FDP 4,/
Linke 7 (+-0)

+1) Piraten 2

1) Sonstige 4
(+-0)

Frage: Welche Partei warden Sie wahlen, wennam kommenden Sonntag Bundestagswahl ware?

Grundgesamtheit: Wahlberechtigte Bevolkerung in Deutschland / Angaben in Prozent

- . -
Angabenin Klammem: Vgl zur Vorwoche infratest dimap



Bedingte Wahrscheinlichkeiten |l

Beispiel 33 (ARD-Deutschlandtrend, Marz 2013)

Die Zustimmung fiir die CDU fiel um einen Punkt auf 40%.

66% der Wahler sprechen sich fiir die Homo-Ehe (sorry, fiir die
rechtliche Gleichstellung gleichgeschlechtlicher
Lebenspartnerschaften), bei den CDU-Anhanger jedoch nur 55%.



Bedingte Wahrscheinlichkeiten |l

Beispiel 33 (ARD-Deutschlandtrend, Marz 2013)

Die Zustimmung fiir die CDU fiel um einen Punkt auf 40%.

66% der Wahler sprechen sich fiir die Homo-Ehe (sorry, fiir die
rechtliche Gleichstellung gleichgeschlechtlicher
Lebenspartnerschaften), bei den CDU-Anhanger jedoch nur 55%.

Eine zufillig gewahlte Person wird gefragt, welche Partei sie
wahlen und ob sie die Gleischstellung befiirworten wiirde.
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Q= {(CDU, Ja), (CDU, Nein), (SPD, Ja), ..., (Andere, Nein)}
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Beispiel 33 (ARD-Deutschlandtrend, Marz 2013)

Die Zustimmung fiir die CDU fiel um einen Punkt auf 40%.

66% der Wahler sprechen sich fiir die Homo-Ehe (sorry, fiir die
rechtliche Gleichstellung gleichgeschlechtlicher
Lebenspartnerschaften), bei den CDU-Anhanger jedoch nur 55%.

Eine zufillig gewahlte Person wird gefragt, welche Partei sie
wahlen und ob sie die Gleischstellung befiirworten wiirde.

Modell:
Q= {(CDU, Ja), (CDU, Nein), (SPD, Ja), ..., (Andere, Nein)}

Pr[CDU]
Pr[Ja]

Pr[(CDU, Ja)] + Pr[(CDU, Nein)] = 0.40
Pr[(CDU, Ja)] + ...+ Pr[(Andere, Ja)] = 0.66



Bedingte Wahrscheinlichkeiten |l

Beispiel 33 (ARD-Deutschlandtrend, Marz 2013)

Die Zustimmung fiir die CDU fiel um einen Punkt auf 40%.

66% der Wahler sprechen sich fiir die Homo-Ehe (sorry, fiir die
rechtliche Gleichstellung gleichgeschlechtlicher
Lebenspartnerschaften), bei den CDU-Anhanger jedoch nur 55%.

Eine zufillig gewahlte Person wird gefragt, welche Partei sie
wahlen und ob sie die Gleischstellung befiirworten wiirde.

Modell:
Q= {(CDU, Ja), (CDU, Nein), (SPD, Ja), ..., (Andere, Nein)}

Pr[CDU]
Pr[Ja]

Pr[(CDU, Ja)] + Pr[(CDU, Nein)] = 0.40
Pr[(CDU, Ja)] + ...+ Pr[(Andere, Ja)] = 0.66

Aber was ist die Zahl 0.557



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Il

55% der CDU-Anhinger sprechen sich fiir die Homo-Ehe aus
(antworten Ja auf die zweite Frage).

0.55 ist die ,,W'keit des Ereignisses Ja unter der Bedingung, dass
CDU eingetreten ist". Schreibweise:

Pr{Ja | CDU] .
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Welche Beziehung gibt es zwischen bedingten und normalen
W'keiten?
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55% der CDU-Anhinger sprechen sich fiir die Homo-Ehe aus
(antworten Ja auf die zweite Frage).

0.55 ist die ,,W'keit des Ereignisses Ja unter der Bedingung, dass
CDU eingetreten ist". Schreibweise:

Pr{Ja | CDU] .

Welche Beziehung gibt es zwischen bedingten und normalen
W'keiten?

e Was ist die W'keit von (CDU, Ja) = CDU N Ja?



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Il

55% der CDU-Anhinger sprechen sich fiir die Homo-Ehe aus
(antworten Ja auf die zweite Frage).

0.55 ist die ,,W'keit des Ereignisses Ja unter der Bedingung, dass
CDU eingetreten ist". Schreibweise:

Pr{Ja | CDU] .

Welche Beziehung gibt es zwischen bedingten und normalen
W'keiten?

e Was ist die W'keit von (CDU, Ja) = CDU N Ja?

40% CDU-Anhianger

. | g =4 —
55% davon fiir die Homo-Ehe } — 0.40-0.55 = 0.22



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Il

55% der CDU-Anhinger sprechen sich fiir die Homo-Ehe aus
(antworten Ja auf die zweite Frage).

0.55 ist die ,,W'keit des Ereignisses Ja unter der Bedingung, dass
CDU eingetreten ist". Schreibweise:

Pr{Ja | CDU] .
Welche Beziehung gibt es zwischen bedingten und normalen
W'keiten?
e Was ist die W'keit von (CDU, Ja) = CDU N Ja?

40% CDU-Anhanger
55% davon fiir die Homo-Ehe
o Es gilt also:

Pr[Ja | CDU] - Pr[CDU] = Pr[CDU N Ja

} = 0.40-0.55 = 0.22



Bedingte Wahrscheinlichkeiten [V

Definition 34

A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] von A gegeben B ist definiert als

Pr[AN B]

Pr[A|B] := PrB]



Bedingte Wahrscheinlichkeiten V: Eigenschaften

Einige einfache Eigenschaften:

@ Pr[B|B] =1.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten V: Eigenschaften

Einige einfache Eigenschaften:
O Pr[B|B] =1.
@ Pr[A|Q] = Pr[A].

© Pr[AN B|=Pr[A| B|Pr[B| = Pr[B | A|Pr[A].



Bedingte Wahrscheinlichkeiten V: Eigenschaften

Einige einfache Eigenschaften:

@ Pr[B|B]=1.
Q@ Pr[4|Q] = Pr[A4].
© Pr[AN B|=Pr[A| B|Pr[B| = Pr[B | A|Pr[A].

© (Satz der totalen W'keit) Seien Ay, ..., A, paarweise disjunkt
und es gelte B C A; U...UA,. Dann folgt

Pr[B] = Z Pr[B|A;] - Pr[A;]

(aus den bedingungen folgt Pr[B] = >"" | Pr[B N A4;])



Bedingte Wahrscheinlichkeiten VI

Beispiel 35 (Zweikinderproblem)

Wir nehmen an, dass bei der Geburt eines Kindes beide
Geschlechter gleich wahrscheinlich sind.

Prof. Evilsparza braucht zwei kleine Kinder fiir bosartige
Mathe-Experimente. Er besorgt sich eine Liste aller Familien in
Garching mit zwei Kindern und wahlt zufillig eine davon. Als er an
der Tiir klingelt macht ein Madchen auf, schreit und flieht.

Frage: Mit welcher W'keit ist das andere Kind der Familie auch ein
Madchen 7



Bedingte Wahrscheinlichkeiten VI

Beispiel 35 (Zweikinderproblem)

Wir nehmen an, dass bei der Geburt eines Kindes beide
Geschlechter gleich wahrscheinlich sind.

Prof. Evilsparza braucht zwei kleine Kinder fiir bosartige
Mathe-Experimente. Er besorgt sich eine Liste aller Familien in
Garching mit zwei Kindern und wahlt zufillig eine davon. Als er an
der Tiir klingelt macht ein Madchen auf, schreit und flieht.

Frage: Mit welcher W'keit ist das andere Kind der Familie auch ein
Madchen 7

Modell: € := {mm,mj, jm, jj}

Pr[mm] = Prmj] = Pr[jm] = Pr[jj] = i



Bedingte Wahrscheinlichkeiten VII

Wir wissen, dass das Ereignis ,, mindestens ein Madchen*
M = {mm,mj, jm}

eingetreten ist.

Wir suchen also nach der bedingten W'keit Pr[mm/|M]:



Bedingte Wahrscheinlichkeiten VII

Wir wissen, dass das Ereignis ,, mindestens ein Madchen*
M = {mm,mj, jm}

eingetreten ist.

Wir suchen also nach der bedingten W'keit Pr[mm/|M]:

Primm|M] =



Bedingte Wahrscheinlichkeiten VII

Wir wissen, dass das Ereignis ,, mindestens ein Madchen*
M := {mm,mj, jm}

eingetreten ist.

Wir suchen also nach der bedingten W'keit Pr[mm/|M]:

Pr[{mm} N M]

Primm|M] = Pr[M]




Bedingte Wahrscheinlichkeiten VII

Wir wissen, dass das Ereignis ,, mindestens ein Madchen*
M := {mm,mj, jm}

eingetreten ist.

Wir suchen also nach der bedingten W'keit Pr[mm/|M]:

Pri{mm}nM] 1/4

Primm|M] = Pr[M] =3/1"




Bedingte Wahrscheinlichkeiten VII

Wir wissen, dass das Ereignis ,, mindestens ein Madchen*
M := {mm,mj, jm}

eingetreten ist.
Wir suchen also nach der bedingten W'keit Pr[mm/|M]:
Pri{mm}nM] 1/4 1

Primm|M] = —5 g =331~ 3




Bedingte Wahrscheinlichkeiten VIlII

Weitere Eigenschaften:



Bedingte Wahrscheinlichkeiten VIlII

Weitere Eigenschaften:
Sei B ein Ereignis mit Pr[B] > 0.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr[e|B] bilden einen neuen
Woahrscheinlichkeitsraum tiber €2, denn

ZPr[w\B] _ Z Pr{w N B] _ Z Pr{w] _ Pr[B] _ 1

Pr[B] Pr[B] Pr[B]
we we weB




Bedingte Wahrscheinlichkeiten VIlII

Weitere Eigenschaften:
Sei B ein Ereignis mit Pr[B] > 0.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr[e|B] bilden einen neuen
Woahrscheinlichkeitsraum tiber €2, denn

PrlwnB Prjw Pr|B
%Pr[wB]:%}[)r[m]:% Wl _ PriBl _

Damit gelten alle Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten auch fiir
bedingte Wahrscheinlichkeiten. Beispielsweise:
Pr[AUuC|B] < Pr[A|B]+ Pr[C|B]
Pr[A|B] = 1-Pr[A|B].



Bedingte Wahrscheinlichkeiten IX: Der Multiplikationssatz

Satz 36 (Multiplikationssatz)
Wenn Pr[A; N...NA,] >0, dann

Pl“[Al Nn...N An] = Pl"[Al] . PI‘[A2|A1] . PI‘[A3|A1 N AQ] .
PI"[An|A1 ﬂ...ﬁAnfl] .



Bedingte Wahrscheinlichkeiten IX: Der Multiplikationssatz

Satz 36 (Multiplikationssatz)
Wenn Pr[A; N...NA,] >0, dann

Pl“[Al Nn...N An] = Pl"[Al] . PI‘[A2|A1] . PI‘[A3|A1 N AQ] .
PI"[An|A1 ﬂ...ﬁAnfl] .

Beweis:

Alle bedingten Wahrscheinlichkeiten sind wohldefiniert, da
PI‘[Al] > PI‘{Al ﬂAQ] > ... 2 PI“[Al n... ﬂAn] > 0.



Bedingte Wahrscheinlichkeiten IX: Der Multiplikationssatz

Satz 36 (Multiplikationssatz)
Wenn Pr[A; N...NA,] >0, dann

Pl“[Al Nn...N An] = Pl"[Al] . PI‘[A2|A1] . PI‘[A3|A1 N AQ] .
PI"[An|A1 ﬂ...ﬁAnfl] .

Beweis:

Alle bedingten Wahrscheinlichkeiten sind wohldefiniert, da
PI‘[Al] > PI‘{Al ﬂAQ] > ... 2 PI“[Al n... ﬂAn] > 0.

Die rechte Seite der Aussage kénnen wir umschreiben zu

Pl"[Al] Pl"[Al N AQ] PI‘[Al NAsN Ag] ' Pl"[Al Nn...N An]
1 PI‘[A1] PI‘[Al N Ag} o PI‘[A] n...N An_1] ’




Bedingte Wahrscheinlichkeiten IX: Der Multiplikationssatz

Satz 36 (Multiplikationssatz)
Wenn Pr[A; N...NA,] >0, dann

Pl“[Al Nn...N An] = Pr[Al] . PI‘[A2|A1] . PI‘[A3|A1 N AQ] .
PI"[An|A1 ﬂ...ﬁAnfl] .

Beweis:

Alle bedingten Wahrscheinlichkeiten sind wohldefiniert, da
PI‘[Al] > PI‘{Al ﬂAQ] > ... 2 PI“[Al Nn...N An] > 0.

Die rechte Seite der Aussage kénnen wir umschreiben zu

Pl"[Al] ' Pl"[Al N AQ] ' PI‘[Al NAsN As] ' ' Pl"[Al Nn...N An]
1 PI‘[Al] PI‘[Al N Ag} o PI‘[A] n...N An—l] ’

Offensichtlich kiirzen sich alle Terme bis auf Pr[A;N...NA4,]. O



Bedingte Wahrscheinlichkeiten X

Beispiel 37 (Geburtstagsproblem)

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen
Gruppe mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag
haben?



Bedingte Wahrscheinlichkeiten X

Beispiel 37 (Geburtstagsproblem)

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen
Gruppe mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag
haben?

Umformulierung:
Man werfe b Bélle zuféllig und gleich wahrscheinlich in k& Korbe.

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem
Experiment jeder Ball allein in seinem Korb liegt?



Bedingte Wahrscheinlichkeiten X

Beispiel 37 (Geburtstagsproblem)

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen
Gruppe mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag
haben?

Umformulierung:
Man werfe b Bélle zuféllig und gleich wahrscheinlich in k& Korbe.

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem
Experiment jeder Ball allein in seinem Korb liegt?
Modell:

. . 1
Q:{l,...,b}k Pr[zl,...,zk]:ﬁ

Fiir das Geburtstagsproblem: k£ = 365.



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl

Annahme: b < k (sonst ist die W'keit gleich 0).



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl

Annahme: b < k (sonst ist die W'keit gleich 0).

Wir werfen die Balle nacheinander. Seien

e A; = , Ball i landet in einem noch leeren Korb*



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl

Annahme: b < k (sonst ist die W'keit gleich 0).

Wir werfen die Balle nacheinander. Seien

e A; = , Ball i landet in einem noch leeren Korb*
e A = ,Alle Bille liegen allein in einem Korb" .



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl

Annahme: b < k (sonst ist die W'keit gleich 0).

Wir werfen die Balle nacheinander. Seien

e A; = , Ball i landet in einem noch leeren Korb*
e A = ,Alle Bille liegen allein in einem Korb" .

Nach dem Multiplikationssatz gilt

Pr[A] = Pr[Ain---NA4)



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl

Annahme: b < k (sonst ist die W'keit gleich 0).
Wir werfen die Bélle nacheinander. Seien

e A; = , Ball i landet in einem noch leeren Korb*
e A = ,Alle Bille liegen allein in einem Korb" .

Nach dem Multiplikationssatz gilt

Pr[A] = Pr[Ain---NA4)

Unter der Bedingung, dass die ersten j — 1 Balle jeweils in einem
leeren Korb landen, bedeutet A;, dass der j-te Ball in einen der
k — (j — 1) leeren Korben fallt. Daraus folgt

k-G-1) _, Jj-1

Pr[Aj\Al n---N Aj—l] = A — ’



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl|

Mit Pr(A;|A1N---NAj_4]=1- % erhalten wir

Pr[A] = Pr[A;] Pr[As|Ay] ... Pr[4,]| N0Z] A)]



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl|

Mit Pr(A;|A1N---NAj_4]=1- % erhalten wir

Pr[A] = Pr[A;] Pr[As|Ay] ... Pr[4,]| N0Z] A)]

- H<1_J—1>



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl|

Mit Pr(A;|A1N---NAj_4]=1- % erhalten wir

Pr[A] = Pr[A;] Pr[As|Ay] ... Pr[4,]| N0Z] A)]
_ f[ <1 . j—l)
| k
J=1 .
b J—1
< e k (Wegen l—xge_x)

Jj=1



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl|

Mit Pr(A;|A1N---NAj_4]=1- % erhalten wir

Pr[A] = Pr[A;] Pr[As|Ay] ... Pr[4,]| N0Z] A)]
_ f[ <1 . j—l)
| k
J=1 .
b J—1
< e k (Wegen l—xge_x)



Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xl|

Mit Pr(A;|A1N---NAj_4]=1- % erhalten wir

Pr[A] = Pr[A;] Pr[As|Ay] ... Pr[4,]| N0Z] A)]

. [t

IN
o
E

( wegen 1 —z < e_x)




Bedingte Wahrscheinlichkeiten Xll|

1,0
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Verlauf von f(m) := e~?®=1/Ck) fiir n = 365



Bedingte Wahrscheinlichkeiten XIV

Beispiel 38 (Die Lottosensation am 29.6.1995)

Stuttgart (dpa/Isw). Die Staatliche Toto-Lotto GmbH in
Stuttgart hat eine Lottosensation gemeldet: Zum ersten Mal in der
40-jahrigen Geschichte das deutschen Zahlenlottos wurden zwei
identische Gewinnreihen festgestellt. Am 21. Juni dieses Jahres
[3016te Ausspielung] kam im Lotto am Mittwoch in der Ziehung A
die Gewinnreihe 15-25-27-30-42-48 heraus. Genau die selben
Zahlen wurden bei der 1628. Ausspielung im Samstaglotto schon
einmal gezogen, ndmlich am 20. Dezember 1986. Welch ein
Lottozufall: Unter den 49 Zahlen sind fast 14 Millionen
verschiedene Sechserreihen méglich.



Bedingte Wahrscheinlichkeiten XV

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (k = 13,983, 816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der b = 3016-te Ausspielung auftritt?
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Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (k = 13,983, 816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der b = 3016-te Ausspielung auftritt?

Antwort: das ist die W'keit, dass mindestens zwei Balle im selben

Korb landen, i.e., Pr[A].



Bedingte Wahrscheinlichkeiten XV

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (k = 13,983, 816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der b = 3016-te Ausspielung auftritt?

Antwort: das ist die W'keit, dass mindestens zwei Balle im selben

Korb landen, i.e., Pr[A].

Pr[A] =1 — Pr[A]



Bedingte Wahrscheinlichkeiten XV

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (k = 13,983, 816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der b = 3016-te Ausspielung auftritt?

Antwort: das ist die W'keit, dass mindestens zwei Balle im selben

Korb landen, i.e., Pr[A].




Bedingte Wahrscheinlichkeiten XV

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (k = 13,983, 816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der b = 3016-te Ausspielung auftritt?

Antwort: das ist die W'keit, dass mindestens zwei Balle im selben

Korb landen, i.e., Pr[A].

~l—ec 2k
3016 - 3015
—1—¢ 2-13983816



Bedingte Wahrscheinlichkeiten XV

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (k = 13,983, 816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der b = 3016-te Ausspielung auftritt?

Antwort: das ist die W'keit, dass mindestens zwei Balle im selben

Korb landen, i.e., Pr[A].

~l—ec 2k

3016 - 3015
—1—¢ 2-13983816
~ ] _ 0.325



Bedingte Wahrscheinlichkeiten XV

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (k = 13,983, 816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der b = 3016-te Ausspielung auftritt?

Antwort: das ist die W'keit, dass mindestens zwei Balle im selben

Korb landen, i.e., Pr[A].

b(b—1)
~l—ec 2k

3016 - 3015
—1—¢ 2-13983816
~ ] _ 0.325

~ 0,278



6. Stochastische Unabhangigkeit



Unabhangige Ereignisse |

Beispiel 39 (Zweimaliges Wiirfeln)

Zwei faire Wiirfel werden gleichzeitig gewiirfelt.

Q={(ij)[1<ij <6}  Prij)] =5 -



Unabhangige Ereignisse |

Beispiel 39 (Zweimaliges Wiirfeln)

Zwei faire Wiirfel werden gleichzeitig gewiirfelt.

Q={(ij)[1<ij <6}  Prij)] =5 -

Wir definieren die Ereignisse

A := Augenzahl der ersten Wiirfel ist gerade
B := Augenzahl der zweiten Wiirfel ist gerade



Unabhangige Ereignisse |

Beispiel 39 (Zweimaliges Wiirfeln)

Zwei faire Wiirfel werden gleichzeitig gewiirfelt.

Q={(ij)[1<ij <6}  Prij)] =5 -

Wir definieren die Ereignisse

A := Augenzahl der ersten Wiirfel ist gerade
B := Augenzahl der zweiten Wiirfel ist gerade

Nach unserer Intuition gewinnen wir durch das Eintreten von A
keine Information in Bezug auf B hinzu.



Unabhangige Ereignisse |

Beispiel 39 (Zweimaliges Wiirfeln)

Zwei faire Wiirfel werden gleichzeitig gewiirfelt.
g - . 1
Q={(.5) [1<i,j <6} Prl(i,j)] =5 -

Wir definieren die Ereignisse

A := Augenzahl der ersten Wiirfel ist gerade
B := Augenzahl der zweiten Wiirfel ist gerade

Nach unserer Intuition gewinnen wir durch das Eintreten von A
keine Information in Bezug auf B hinzu.

Im Modell erwarten wir Pr[B | A] = Pr[B]
oder dquivalent Pr[AN B] = Pr[A] - Pr[B].



ANB = {(2,2),(2,4),(2,6),...,(6,2),(6,4),(6,6)}



ANB = {(2.2).(2.4).(2,6)....,(6.2), (6.4).(6,6)}
PlANE = =1



ANB = {(2.2).(2.4).(2,6)....,(6.2), (6.4).(6,6)}
PlANE = =1

Pr[A] -Pr[B] =



ANB = {(2.2).(2.4).(2,6)....,(6.2), (6.4).(6,6)}
PlANE = =1

Pr[A] -Pr[B] =



Unabhangige Ereignisse |l

ANB = {(2,2),(2,4),(2,6),....(6,2),(6,4),(6,6)}
PrANB] = %:%
Pr[A]- Pr[B] = %%:%



Unabhangige Ereignisse IlI

Intuition: Zwei Ereignisse A, B sind stochastisch unabhingig wenn
das Vorwissen, dass B eintritt, keinen Einfluss auf die
Wahrscheinlichkeit von A hat.



Unabhangige Ereignisse IlI

Intuition: Zwei Ereignisse A, B sind stochastisch unabhingig wenn
das Vorwissen, dass B eintritt, keinen Einfluss auf die
Wahrscheinlichkeit von A hat.

Definition 40 (Erste Definition)

Zwei Ereignisse A, B C Q mit Pr[B] > 0 sind unabhingig wenn

Pr[A|B] = Pr[A] .

Definition 41 (Allgemeinere Definition)

Zwei Ereignisse A, B C () sind unabhiangig wenn

Pr[An B] = Pr[4] - Pr[B].



Unabhangige Ereignisse IV

Beide Definitionen sind Aquivalent wenn Pr[B] > 0:



Unabhangige Ereignisse IV

Beide Definitionen sind Aquivalent wenn Pr[B] > 0:
e Wenn Pr[A|B] = Pr[4] dann

Pr[AnN B] = Pr[A|B] - Pr[B] = Pr[A] - Pr|B]



Unabhangige Ereignisse IV

Beide Definitionen sind Aquivalent wenn Pr[B] > 0:
e Wenn Pr[A|B] = Pr[4] dann

Pr[AnN B] = Pr[A|B] - Pr[B] = Pr[A] - Pr|B]

e Wenn Pr[AN B| = Pr[A] - Pr[B] und Pr[B] > 0 dann

Pr[AN B]
Pr[B]

Pr[A|B] = = Pr[A4]



Unabhangige Ereignisse V

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7

Sind A und C unabhangig 7



Unabhangige Ereignisse V

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7

Sind A und C unabhangig 7

¢ = {(1,6),(25),(3,4),(43),(52),(6,1)}
ANnC = {(2,5),(4,3),(6,1)}



Unabhangige Ereignisse V

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7

Sind A und C unabhangig 7

C = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
AnC = {(2,5),(4,3),(6,1)}
Pr[AnC] = 3 = L

36 12



Unabhangige Ereignisse V

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7

Sind A und C unabhangig 7

¢ = {(1,6),(25),(3,4),(43),(52),(6,1)}
ANC = {(2.5).(4,3),(6,1)}
Pr[AnC] = %:%
Pl PIC] = o=



Unabhangige Ereignisse VI

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7

A und B sind physikalisch unabhingig und stochastisch
unabhangig.

A und C sind physikalisch abhingig aber stochastisch unabhangig.



Unabhangige Ereignisse VI

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7

A und B sind physikalisch unabhingig und stochastisch
unabhangig.

A und C sind physikalisch abhingig aber stochastisch unabhangig.

@ Physikalische Unabhangigkeit impliziert stochastische
Unabhangigkeit.

o Physikalische Abhangigkeit schliesst stochastische
Unabhédngigkeit nicht aus.



Unabhangige Ereignismenge |

Wann sind drei Ereignisse A, B, C' unabhingig ?

Intuition: Information tber den Eintritt von A und B beeinflusst
die W'keit von C nicht.

Erster Versuch einer Formalisierung: A, B, C' sind unabhingig gdw.
Pr[AN B] = Pr[A] - Pr[B], Pr[AN C] = Pr[4] - Pr[C], und
Pr[B N C] = Pr[B] - Pr[C].



Unabhangige Ereignismenge |

Wann sind drei Ereignisse A, B, C' unabhingig ?

Intuition: Information tber den Eintritt von A und B beeinflusst
die W'keit von C nicht.

Erster Versuch einer Formalisierung: A, B, C' sind unabhingig gdw.
Pr[AN B] = Pr[A] - Pr[B], Pr[AN C] = Pr[4] - Pr[C], und
Pr[B N C] = Pr[B] - Pr[C].
Beispiel 42 (Zweimaliges Wiirfeln)
A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade,
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade,

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7.
A, B, C sind paarweise unabhiangig, aber z.B.

Pr[C|AN B] = 0 # Pr[C]



Unabhangige Ereignismenge Il

Zweiter Versuch einer Formalisierung: A, B, C' sind unabhangig
gdw. Pr[AN BN C] = Pr[A] - Pr[B] - Pr[C].

Beispiel 43 (Glyn George)

y ‘a‘ N Pr{A] = 0.20
2N -

Prf[AnBNC] = 0.04
C Pr[A|[BNC] = 1.00 # Pr[A4]
.34




Unabhangige Ereignismenge Il

Definition 44
Die Ereignisse A1, ..., A, heiBen unabhdngig, wenn fiir alle
1<k<nundfirallel <i,...,1; <n gilt, dass

PI‘[AZ'I ﬂﬂAzk] :PI"[A“] . PF[A%] (1)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit ¢ € N heiBt
unabhangig, wenn (1) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.



Unabhangige Ereignismenge 1V

Lemma 45

Die Ereignisse A1, ..., A, sind genau dann unabhiangig, wenn fiir
alle (s1,...,sn) € {0,1}" gilt, dass

Pr[AS' ... N A% = Pr[AS] - ... Pr[A%], (2)

wobei A? = /L und All = Az



Beweis (1) = (2):



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):

Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.

Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.
Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.

Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):

Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.

Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.

Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"
PriAT* N---N A



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.
Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.
Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"
PriAT* N---N A
= Pr[A; N B (s1 = 0 und Def. B)



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.
Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.
Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"
PriAT* N---N A
= Pr[A; N B (s1 = 0 und Def. B)
= Pr[B] — Pr[A; N B



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.
Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.
Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"
PriAT* N---N A

A

(B

r[A; N B (s1 = 0 und Def. B)
| — Pr[A; N B

TT7, Pr[A%] — Pr[Ay] - [T7, Pr[A%] (Ind.Vor)

P
P

T



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.
Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.
Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"
Pr[A]' NN Asn]
= Pr[A; N B (s1 = 0 und Def. B)

= Pr[B] — Pr[A; N B

= [[iy Pr[A7] = Pr[A4] - J[}Z, Pr[A47"]  (Ind.Vor)

= (1= Pr[Ai]) - Tiz, Pr(477]



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.
Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.
Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"
Pr[A]' NN Asn]
Pr[A; N B] (s1 = 0 und Def. B)
Pr[B] — Pr[4; N B]
= [}y Pr[47"] = Pr[Ad] - [T;L, Pr[A]"]  (Ind.Vor)
= (1= Pr[Ai]) - Tiz, Pr(477]
= Pr[Ay] - [TiZ, PrlA7]



Unabhangige Ereignismenge V

Beweis (1) = (2):
Induktion iiber die Anzahl der Nullen in sy,..., sy.
Wenn s; = ... =s, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.
Sonst gelte 0.E. sy =0 und sei B = A3 N...N A"
Pr[A]' NN Asn]
Pr[A; N B] (s1 = 0 und Def. B)
Pr[B] — Pr[4; N B]
= [[iy Pr[A7] = Pr[A4] - J[}Z, Pr[A47"]  (Ind.Vor)
= (1= Pr[Ai]) - Tiz, Pr(477]
= Pr[Ay] - [TiZ, PrlA7]
= [ PriA}]



Beweis (2) = (1):



Unabhangige Ereignismenge VI

Beweis (2) = (1):
Wir zeigen nur (2) = Pr[A; N Ag] = Pr[A;] - Pr[As].



Unabhangige Ereignismenge VI

Beweis (2) = (1):
Wir zeigen nur (2) = Pr[A; N As] = Pr[A;] - Pr[As].
Es gilt (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit):

PriAiNAs)= > PrlAinA;nA$N...NAY
$3,...,5n€{0,1}



Unabhangige Ereignismenge VI

Beweis (2) = (1):
Wir zeigen nur (2) = Pr[A; N As] = Pr[A;] - Pr[As].
Es gilt (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit):

PriAiNAs)= > PrlAinA;nA$N...NAY
$3,...,5n€{0,1}
= ) Pr[Ay]-Pr[Ay] - Pr[A]- ... Pr[A}]

537---757LE{0,1}



Unabhangige Ereignismenge VI

Beweis (2) = (1):
Wir zeigen nur (2) = Pr[A; N As] = Pr[A;] - Pr[As].
Es gilt (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit):

PriAiNAs)= > PrlAinA;nA$N...NAY
$3,...,5n€{0,1}
= ) Pr[Ay]-Pr[Ay] - Pr[A]- ... Pr[A}]
S:;,...,SnE{O,l}
= Pr[Ay] - Pr[dy]- > Pr[A$]-...- > Pr[Ay]

s3=0,1 sn=0,1



Unabhangige Ereignismenge VI

Beweis (2) = (1):
Wir zeigen nur (2) = Pr[A; N As] = Pr[A;] - Pr[As].
Es gilt (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit):

PriAiNAs)= > PrlAinA;nA$N...NAY
$3,...,5n€{0,1}
= ) Pr[Ay]-Pr[Ay] - Pr[A]- ... Pr[A}]
S:;,...,SnE{O,l}
= Pr[Ay] - Pr[dy]- > Pr[A$]-...- > Pr[Ay]
s3=0,1 sn=0,1

= Pr[A4] - Pr[A]



Unabhangige Ereignismenge VII

Lemma 46

Seien A, B und C unabhingige Ereignisse.
@ A und B sind unabhingig, sowie A, B, und A, B.
@ AN B und C sind unabhiangig.
© AU B und C sind unabhiangig



Unabhangige Ereignismenge VII

Lemma 46

Seien A, B und C unabhingige Ereignisse.
@ A und B sind unabhingig, sowie A, B, und A, B.
@ AN B und C sind unabhiangig.
© AU B und C sind unabhiangig

Beweis:

(1) Folgt aus Lemma 45 mit n = 2.



Unabhangige Ereignismenge VII

Lemma 46

Seien A, B und C unabhingige Ereignisse.

© A und B sind unabhdngig, sowie A,B, und A, B.
@ AN B und C sind unabhiangig.
© AU B und C sind unabhingig

Beweis:

(1) Folgt aus Lemma 45 mit n = 2.

(2) Zu zeigen: Pr[(AN B)NC| =Pr[An B] - Pr[C].
Pr[(A NB)NC]|
MmBm@
= Pr[A]-Pr[B ] Pr[C] (A, B,C unabh.)
= Pr[AnB]-Pr[C] (A, B unabh.)



Unabhangige Ereignismenge VIII

(3) Zu zeigen: Pr[(AU B)NC] =Pr[AU B] - Pr[C].



Unabhangige Ereignismenge VIII

(3) Zu zeigen: Pr[(AU B)NC] =Pr[AU B] - Pr[C].

Pr[(AUB) N C]



Unabhangige Ereignismenge VIII

(3) Zu zeigen: Pr[(AU B)NC] =Pr[AU B] - Pr[C].

Pr[(AUB)NC]
= Pi(ANC)U(BNQO)



Unabhangige Ereignismenge VIII
(3) Zu zeigen: Pr[(AU B)NC] =Pr[AU B] - Pr[C].
Pr[(AUB)NC]

= Pr[(AnC)uU(BNCQO)]
= Pr[AnC]+Pr[BNC]—-Prl[ANBNC]|



Unabhangige Ereignismenge VIII
(3) Zu zeigen: Pr[(AU B)NC] =Pr[AU B] - Pr[C].

Pr[(AuB)NC]|
= Pr(ANC)U(BNC)]
= Pr[AnC]+Pr[BNC]—-Prl[ANBNC]|
= Pr[C]- (Pr[A4] + Pr[B] — Pr[AN B]) (A, B, C unabh.)



Unabhangige Ereignismenge VIII
(3) Zu zeigen: Pr[(AU B)NC] =Pr[AU B] - Pr[C].

Pr[(AuB)NC]|
= Pr(ANC)U(BNC)]
= Pr[AnC]+Pr[BNC]—-Prl[ANBNC]|
= Pr[C]- (Pr[A4] + Pr[B] — Pr[AN B]) (A, B, C unabh.)
— Pr[AUB]|-Pr[C]



Unabhangige Zufallsvariablen |

Definition 47

Die Zufallsvariablen X1,..., X,, heiBen unabhingig, wenn fiir alle
(X1,...,xn) € Wx, X ... x Wx, gilt

Pr[X1=x1,.... X, =2, =Pr[Xy =21 - ... - Pr[X,, = z,,]..



Unabhangige Zufallsvariablen |

Definition 47

Die Zufallsvariablen X1,..., X,, heiBen unabhingig, wenn fiir alle
(X1,...,xn) € Wx, X ... x Wx, gilt

Pr[X1=x1,.... X, =2, =Pr[Xy =21 - ... - Pr[X,, = z,,]..
Alternative Definition:

Sxue X (@ @n) = fxg(z) o fx (@)



Unabhangige Zufallsvariablen |

Definition 47

Die Zufallsvariablen X1,..., X,, heiBen unabhingig, wenn fiir alle
(X1,...,xn) € Wx, X ... x Wx, gilt

Pr[X1=x1,.... X, =2, =Pr[Xy =21 - ... - Pr[X,, = z,,]..
Alternative Definition:
fxioxn (@, ) = fxy (1) oo fx, (zn) -
Noch eine Aquivalente Definition:

FX17---7X7L(1.17 e ,.:L'n> = FXl(l'l) LR FX"(wn)-



Unabhangige Zufallsvariablen [l

Satz 48

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und S, ..., S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
X1 €81 ..., X, €5, unabhingig.



Unabhangige Zufallsvariablen [l

Satz 48

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und S, ..., S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
X1 €81 ..., X, €5, unabhingig.

Beweis:



Unabhangige Zufallsvariablen [l

Satz 48

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und S, ..., S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
X1 €81 ..., X, €5, unabhingig.

Beweis:

PI‘{Xl €S8,..., X, € Sn]



Unabhangige Zufallsvariablen [l

Satz 48

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und S, ..., S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
X1 €81 ..., X, €5, unabhingig.

Beweis:

PI‘{Xl €5,...,.X, € Sn]

= Z ZPT[Xllew"»Xn:mn]

T1ES51 Tn€Sn



Unabhangige Zufallsvariablen [l

Satz 48

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und S, ..., S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
X1 €81 ..., X, €5, unabhingig.

Beweis:

PI‘{Xl €5,...,.X, € Sn]

= Z ZPT[Xllew"»Xn:mn]

T1ES51 Tn€Sn

N N PrXa =) PrX, =)

T1E€S51 Tn€Sn



Unabhangige Zufallsvariablen [l

Satz 48

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und S, ..., S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
X1 €81 ..., X, €5, unabhingig.

Beweis:

PI‘{Xl € 51,...,Xn S Sn]

= Z ZPT[Xlzmlw"»Xn:x”]

T1ES51 Tn€Sn

N N PrXa =) PrX, =)

T1E€S51 Tn€Sn

r1€S51



Unabhangige Zufallsvariablen Il

Satz 48

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und S, ..., S,
beliebige Mengen mit S; C Wx,. Dann sind die Ereignisse
X1 €81 ..., X, €5, unabhingig.

Beweis:

PI‘{Xl €5,...,.X, € Sn]

= Z ZPr[Xlzmlw")Xn:x”]

T1ES51 Tn€Sn

N N PrXa =) PrX, =)

T1€S1 Tn€Sn

leSl TpE€Sn
= PI‘[Xl 651]-...'Pr[Xn GSn]



Unabhangige Zufallsvariablen Il

Satz 49

fi,..., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhangig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(X5).
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Satz 49

fi,..., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhangig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(X5).

Beweis:
Sei z; € Wyx, firi=1,...,nund S; = {z; f(z) = 2}



Unabhangige Zufallsvariablen Il

Satz 49

fi,..., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhangig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(X5).

Beweis:
Sei z; € Wyx, firi=1,...,nund S; = {z; f(z) = 2}

Pr[fl(X1> =Z1--- >fn(Xn) = Zn]



Unabhangige Zufallsvariablen Il

Satz 49

fi,..., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhangig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(X5).

Beweis:
Sei z; € Wyx, firi=1,...,nund S; = {z; f(z) = 2}

Pr[fl(X1> =21y >fn(Xn) = Zn]
= PI‘[Xlésl,...,XnGSn}



Unabhangige Zufallsvariablen Il

Satz 49
fi,..., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhangig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(X5).
Beweis:
Sei z; € Wyx, firi=1,...,nund S; = {z; f(z) = 2}
Prfi(X1) = 21, .., fu(Xn) = 2]
= PI‘[Xlesl,...,XnGSn}
Unabh- - puix, € 81+ ... Pr[X, € S,



Unabhangige Zufallsvariablen Il

Satz 49

fi,..., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhangig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(X5).

Beweis:
Sei z; € Wyx, firi=1,...,nund S; = {z; f(z) = 2}
Prfi(X1) = 21, .., fu(Xy) = 25)
= Pr[X,€8,....X, €8,
Unabh- - pirxy e 8y]-... - Pr [X € S,
= Pr[fi(Xy) = zl] oo Prfn(Xn) = 2]



Unabhangige Zufallsvariablen [V

Satz 50
Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen und 7 := X +Y . Es gilt
= Y fx(@) - fr(z—u).
rzeWx

Beweis: Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit:



Unabhangige Zufallsvariablen [V

Satz 50
Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen und 7 := X +Y . Es gilt
= Y fx(@) - fr(z—u).
rzeWx

Beweis: Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit:

fz(z) = PrZ=z= ) PrX+Y =2zX=uz] Pr[X =a
rzeWx



Unabhangige Zufallsvariablen IV

Satz 50
Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen und 7 := X +Y . Es gilt
= Y fx(@) - fr(z—u).
rzeWx

Beweis: Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit:

fz(z) = PrZ=z= ) PrX+Y =2zX=uz] Pr[X =a
reWx
= ZPr[Y:z—x|X:x]-Pr[X:x]
zeWx



Unabhangige Zufallsvariablen IV

Satz 50
Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen und 7 := X +Y . Es gilt
= Y fx(@) - fr(z—u).
rzeWx

Beweis: Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit:

fz(z) = PrZ=z= ) PrX+Y =2zX=uz] Pr[X =a
rzeWx
= ZPr[Y:z—:ﬂX:x]-Pr[X:x]
zeWx
Urgb.

Z Pr[Y =z —z] - Pr[X = 7]
zeWx



Unabhangige Zufallsvariablen IV

Satz 50
Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen und 7 := X +Y . Es gilt
= Y fx(@) - fr(z—u).
rzeWx

Beweis: Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit:

fz(z) = PrZ=z= ) PrX+Y =2zX=uz] Pr[X =a
reWx
= ZPr[Y:z—:ﬂX:x]-Pr[X:x]
zeWx
Unab. Z PrlY =z — 2] - Pr[X = z]
zeWx
= > fx(@)- fr(z—a).

zeWx



Unabhangige Zufallsvariablen V

Beispiel 51

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Seien XY die
Zufallsvariablen, die die Augenzahl des ersten bzw. des zweiten
Wiirfels angeben. Wir berechnen die Dichte von Z := X 4+ Y":



Unabhangige Zufallsvariablen V

Beispiel 51

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Seien XY die
Zufallsvariablen, die die Augenzahl des ersten bzw. des zweiten
Wiirfels angeben. Wir berechnen die Dichte von Z := X 4+ Y":

PriZz=z]= Y PrX=af PrlY =z-a]
zeWx



Unabhangige Zufallsvariablen V

Beispiel 51

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Seien XY die
Zufallsvariablen, die die Augenzahl des ersten bzw. des zweiten
Wiirfels angeben. Wir berechnen die Dichte von Z := X 4+ Y":

PriZz=z]= Y PrX=af PrlY =z-a]
zeWx
6
= 2 é-Pr[Y:z—x]

r=1



Unabhangige Zufallsvariablen V

Beispiel 51

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Seien XY die
Zufallsvariablen, die die Augenzahl des ersten bzw. des zweiten
Wiirfels angeben. Wir berechnen die Dichte von Z := X 4+ Y":

PriZz=z]= Y PrX=af PrlY =z-a]
zeWx
6 min{6,z—1} 1

1
E-Pr[Y:z—x]: Z 36

1 r=max{1,z—6}

T



Unabhangige Zufallsvariablen V

Beispiel 51

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Seien XY die
Zufallsvariablen, die die Augenzahl des ersten bzw. des zweiten
Wiirfels angeben. Wir berechnen die Dichte von Z := X 4+ Y":

PriZz=z]= Y PrX=af PrlY =z-a]

zeWx
6 1 min{6,z—1} 1
= E-Pr[Y:z—x]: Z 36
zx=1 r=max{1,z—6}

1 z—1
36 36



Und fiir 7 < z < 12:

13—z

Pr[Z =z| = 36




Unabhangige Zufallsvariablen VI

Und fiir 7 < z < 12:

13—z
Pr(Z =z| =
r| 2] %6
Den Ausdruck
> fx(@) - fy(z—x)
zeWx

aus Satz 50 nennt man in Analogie zu den entsprechenden
Begriffen bei Potenzreihen auch Faltung oder Konvolution der
Dichten fx und fy.



7. Satz von Bayes



Satz von Bayes |

Beispiel 52 (HIV-Test)

Krankheitstests erkennen machmal kranke Menschen als gesund
(“falsch negativ”, sehr geféhrlich) oder gesunde Menschen als
krank (“falsch positiv’, weniger gefahrlich).

Fiir den ELISA-Test zur Erkennung von Antikdrpern gegen das
HIV betrdgt die W'keit eines falsch negativen Resultates etwa
0.1%. Die W'keit eines falsch positiven Resultates betragt 0.2%.

In Deutschland leben ca. 80,000 HIV-Infizierte, etwa 0.1% der
Bevolkerung.



Satz von Bayes |

Beispiel 52 (HIV-Test)

Krankheitstests erkennen machmal kranke Menschen als gesund
(“falsch negativ”, sehr geféhrlich) oder gesunde Menschen als
krank (“falsch positiv’, weniger gefahrlich).

Fiir den ELISA-Test zur Erkennung von Antikdrpern gegen das
HIV betrdgt die W'keit eines falsch negativen Resultates etwa
0.1%. Die W'keit eines falsch positiven Resultates betragt 0.2%.

In Deutschland leben ca. 80,000 HIV-Infizierte, etwa 0.1% der
Bevolkerung.

Eine zufallig gewahlte Person (in Deutschland lebend) wird
getestet. Das Ergebnis ist positiv.

Frage: Wie hoch ist die W'keit einer Infektion?



Satz von Bayes ||

Seien I, G die Ereignisse “die Person ist infiziert” und “die Person
ist gesund”.
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Seien P, N die Ereignisse “das Ergebnis des Tests ist positiv" und
“das Ergebnis des Tests ist negativ”.



Satz von Bayes ||

Seien I, G die Ereignisse “die Person ist infiziert” und “die Person
ist gesund”.
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“das Ergebnis des Tests ist negativ”.

Pr[P|I] =0.999  Pr[N|G] = 0.998



Satz von Bayes ||

Seien I, G die Ereignisse “die Person ist infiziert” und “die Person
ist gesund”.

Pr[I] ~ 0.001 Pr[G] =1 — Pr[I] ~ 0.999

Seien P, N die Ereignisse “das Ergebnis des Tests ist positiv" und
“das Ergebnis des Tests ist negativ”.

Pr[P|I] =0.999  Pr[N|G] = 0.998

Wir suchen Pr[/|P].



Pr[I] ~ 0.001 Pr[G]~0.999 Pr[P|I]=0.999 Pr[N|G]=0.998



Pr[I] ~ 0.001 Pr[G]~0.999 Pr[P|I]=0.999 Pr[N|G]=0.998

Es gilt Pr[I|P]- Pr[P] = Pr[I N P] = Pr[P|I] - Pr[I].



Satz von Bayes IlI

Pr[I] ~ 0.001 Pr[G]~0.999 Pr[P|I]=0.999 Pr[N|G]=0.998
Es gilt Pr[I|P]- Pr[P] = Pr[I N P] = Pr[P|I] - Pr[]].

Pr[P|I] - Pr[I]

Pr[I|P] = Dr{P]



Satz von Bayes IlI

Pr[I] ~ 0.001 Pr[G]~0.999 Pr[P|I]=0.999 Pr[N|G]=0.998
Es gilt Pr[I|P]- Pr[P] = Pr[I N P] = Pr[P|I] - Pr[]].

Pr[P|I] - Pr[I]
Pr[P]
Pr[P|I] - Pr[{]
Pr[P|G] - P|G] + Pr[P|I] - P[I]

Pr[I|P]




Satz von Bayes IlI

Prl] ~ 0.001 Pr[G] ~0.999 Pr[P|I] =0.999 Pr[N|G] = 0.998
Es gilt Pr[I|P]- Pr[P] = Pr[I N P] = Pr[P|1] - Px[1].
Pr[P|I] - Pr[I]
Pr[P]
Pr[P|I] - Pr[{]
Pr[P|G] - P|G] + Pr[P|I] - P[I]
Pr[P|I] - Pr[/]
(1 —Pr[N|G]) - P|G] + Pr[P|I] - P[I]

Pr[I|P]




Satz von Bayes IlI

Pr[I] ~0.001 Pr[G] ~0.999 Pr[P|I] =0.999 Pr[N|G] = 0.998
Es gilt Pr[I|P]- Pr[P] = Pr[I N P] = Pr[P|1] - Px[1].
Pr[P|I] - Pr[I]
Pr[P]

Pr[P|I] - Pr[{]

Pr[P|G] - P|G] + Pr[P|I] - P[I]
Pr[P|I] - Pr[/]

(1 —Pr[N|G]) - P|G] + Pr[P|I] - P[I]

0.999 - 0.001
0.002-0.999 + 0.999 - 0.001

Pr[I|P]




Satz von Bayes IlI

Pr[I] ~0.001 Pr[G] ~0.999 Pr[P|I] =0.999 Pr[N|G] = 0.998
Es gilt Pr[I|P]- Pr[P] = Pr[I N P] = Pr[P|1] - Px[1].
Pr[P|I] - Pr[I]
Pr[P]
Pr[P|I] - Pr[{]
Pr[P|G] - P|G] + Pr[P|I] - P[I]
Pr[P|I] - Pr[/]
(1 —Pr[N|G]) - P|G] + Pr[P|I] - P[I]
0.999 - 0.001
0.002-0.999 + 0.999 - 0.001
0.001 1

0.003 3

Pr[I|P] =




Satz von Bayes IV

Satz 53 (Satz von Bayes)

Die Ereignisse Ay, ..., Ay seien paarweise disjunkt, mit Pr[A;] > 0
fiir alle j. Ferner sei B C A1 U...U A, ein Ereignis mit
Pr[B] > 0. Dann gilt fiir ein beliebiges i =1,...,n

Pr(B] Y70 Pr(BAj] - Pr[4;]

Pr[A,|B) = DHANDB] __ PriBl A Prid]



Satz von Bayes IV

Satz 53 (Satz von Bayes)

Die Ereignisse Ay, ..., Ay seien paarweise disjunkt, mit Pr[A;] > 0
fiir alle j. Ferner sei B C A1 U...U A, ein Ereignis mit
Pr[B] > 0. Dann gilt fiir ein beliebiges i =1,...,n

P = TR T S PeBIA] Pr{A]

Analog gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A1, Ao, . ..
mit B C | J;2, Ai, dass

Pr[A;NB]  Pr[B|4] Pr[A)]
Pr[A;|B] = Pr[B] = Zjil Pr[B|A;] - Pr[A;] .




Satz von Bayes V

Seien K1, ..., K, Krankheiten und Sy,...S,, Symptome.

Wir definieren die Ereignisse:

K; = Der Patient hat die Krankheit IC;
S; = Der Patient zeigt das Symptom S;



Satz von Bayes V

Seien K1, ..., K, Krankheiten und Sy,...S,, Symptome.

Wir definieren die Ereignisse:

K; = Der Patient hat die Krankheit IC;
S; = Der Patient zeigt das Symptom S;

Eine Belegung der Symptome ist ein Element von {0,1}™.

Jedem Patient kann eine Belegung B zugeordnet werden, die
angibt, welche Symptome im Patient vorhanden (B(j) = 1) und
abwesend (B(j) = 0) sind.



Satz von Bayes VI

Wir definieren das Ereignis:

B = Der Patient zeigt die Belegung B.
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B = Der Patient zeigt die Belegung B.

Es gilt B = ﬂ;n:1 U;, wobei

S; falls B(j) =1
Uj_{ j ()

S sonst



Satz von Bayes VI

Wir definieren das Ereignis:

B = Der Patient zeigt die Belegung B.

Es gilt B =1L, Uj, wobei
S, falls B(j) =1
v;j=4{
S sonst
Der Satz von Bayes kann nun mit A; := K; angewendet werden,

unter der Annahme, dass der Patient eine und genau eine der
Krankheiten K4, ..., K, hat:

PRI = b S, BT Prl)




Wenn S1 N Kj, ..., S, N K; unabhdngig sind fiir alle 1 < j < n:



Wenn S1 N Kj, ..., S, N K; unabhdngig sind fiir alle 1 < j < n:
Pr[B|Kj] - Pr[Kj] = Pr[B N Kj]



Wenn SlﬁKj,...,SmﬂKj
Pr[B|K;] - Pr[Kj]

unabhingig sind fiir alle 1 < 5 < n:
= Pr[B N Kj]

m
= Pr[|Ux NEKj]
k=1



Wenn S1 N Kj, ..., S, N K; unabhdngig sind fiir alle 1 < j < n:

Pr[B|K;] - Pr[Kj]

Pr[B N K]

m
Pr(") Uk NK;]

k=1

m

Pr[ﬂ (Ux N KJ)]
k=1



Satz von Bayes VII

Wenn S1 N Kj, ..., S, N K; unabhdngig sind fiir alle 1 < j < n:
Pr[B|Kj] - Pr[Kj] = Pr[B N Kj]

= Pr[ﬁ Uy, ﬁKj]



Satz von Bayes VII

Wenn S1 N Kj, ..., S, N K; unabhdngig sind fiir alle 1 < j < n:
Pr[B|Kj] - Pr[Kj] = Pr[B N Kj]

= Pr[ﬂ Uy, ﬁKj]
k=1

= Pr[( (U NK;)
k=1

PI‘[Uk N Kj]

c

IIE

2
— 3

1

i

(Pr[Ug|Kj| - Pr[K;])

I
s

B
Il

1



Satz von Bayes VII

Wenn S1 N Kj, ..., S, N K; unabhdngig sind fiir alle 1 < j < n:
Pr[B|Kj] - Pr[Kj] = Pr[B N Kj]

= Pr[ﬂ Uy, ﬁKj]
k=1

= Pr[( (U NK;)
k=1

PI‘[Uk N Kj]

c

IIE

2
— 3

1

i

(Pr[Ug|Kj| - Pr[K;])

I
s

B
Il

1

= Pr[Ky]™ [ PrUlK]
k=1



Satz von Bayes VIII

Durch Einsetzen erhalten wir:

Pr[K;|B] = — .
Z PrK;]™ - H Pr[Uk|K;]
J=1 k=1

mit

PL{U K Pr[S;| K] falls B(k) =1
r il — -
: Pr[Sy|Ki] = 1 — Pr[Si|K;] sonst



Satz von Bayes IX

Beispiel 54 (Diagnose von Hirntumoren)

Microscopic description: The H&E sections show a tumor with a
predominately papillary or filiform architecture (Figures 2 and 3).
The cells are arranged in a pseudocolumnar fashion forming
perivascular palisades about a fibrovascular core. There is marked
nuclear pleomorphism with many bizarre nuclei, and a brisk mitotic
rate (Figure 4), the nucleoli are indistinct. In areas, the papillary
configuration gives way to patternless sheets of cells interrupted by
zonal necrosis. Focally, the tumor cells surround microcavities
which are either optically empty or contain “wisps” of eosinophilic
fibrillary material. Confluent calcospherites are focally prominent.
Vascular endothelial proliferation is present. Foci of glial frame
indicate invasiveness. Rests of native plexus are occasionally
encountered.



Satz von Bayes X

A priori Wahrscheinlichkeiten:

Diagnose  Wahrscheinlichkeit

Grade | 0.25
Grade 1l 0.25
Grade Il 0.20

Grade IV 0.30




Satz von Bayes Xl

Bedingte Wahrscheinlichkeiten:

Gr.l Gr. Il Gr. Il Gr. IV

Diffuse infiltration DI 0.364 0.878 0.896 0.819
Necrosis NE 0.221 0.246 0.716 0.850
Vascular abnormalities VA 0.648 0.686 0.849 0.926
Vascular occlusions VO 0.113 0.121 0.518 0.640
Nuclear polymorphism NP 0.702 0.825 0.971 0.968
Cellular polymorphism CP 0.362 0.706 0.801 0.833

Visible perycarion VP 0494 0865 0.896 0.887
Typical mitoses T™™ 0.121 0.109 0.726 0.853
Atipical mitoses AM 0.005 0.029 0556 0.733

Undifferentiated cells UC 0.413 0.450 0.651 0.943




Satz von Bayes XI|

Thomas Bayes (1702-1761) war ein bekannter Theologe und
Mitglied der Royal Society. Als sein bedeutendstes Werk gilt sein
Beitrag zur Wahrscheinlichkeitstheorie ,,Essay Towards Solving a
Problem in the Doctrine of Chances"”. Diese Arbeit wurde erst
1763 publiziert.



Teil 111

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten



8. Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |

Satz 55
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Rechenregeln fiir den Erwartungswert |

Satz 55
Fiir jede Zufallsvariable X gilt
EX] =) X(w)-Prlw].

weN
Beweis:

EX]= ) z Pr[X =q
zeWx

= Z x Z Pr{w]

zeWx {weQ|X(w)=z}



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |

Satz 55
Fiir jede Zufallsvariable X gilt
EX] =) X(w)-Prlw].

weN
Beweis:

EX]= ) z Pr[X =q
zeWx

= Z x Z Pr{w]

zeWx {weQ|X(w)=z}

=) X(w)-Prw] .

we



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |l

Satz 56
Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

E[X] = iPr[X > .
=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |l

Satz 56
Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

E[X] = iPr[X > .
=1

Beweis:

o0

E[X] =) i-Pr[X =]

=0



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |l

Satz 56
Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

E[X] = iPr[X > .
=1

Beweis:

E[X] :Zz’-Pr[X:i] => ) Pr[X =4

i=1 j=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |l

Satz 56
Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

E[X] = iPr[X > .
=1

Beweis:

E[X] :Zz’-Pr[X:i] :ZZPr[X:i]
=) PriX =]

j=1i2j



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |l

Satz 56
Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ny. Dann gilt

E[X] = iPr[X > .
=1

Beweis:

E[X] :Zz’-Pr[X:i] => ) Pr[X =4

i=1 j=1

=3 ) PriX =i]=) Pr[X >j].
j=1

j=1i2j



Rechenregeln fiir den Erwartungswert Ill

Beispiel 57

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Der Spieler gewinnt k Euro,
wobei k die kleinere der zwei Augenzahlen ist.

Frage: Wieviel Euro gewinnt der Spieler in Durchschnitt?



Rechenregeln fiir den Erwartungswert Ill

Beispiel 57

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Der Spieler gewinnt k Euro,
wobei k die kleinere der zwei Augenzahlen ist.

Frage: Wieviel Euro gewinnt der Spieler in Durchschnitt?

0= {(1.1),(1L2),.., (6.6} Prl(i.))] = o

Wir definieren zwei Zufallsvariablen X7, Xo: 2 — R:
Xl(Z,]) =1 XQ(Za]) :.]

Wir miissen E[min{ X, X}| berechnen.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |V

Wir verwenden Satz 56.

6
Emin{X;,X}] = > Primin{X;, X5} >
=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert |V

Wir verwenden Satz 56.

E[min{ X7, X5}]

6
> Primin{X;, Xa} > 4]
=1

6

> Pr[, Xy >0, Xy >
i=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IV

Wir verwenden Satz 56.

E[min{ X7, X5}]

6
> Primin{X;, Xa} > 4]
=1

6

> Pr[, Xy >0, Xy >

i=1
6

> Pr(Xy > ] - Pr[Xp > ]

=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IV

Wir verwenden Satz 56.

E[min{ X7, X5}]

6
> Primin{X;, Xa} > 4]
ZEI
> Pr[, Xy >0, Xy >
=1

6
> Pr(Xy > ] - Pr[Xp > ]

i=1
6

S (Pr(x, > i)

=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IV

Wir verwenden Satz 56.

E[min{ X7, X5}]

iPr[min{Xl,Xz} > ]
%Pr[”Xl > i, X > i
i=1

ipr[Xl > i] - Pr[X > i]
ZE;(PT[Xl > i])?

i |

)

i=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IV

Wir verwenden Satz 56.

Emin{X;,X,}] = iPr[min{Xl,Xg} > ]
= Zzﬁ:Pr[,,Xl >N, Xy > 0]
i=1
ZG;Pr[Xl > ] - Pr[Xy > i
= EE:(PI"[Xl > i])?

=1

- (Y
91

= — =~ 2.528
36 7



Rechenregeln fiir den Erwartungswert V

Definition 58

Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > 0. Die
bedingte Zufallsvariable X|A besitzt die Dichte

Pr[, X = z" N A]




Rechenregeln fiir den Erwartungswert V

Definition 58

Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > 0. Die
bedingte Zufallsvariable X|A besitzt die Dichte

Pr[, X = z" N A]

Die Definition von fx|4 ist zuldssig, da

B Pr[, X =z"NA] Pr[A]
erWX Txia(@) = mEZW:X Pr[A] -~ Pr[4] -




Rechenregeln fiir den Erwartungswert V

Definition 58
Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > 0. Die
bedingte Zufallsvariable X|A besitzt die Dichte

Pr[, X = z" N A]
Pr[A]

fxja(@) =PrlX =z [ A] =

Die Definition von fx|4 ist zuldssig, da

B Pr[, X =z"NA] Pr[A]
erWX Txia(@) = mEZW:X Pr[A] -~ Pr[4] -

Der Erwartungswert E[X | A] der Zufallsvariablen X |A berechnet
sich entsprechend:

E[X[A] = Y - fxjal2).

zeWx



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VI

Satz 59

Sei X eine Zufallsvariable. Fiir paarweise disjunkte Ereignisse
Ay,..., A, mit AyU... UA, =9 undPr[Al],..., Pr[An] >0

gilt
E[X] =) E[X|A]-Pr[A].
=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VI

Satz 59

Sei X eine Zufallsvariable. Fiir paarweise disjunkte Ereignisse
Ay,..., A, mit AyU... UA, =9 undPr[Al],..., Pr[An] >0
gilt
E[X] =) E[X|A]-Pr[A].
i=1
Fiir paarweise disjunkte Ereignisse Ay, Aa, ... mit |J;2, A = Q
und Pr[A4], Pr[As],... > 0 gilt analog

E[X] = 3 E[X|A{] - PrAj],
=1

sofern die Erwartungswerte auf der rechten Seite alle existieren
und die Summe Y2 |E[X|A;]| - Pr[A;] konvergiert.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VII

Beweis:

EX]= ) a- Pr[X =a

rzeWx



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VII

Beweis:

=) z-Pr[X=

rzeWx

=) = ZPI = z|A;] - Pr[4;] (Tot. Wkeit)

zeWx i=1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VII

Beweis:

=) z-Pr[X=

rzeWx

=) = ZPI = z|A;] - Pr[4;] (Tot. Wkeit)

zeWx i=1

= ZPr[AZ-] Z z - PriX = z[Aj]

zeWx



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VII

Beweis:

E[X]

> w-Pr(X =

rzeWx

Z ZPI" = z|A;] -

zeWx i=1

Z Pr(A;] > x-Pr[X

zeWx

Pr[Aj]

= z|Aj]

(Tot. W'keit)



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VII

Beweis:

=) z-Pr[X=

rzeWx

=) = ZPI = z|A;] - Pr[4;] (Tot. Wkeit)

zeWx i=1

= ZPr[AZ-] Z x - PriX = z|A]

zeWx
= ZPr E[X|A;].

Der Beweis fiir den unendlichen Fall verlauft analog.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VII|

Beispiel 60

Wir werfen eine Miinze so lange, bis zum ersten Mal ,, Kopf*
erscheint. Dies geschehe in jedem Wurf unabhingig mit
Wahrscheinlichkeit p. Wir definieren dazu die Zufallsvariable X :=
~Anzahl der Wiirfe". Wir haben bereits gesehen, dass

PrX = k] =p(1—p)**



Rechenregeln fiir den Erwartungswert VII|

Beispiel 60

Wir werfen eine Miinze so lange, bis zum ersten Mal ,, Kopf*
erscheint. Dies geschehe in jedem Wurf unabhingig mit
Wahrscheinlichkeit p. Wir definieren dazu die Zufallsvariable X :=
~Anzahl der Wiirfe". Wir haben bereits gesehen, dass

Pr[X = k] = p(1 - p)*"

und damit

—OO . N - _ =
E[X]—;k p(1-p) P ATa R 5



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IX

Alternative Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 59)
Sei K1 :=, Im ersten Wurf fillt Kopf*.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IX

Alternative Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 59)
Sei K1 :=, Im ersten Wurf fillt Kopf*.

Offensichtlich gilt E[X|K;] = 1.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IX

Alternative Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 59)
Sei K1 :=, Im ersten Wurf fillt Kopf*.
Offensichtlich gilt E[X|K;] = 1.

Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht ,, Kopf" gefallen ist.
Wir starten das Experiment neu. Sei X’ die Anzahl der Wiirfe bis
zum ersten Auftreten von ,,Kopf" im neu gestarteten Experiment.
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Alternative Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 59)
Sei K1 :=, Im ersten Wurf fillt Kopf*.

Offensichtlich gilt E[X|K;] = 1.

Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht ,, Kopf" gefallen ist.
Wir starten das Experiment neu. Sei X’ die Anzahl der Wiirfe bis
zum ersten Auftreten von ,,Kopf" im neu gestarteten Experiment.

Wegen der Gleichheit der Experimente gilt E[X'] = E[X].



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IX

Alternative Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 59)
Sei K1 :=, Im ersten Wurf fillt Kopf*.

Offensichtlich gilt E[X|K;] = 1.

Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht ,, Kopf" gefallen ist.
Wir starten das Experiment neu. Sei X’ die Anzahl der Wiirfe bis
zum ersten Auftreten von ,,Kopf" im neu gestarteten Experiment.

Wegen der Gleichheit der Experimente gilt E[X'] = E[X].
Damit schlieBen wir E[X|Ki] =1+ E[X'] =1 + E[X]



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IX

Alternative Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 59)
Sei K1 :=, Im ersten Wurf fillt Kopf*.

Offensichtlich gilt E[X|K;] = 1.

Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht ,, Kopf" gefallen ist.
Wir starten das Experiment neu. Sei X’ die Anzahl der Wiirfe bis
zum ersten Auftreten von ,,Kopf" im neu gestarteten Experiment.

Wegen der Gleichheit der Experimente gilt E[X'] = E[X].
Damit schlieBen wir E[X|Ki] =1+ E[X'] =1 + E[X]
und erhalten eine einfache Gleichung fiir E[X]:

E[X] = E[X|K1] - Pr[K1] + E[X|K{] - Pr[K]]
=1-p+(1+E[X])-(1-p).



Rechenregeln fiir den Erwartungswert IX

Alternative Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 59)
Sei K1 :=, Im ersten Wurf fillt Kopf*.

Offensichtlich gilt E[X|K;] = 1.

Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht ,, Kopf" gefallen ist.
Wir starten das Experiment neu. Sei X’ die Anzahl der Wiirfe bis
zum ersten Auftreten von ,,Kopf" im neu gestarteten Experiment.

Wegen der Gleichheit der Experimente gilt E[X'] = E[X].
Damit schlieBen wir E[X|Ki] =1+ E[X'] =1 + E[X]
und erhalten eine einfache Gleichung fiir E[X]:
E[X] = E[X|K1] - Pr[K1] + E[X|K{] - Pr[K]]
=1-p+(1+E[X])-(1-p).

mit Losung E[X]| = 1/p.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert X

Formale Ableitung von E[X|K;] = 1 + E[X]:

_ B —’HJWJ(ﬂ
E[X|K)] = Zn Pr ]
B = Prz""'k] -
BT pP Sat
O Pr[Ki] - Pr[z" k]
= ;(n +1)- Pr]

= > (n+1)-Pr[z" ]
n=1

= Z n-Pr[z" k] + Z Pr[2" k]
n=1 n=1

Pr[zf k]

Prﬂ(ﬂ

=E[X]+1



Rechenregeln fiir den Erwartungswert Xl

Beispiel 61

Wenn man eine Sechs wirft dann darf man bei
Mensch-argere-dich-nicht bekanntermaBen nochmal werfen. In
Spanien gilt jedoch noch folgende Regel: wirft man dreimal
hintereinander eine Sechs, muss man den Stein, den man zuletzt
gezogen hat, zuriick zum Startpunkt bringen.

Frage: Wie oft muss man einen fairen Wiirfel im Mittel werfen, um
dreimal hintereinander eine Sechs zu wiirfeln?



Rechenregeln fiir den Erwartungswert Xl|

Als Elementarereignisse fiir jede Stufe des Experiments (einmal
wiirfeln) nehmen wir 6 (eine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 1/6
und 6 (keine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 5/6.
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Als Elementarereignisse fiir jede Stufe des Experiments (einmal
wiirfeln) nehmen wir 6 (eine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 1/6
und 6 (keine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 5/6.

Modell:
. 1\ 5@ 75\ lwl=sw)
Q= ((e+6+66)6) 666 Prlw] = (6) : <6>

mit s(w) = Anzahl von Sechsen in w.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert Xl|

Als Elementarereignisse fiir jede Stufe des Experiments (einmal
wiirfeln) nehmen wir 6 (eine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 1/6
und 6 (keine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 5/6.

Modell:

. 1\3@ /5 lwl=s(w)
mit s(w) = Anzahl von Sechsen in w.
Wir definieren drei Ereignisse:

6 = Elemente aus €, die mit 6 anfangen
66 = Elemente aus , die mit 66 anfangen
666 = Elemente aus (2, die mit 666 anfangen



Rechenregeln fiir den Erwartungswert Xl|

Als Elementarereignisse fiir jede Stufe des Experiments (einmal
wiirfeln) nehmen wir 6 (eine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 1/6
und 6 (keine Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 5/6.

Modell:
- 1\3@ /5 lwl=s(w)
mit s(w) = Anzahl von Sechsen in w.

Wir definieren drei Ereignisse:

6 = Elemente aus €, die mit 6 anfangen
66 = Elemente aus , die mit 66 anfangen
666 = Elemente aus (2, die mit 666 anfangen
Es gilt

2 =6U66U666+ {666}



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XII|

Sei X die Zufallsvariable, die die Gesamtzahl der Wiirfel angibt.
Mit Satz 59 gilt

E[X] = E[X|6] Pr[6]+ E[X | 66] - Pr[66]
+ E[X | 668] - Pr[666] + E[X | 666] - Pr[666]



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XII|

Sei X die Zufallsvariable, die die Gesamtzahl der Wiirfel angibt.
Mit Satz 59 gilt

E[X] = E[X|6] Pr[6]+ E[X | 66] - Pr[66]
+ E[X | 668] - Pr[666] + E[X | 666] - Pr[666]

Wir haben

E[X|6] = 1+E[X] E[X|666] = 3+ E[X]

E[X |66] = 2+FE[X] E[X|666] = 3



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XIlI|

Sei X die Zufallsvariable, die die Gesamtzahl der Wiirfel angibt.
Mit Satz 59 gilt

E[X] = E[X|6] Pr[6]+ E[X | 66] - Pr[66]
+ E[X | 668] - Pr[666] + E[X | 666] - Pr[666]

Wir haben
FIX|6] = 1+F(X] F[X|666 = 3+ F[X]
FIX|66] — 2+E[X] E[X|666] — 3

und damit

EIX] = 201 + E[X]) + 22+ E[X]) + —=(3 + E[X]) + ——

6 36 216 216



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XIlI|

Sei X die Zufallsvariable, die die Gesamtzahl der Wiirfel angibt.
Mit Satz 59 gilt

E[X] = E[X|6] Pr[6]+ E[X | 66] - Pr[66]
+ E[X | 668] - Pr[666] + E[X | 666] - Pr[666]

Wir haben
E[X|6] = 1+ FE[X] E[X | 666] = 3+ E[X]
E[X |66] = 2+ E[X] E[X |666] = 3
und damit
5 5 5 3
E[X] = 6(1 + E[X]) + %(2 + E[X]) + fﬁ(?) + E[X]) + 216

mit Losung E[X]| = 258.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XIV

Satz 62 (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir beliebige Zufallsvariablen X1, ..., X, und a1,...,a, € R gilt

E[ale +---+ aan] = alE[Xl] +---+ anE[Xn] .



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XIV

Satz 62 (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir beliebige Zufallsvariablen X1, ..., X, und a1,...,a, € R gilt
E[ale +---+ aan] = alE[Xl] +---+ anE[Xn] .

Beweis:



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XIV

Satz 62 (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir beliebige Zufallsvariablen X1, ..., X, und a1,...,a, € R gilt
E[ale +---+ aan] = alE[Xl] +---+ anE[Xn] .
Beweis:

E[a1X1 + ...+ aan]

= 3 (a1 X1 (@) + .+ an - Xn(@)) - Prlw]
we)



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XIV

Satz 62 (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir beliebige Zufallsvariablen X1, ..., X, und a1,...,a, € R gilt
E[ale +---+ aan] = alE[Xl] +---+ anE[Xn] .
Beweis:

E[a1X1 + ...+ aan]

= 3 (a1 X1 (@) + .+ an - Xn(@)) - Prlw]
we)

=ay - (Z X (w) 'Pr[w]> +-tap - <Z Xn(w) - Pr[w])

weN we



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XIV

Satz 62 (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir beliebige Zufallsvariablen X1, ..., X, und a1,...,a, € R gilt
E[ale +---+ aan] = alE[Xl] + -+ anE[Xn] .
Beweis:

E[a1X1 + ...+ aan]

= 3 (a1 X1 (@) + .+ an - Xn(@)) - Prlw]
we)

=ay - (Z X (w) 'Pr[w]> +-tap - <Z Xn(w) - Pr[w])

weN we
=ay-E[X1]+... +a, E[X,].



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XV

Beispiel 63

n betrunkene Seeleute torkeln nach dem Landgang in ihre Kojen.
Sie haben vollig die Orientierung verloren, weshalb wir annehmen,
dass jede Zuordnung der Seeleute zu den n Betten gleich
wahrscheinlich ist (genau ein Seemann pro Bett).

Frage: Wie viele Seeleute liegen im Mittel im richtigen Bett?



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XV

Beispiel 63

n betrunkene Seeleute torkeln nach dem Landgang in ihre Kojen.
Sie haben vollig die Orientierung verloren, weshalb wir annehmen,
dass jede Zuordnung der Seeleute zu den n Betten gleich
wahrscheinlich ist (genau ein Seemann pro Bett).

Frage: Wie viele Seeleute liegen im Mittel im richtigen Bett?

Die Anzahl der Seeleute im richtigen Bett z3hlen wir mit der
Zufallsvariablen X, die als Summe der Zufallsvariablen Xy,..., X,
dargestellt wird, wobei

X {1 falls Seemann i in seinem Bett liegt,
ii=

0 sonst.

Offenbar gilt X := X1 + -+ X,,.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVI

Fiir die Variablen X; erhalten wir

da jedes Bett von Seemann ¢ mit gleicher Wahrscheinlichkeit
aufgesucht wird.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVI

Fiir die Variablen X; erhalten wir

da jedes Bett von Seemann ¢ mit gleicher Wahrscheinlichkeit
aufgesucht wird.

Daraus folgt

E[X;]=0-Pr[X; =0] + 1-Pr[X; =1] =

1
n7



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVI

Fiir die Variablen X; erhalten wir

da jedes Bett von Seemann ¢ mit gleicher Wahrscheinlichkeit
aufgesucht wird.

Daraus folgt

und somit

Im Mittel sucht also nur ein Seemann sein eigenes Bett auf.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVII

Satz 64 (Multiplikativitdt des Erwartungswerts)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X, ..., X, gilt

E[X;-... - Xn] =E[X1]-... - E[X,].



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVII

Satz 64 (Multiplikativitdt des Erwartungswerts)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X, ..., X, gilt
E[X;-...- X, =E[Xy]-...-E[X,].

Beweis: Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist
analog.



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVII

Satz 64 (Multiplikativitdt des Erwartungswerts)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X, ..., X, gilt
E[X;-...- X, =E[Xy]-...-E[X,].

Beweis: Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist
analog.

EX-Y] = Y Y ay-PrX==aY=y
rzeWx yeWy



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVII

Satz 64 (Multiplikativitdt des Erwartungswerts)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X, ..., X, gilt
E[X;-...- X, =E[Xy]-...-E[X,].

Beweis: Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist
analog.

EX-Y] = Y Y ay-PrX==aY=y
rzeWx yeWy

Unabh. Z Z xy - Pr[X =z] - Pr[Y = y]

rzeWx yeWy



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVII

Satz 64 (Multiplikativitdt des Erwartungswerts)
Fiir unabhingige Zufallsvariablen X, ..., X, gilt
E[X;-...- X, =E[Xy]-...-E[X,].

Beweis: Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist
analog.

E[X-Y] = S ) ay-PrX =2,V =y
rzeWx yeWy
Unabh. Z Z zy - Pr[X =z] - Pr[Y =]
rzeWx yeWy
Z x - PriX = 7] Z y - PrlY =y]
rzeWx

yeWy



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVII

Satz 64 (Multiplikativitdt des Erwartungswerts)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X, ..., X, gilt
E[X;-...- X, =E[Xy]-...-E[X,].

Beweis: Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist
analog.

EX-Y] = Y Y ay-PrX==aY=y
zeWx yeWy

Unabh. Z Z xy - Pr[X =z] - Pr[Y = y]

rzeWx yeWy

= Y PrX=a] Y y Pry =y

zeWx yeWy
_  E[X] E[Y].



Rechenregeln fiir den Erwartungswert XVIII

Fiir die Giiltigkeit von Satz 64 ist die Unabhangigkeit der
Zufallsvariablen wirklich notwendig.

Sei Y = — X fiir eine Zufallsvariable mit einer von Null
verschiedenen Varianz. Dann gilt

E[X - Y] = ~E[X?] # —(E[X])? = E[X]-E[Y].



Rechenregeln fiir die Varianz |

Satz 65
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X 4 b] = a® - Var[X].



Rechenregeln fiir die Varianz |

Satz 65
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt
Var[a - X 4 b] = a® - Var[X].

Beweis:

Aus der in Satz 62 gezeigten Linearitdt des Erwartungswerts folgt
E[X + b = E[X] + b.



Rechenregeln fiir die Varianz |

Satz 65
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X 4 b] = a® - Var[X].

Beweis:

Aus der in Satz 62 gezeigten Linearitdt des Erwartungswerts folgt
E[X + b = E[X] + b.

Zusammen mit der Definition der Varianz ergibt sich damit sofort

Var[X + 0] = E[(X +b—E[X +8])?] = E[(X — E[X])?] = Var[X].



Rechenregeln fiir die Varianz |

Satz 65
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X 4 b] = a® - Var[X].

Beweis:

Aus der in Satz 62 gezeigten Linearitdt des Erwartungswerts folgt
E[X + b = E[X] + b.

Zusammen mit der Definition der Varianz ergibt sich damit sofort
Var[X + 0] = E[(X +b—E[X +8])?] = E[(X — E[X])?] = Var[X].
Weiter folgt mit Satz 27:

Var[a - X] = E[(aX)?] — E[aX]? = ¢*E[X?] — (aE[X])? = a® - Var[X],



Rechenregeln fiir die Varianz |

Satz 65
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt
Var[a - X 4 b] = a® - Var[X].

Beweis:

Aus der in Satz 62 gezeigten Linearitdt des Erwartungswerts folgt
E[X + b = E[X] + b.

Zusammen mit der Definition der Varianz ergibt sich damit sofort
Var[X + 0] = E[(X +b—E[X +8])?] = E[(X — E[X])?] = Var[X].

Weiter folgt mit Satz 27:

Var[a - X] = E[(aX)?] — E[aX]? = ¢*E[X?] — (aE[X])? = a® - Var[X],

und daraus zusammen die Behauptung.



Rechenregeln fiir die Varianz Il

Satz 66 (Additivitat der Varianz)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1,..., X, und
X =X14+...+X, gilt

Var[X]| = Var[X;] + ... + Var[X,,].



Rechenregeln fiir die Varianz |l

Satz 66 (Additivitat der Varianz)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1,..., X, und
X =X14+...+X, gilt

Var[X]| = Var[X;] + ... + Var[X,,].

Beweis:
Fall n = 2 mit Zufallsvariablen X und Y.



Rechenregeln fiir die Varianz Il

Satz 66 (Additivitat der Varianz)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1,..., X, und
X =X14+...+X, gilt

Var[X]| = Var[X;] + ... + Var[X,,].

Beweis:
Fall n = 2 mit Zufallsvariablen X und Y.

E[(X +Y)?] = E[X? +2XY + Y? = E[X?] + 2E[X]E[Y] + E[YV?]



Rechenregeln fiir die Varianz Il

Satz 66 (Additivitat der Varianz)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1,..., X, und
X =X14+...+X, gilt

Var[X]| = Var[X;] + ... + Var[X,,].

Beweis:
Fall n = 2 mit Zufallsvariablen X und Y.

E[(X +Y)?] = E[X? +2XY + Y? = E[X?] + 2E[X]E[Y] + E[YV?]
E[X +Y])? = (E[X] + E[Y))? = E[X]? + 2E[X|E[Y] + E[Y]?

Wir ziehen die zweite Gleichung von der ersten ab und erhalten

E[(X +Y)?] —E[X +Y]? = E[X?] - E[X]* + E[Y?] - E[Y]?.



Rechenregeln fiir die Varianz Il

Satz 66 (Additivitat der Varianz)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1,..., X, und
X =X14+...+X, gilt

Var[X]| = Var[X;] + ... + Var[X,,].

Beweis:
Fall n = 2 mit Zufallsvariablen X und Y.

E[(X +Y)?] = E[X? +2XY + Y? = E[X?] + 2E[X]E[Y] + E[YV?]
E[X +Y])? = (E[X] + E[Y))? = E[X]? + 2E[X|E[Y] + E[Y]?

Wir ziehen die zweite Gleichung von der ersten ab und erhalten
E[(X +Y)?] —E[X +Y]? = E[X?] - E[X]* + E[Y?] - E[Y]?.

Mit Hilfe von Satz 27 folgt die Behauptung.



Rechenregeln fiir die Varianz IV

Fiir abhangige Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt Satz 66 im
Allgemeinen nicht. Als Beispiel funktioniert wiederum der Fall
X =-Y:

Var[X + Y] =0 # 2 Var[X] = Var[X] + Var[Y].



0. Indikatorvariablen



Indikatorvariablen |

Indikatorvariablen erlauben die Darstellung von W’keiten als
Erwartungswerte.

Dadurch konnen Rechenregeln fiir den Erwartungswert auch fiir die
Berechnung von W'keiten angewendet werden.



Indikatorvariablen |

Indikatorvariablen erlauben die Darstellung von W’keiten als
Erwartungswerte.

Dadurch konnen Rechenregeln fiir den Erwartungswert auch fiir die
Berechnung von W'keiten angewendet werden.

Definition 67

Zu einem Ereignis A heiBt die Zufallsvariable

1 falls A eintritt,
Iy =
0 sonst

Indikatorvariable des Ereignisses A.



Indikatorvariablen |

Indikatorvariablen erlauben die Darstellung von W’keiten als
Erwartungswerte.

Dadurch konnen Rechenregeln fiir den Erwartungswert auch fiir die
Berechnung von W'keiten angewendet werden.

Definition 67

Zu einem Ereignis A heiBt die Zufallsvariable

1 falls A eintritt,
Iy =
0 sonst

Indikatorvariable des Ereignisses A.

(Die Variablen X, ..., X,, im Matrosen-Beispiel sind
Indikatorvariablen.)



Indikatorvariablen 1l

Lemma 68

Seien A, Ay, ..., A, Ereignisse (nicht notwendig unabhingig!).
(1) Pr[A] =E[l4].

(2) Prl[Ain...NA,)=E[la, ... I4,]



Indikatorvariablen 1l

Lemma 68

Seien A, Ay, ..., A, Ereignisse (nicht notwendig unabhingig!).
(1) Pr[A] =E[l4].

(2) Prl[Ain...NA,)=E[la, ... I4,]

Beweis:

(1) E[I4] = 1-Pr[A] + 0 - Pr[A] = Pr[A].



Indikatorvariablen 1l

Lemma 68
Seien A, Ay, ..., A, Ereignisse (nicht notwendig unabhingig!).

(1) Pr[A] = E[L4].
(2) PrlAin...O0An =E[La ... I4,].

Beweis:

(1) E[14] = 1-Pr[A] + 0 - Pr[A] = Pr[A].

(2) Das Produkt von Indikatorvariablen ist gleich 1 genau dann,
wenn alle entsprechenden Ereignisse eintreten.



Indikatorvariablen |11

Beispiel 69
Wir betrachten wieder das Beispiel der betrunkenen Matrosen.
Frage: Welche Varianz hat die Variable X := X7 + ...+ X,,7



Indikatorvariablen |11

Beispiel 69
Wir betrachten wieder das Beispiel der betrunkenen Matrosen.

Frage: Welche Varianz hat die Variable X := X7 + ...+ X,,7
Wir haben Var[X] = E[X?] — E[X]? = E[X?] — 1.



Indikatorvariablen |11

Beispiel 69

Wir betrachten wieder das Beispiel der betrunkenen Matrosen.
Frage: Welche Varianz hat die Variable X := X7 + ...+ X,,7
Wir haben Var[X] = E[X?] - E[X]? = E[X?] - 1

Mit X = X1 +---+ X, gilt:

E[X?] = ZX2+EZXX

1=1 j#i
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Beispiel 69

Wir betrachten wieder das Beispiel der betrunkenen Matrosen.
Frage: Welche Varianz hat die Variable X := X7 + ...+ X,,7
Wir haben Var[X] = E[X?] - E[X]? = E[X?] - 1

Mit X = X1 +---+ X, gilt:

E[X?] = ZX2+EZXX

= 1]7&1

— ZE [Xx?] +ZZE [(X:X,]  (Linearitit)

1=1 j#i
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Beispiel 69

Wir betrachten wieder das Beispiel der betrunkenen Matrosen.
Frage: Welche Varianz hat die Variable X := X7 + ...+ X,,7
Wir haben Var[X] = E[X?] - E[X]? = E[X?] - 1

Mit X = X1 +---+ X, gilt:

E[X?] = ZX2+EZXX

= 1]7&1

= ZE (X7 +ZZE [X;X;]  (Linearitit)
1=1 j#i
= n- E [X?] +n(n—1) -E[X1X5] (Symmetrie)



Indikatorvariablen IV

Sei A; das Ereignis, dass der i-te Seemann im richtigen Bett liegt.
Mit der Notation der Indikatorvariablen sei X; = I4,. Dann gilt:
1

E[XlXQ] = E[IA1IA2] = PI‘[Al n AQ] - m



Indikatorvariablen IV

Sei A; das Ereignis, dass der i-te Seemann im richtigen Bett liegt.
Mit der Notation der Indikatorvariablen sei X; = I4,. Dann gilt:

1

E[X1Xo] = E[l4,14,] = Pr[A; N As] = nn—1)

sowie

E[X?] = 0% - Pr[A;] + 1% - Pr[A;] = Pr[A] = % .



Indikatorvariablen IV

Sei A; das Ereignis, dass der i-te Seemann im richtigen Bett liegt.
Mit der Notation der Indikatorvariablen sei X; = I4,. Dann gilt:

1
sowie
2 2 = 2 1
E[XP] = 0% - PrlAy] + 1% - PrlAy] = PrlAy] = .
Wir erhalten
E[X?] = n-E[X?] +n(n—1)-E[X;X,]
—n s tano1) =2
BT nin—1)



Indikatorvariablen IV

Sei A; das Ereignis, dass der i-te Seemann im richtigen Bett liegt.
Mit der Notation der Indikatorvariablen sei X; = I4,. Dann gilt:

1
E[XIXQ] - E[IAleQ] == Pr[Al N AQ] = m
sowie
2 2 = 2 1
E[XP] = 0% - PrlAy] + 1% - PrlAy] = PrlAy] = .
Wir erhalten
E[X’] =n-E[X}] +n(n—1)-E[X,X)]
—n s tano1) =2
BT nin—1)
und

Var[X] = E[X?] -E[X]?=2—-1=1.



Indikatorvariablen V

Einfacher Beweis fiir Satz 3 mit Hilfe von Indikatorvariablen:

Zur Erinnerung:
Satz 3 (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Exklusion)
Fiir Ereignisse A1,..., A, (n > 2) gilt:

U

=1

Pr

n
= PrlA]— Y PrlA; NA,]+—
i=1 1<i1<ia<n

+ (—1)l71 Z PI‘[Ail N...N Aig] + —
1<ii <. <<n

+ (=)L Pr[AiN.. N A,



Indikatorvariablen VI

Beweis: Sei B := A; U...UA,,. Wir betrachten die
Indikatorvariablen I; := I4, der Ereignisse Aq,..., A, und die
Indikatorvariable I des Ereignisses B.



Indikatorvariablen VI

Beweis: Sei B := A; U...U A,,. Wir betrachten die
Indikatorvariablen I; := I4, der Ereignisse Aq,..., A, und die
Indikatorvariable I des Ereignisses B.

Es gilt
n 1 faIIsI1:...:In:0,

H(l —I;) = d.h. wenn B nicht eintritt
i=1 0 sonst



Indikatorvariablen VI

Beweis: Sei B := A; U...U A,,. Wir betrachten die
Indikatorvariablen I; := I4, der Ereignisse Aq,..., A, und die
Indikatorvariable I des Ereignisses B.

Es gilt
n 1 faIIsI1:...:In:0,

H(l —I;) = d.h. wenn B nicht eintritt = I3
i=1 0 sonst



Indikatorvariablen VI

Beweis: Sei B := A; U...U A,,. Wir betrachten die
Indikatorvariablen I; := I4, der Ereignisse Aq,..., A, und die
Indikatorvariable I des Ereignisses B.

Es gilt
n 1 faIIsI1:...:In:0,
H(l —I;) = d.h. wenn B nicht eintritt = I3
i=1 0 sonst

Wir erhalten:

Ig=1- > L+ > ILili—...+(=)"L-... I,

1<i<n 1<i1<i2<n



Es folgt

Pr[B] = 1-Pr[B]



Es folgt

Pr(B] = 1-Pr[B]=1-E[I3] (Lem.68(1))



Indikatorvariablen VII

Es folgt

Pr[B] = 1-Pr[B]=1—-E[Ij]

(=D)L -

1,

(Lem.68(1))



Indikatorvariablen VII

Es folgt

Pr[B]

1-E (1= Y Li+...+(-)"
1<i<n

Z E[L;] - Z E[I;, 1,

1<i<n 1<i1<i2<n

Fo 4 (“D)E[L - L]

(Lem.68(1))

(Linear.)



Indikatorvariablen VII

Es folgt

Pr[B]

Z E[IZ] - Z E[I“Im]

1<i<n 1<i1<i2<n

+.. .+ (-1)"E[l; ... L]

S oPrA] - D) P[4, N4y
1<i<n 1<iy <ia<n

Fo o (—1)"Pr[A N .. N Ay

(Lem.68(1))

(Linear.)

(Lem.68(2))



10. Formelsammlung



Gesetze zum Rechnen mit Ereignissen |

Im Folgenden seien A und B, sowie A1, ..., A, Ereignisse. Die
Notation AW B steht fiir AU B und zugleich AN B = () (disjunkte
Vereinigung). A1 W... W A, = Q bedeutet also, dass die Ereignisse
Ajq, ..., A, eine Partition der Ergebnismenge 2 bilden.



Gesetze zum Rechnen mit Ereignissen |

Im Folgenden seien A und B, sowie A1, ..., A, Ereignisse. Die
Notation AW B steht fiir AU B und zugleich AN B = () (disjunkte
Vereinigung). A1 W... W A, = Q bedeutet also, dass die Ereignisse
Ajq, ..., A, eine Partition der Ergebnismenge 2 bilden.




Gesetze zum Rechnen mit Ereignissen |l

_ Z Pr[Aj] Additionssatz

Pr[AU B] = Pr[A] 4+ Pr[B] — Pr[AN B] Inklusion/Exklusion,

Siebformel
Pr OA‘ < iPr[A] Boolesche
= ‘I = — ’ Ungleichung

Pr[A N B]

Pr[A|B] = Pr{B]

fur Pr[B] > 0 Def. bedingte Ws.




Gesetze zum Rechnen mit Ereignissen Il

BCAW...0WA, —
n

Pr[B] = Z Pr[B|A;] - Pr[A;]

Satz von der totalen
Woahrscheinlichkeit

Pr[B] >0, BCA1W...0A, =

> Pr[B|Ai] - Pr[Aj]

i=1

PI‘[AZ’B] =

Satz von Bayes

Pl“[Al n...N An} = PI‘[Al] . PI‘[AQ’Al] .
e Pr{AnALN . O A

Multiplikationssatz

A und B unabhingig <=
Pr[AN B] = Pr[A] - Pr[B]

Definition
Unabhangigkeit




Gesetze zum Rechnen mit Zufallsvariablen |

Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Wenn E[X] und Var[X]
existieren, dann gilt:

EX] = ) z-Pr[X=a]
zeWx

= ) X(w)-Prlw]

Erwartungswert
weN

(= iPr[X > ], falls Wx C Ny )
=1

Var[X] = E[(X —E[X])?]
= Y PrX =] (¢ - E[X])

zeWx

Varianz




Gesetze zum Rechnen mit Zufallsvariablen Il

Seiena, b, a1, ..., a, €R, f1,..., fn: R—=R.

X1,..., X, unabhingig <= fiir alle (aq,...,a,):
Pr[X1 =a1,..., X, = ay,]
=Pr[X; =a1]-... - Pr[X, = a,]

Xi,..., Xy unabhdngig = f1(X1),..., fn(X»n) unabhingig




Gesetze zum Rechnen mit Zufallsvariablen |11

E[X] = >7iL, E[X[A;] - Pr[A;]

Var[X] = E[X?] - E[X]?

Var[a - X + b] = a? - Var[X]




Gesetze zum Rechnen mit Zufallsvariablen IV

Ela1 X1 + ... + a, X, Linearitat des

= E[Xi]+ ...+ a,E[X,)] Erwartungswerts
X1,...,X, unabhingig — Multiplikativitat des
EX;-...- X, =E[Xq]-... - E[X,)] Erwartungswerts

X1,...,X, unabhangig =
Var[X,,]

Varianz
einer Summe




Wichtige Reihen

o
1

Z 12" = 1. |x] <1 Geometrische Reihe
-z

kO:OO n

Zk gt = 12 |z| <1  Ableitung der

k=1 (1-=2) geometrische Reihe

o

> (Z) -2® = (1+2)" |z| <1 Binomialreihe

kO:oO

I, - N
Z i T = e Exponentialreihe
k=0 "




11. Wichtige Verteilungen



Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung

Sei X ~ Bin(n, p). Wir haben E[X] = np berechnet. Fiir die
Varianz haben wir noch keinen Ausdruck berechnet.



Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung

Sei X ~ Bin(n, p). Wir haben E[X] = np berechnet. Fiir die
Varianz haben wir noch keinen Ausdruck berechnet.

Sind X1, ..., X,, unabhingig Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit der gleichen Erfolgsw'keit p, dann gilt
X1+ ...+ X, ~Bin(n,p).



Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung

Sei X ~ Bin(n, p). Wir haben E[X] = np berechnet. Fiir die
Varianz haben wir noch keinen Ausdruck berechnet.

Sind X1, ..., X,, unabhingig Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit der gleichen Erfolgsw'keit p, dann gilt

X1+ ...+ X, ~ Bin(n,p). Mit der Linearitat des
Erwartungswertes folgt:

E[X]=E[X1] +... +E[X,] =np



Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung

Sei X ~ Bin(n, p). Wir haben E[X] = np berechnet. Fiir die
Varianz haben wir noch keinen Ausdruck berechnet.

Sind X1, ..., X,, unabhingig Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit der gleichen Erfolgsw'keit p, dann gilt

X1+ ...+ X, ~ Bin(n,p). Mit der Linearitat des
Erwartungswertes folgt:

E[X]=E[X1] +... +E[X,] =np

Mit der Rechenregel fiir die varianz einer Summe von
unabhdngigen Zufalsvariablen folgt:

Var[X] = Var[Xi] + ... + Var[X,,] = npq



Summe von Binomialverteilugen

Satz 70

Wenn X ~ Bin(ng,p) und Y ~ Bin(n,, p) unabhangig sind, dann
gilt (X +Y) ~ Bin(ng + ny, p).



Summe von Binomialverteilugen

Satz 70

Wenn X ~ Bin(ng,p) und Y ~ Bin(n,, p) unabhangig sind, dann
gilt (X +Y) ~ Bin(ng + ny, p).

Beweis:

Seien X1,...,Xp,,Y1,..., Yy, unabhdngige Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen mit der gleichen Erfolgsw'keit p. Es gilt



Summe von Binomialverteilugen

Satz 70

Wenn X ~ Bin(ng,p) und Y ~ Bin(n,, p) unabhangig sind, dann
gilt (X +Y) ~ Bin(ng + ny, p).

Beweis:

Seien X1,...,Xp,,Y1,..., Yy, unabhdngige Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen mit der gleichen Erfolgsw'keit p. Es gilt

X1+ ...+ X,, ~Bin(ng,p) Yi+...+Y,, ~ Bin(ny,p)
und

X1+ o+ X, + Y14+ ...+ Yy, ~ Bin(ng +ny,p) .



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung |

Beispiel 71

Bei miindlichen Priifungen stellt Prof. Evilsparza irgendeine
beliebige Frage und, wahrend der Kandidat antwortet, denkt er an
seinen nichsten Urlaub auf den Malediven. AnschlieBend wirft er
eine faire Wiirfel, und der Kandidat besteht nur dann, wenn der
Wiirfel eine 1 zeigt. An einem Tag priift Prof. Evilsparza
Kandidaten nur, bis einer besteht (danach hat er keine Lust mehr).

Heute priift Prof. Evilsparza. Kandidat Nr. 8 kommt in den
Warteraum und erfdhrt, dass bisher 3 Kandidaten gepriift wurden
und alle durchgefallen sind.

Frage: Mit welcher W'keit wird er noch gepriift 7



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung Il

5\" /1
Modell: Q=F*B Pr[FkB]—<6> <6>

Sei X die Zufallsvariable, die angibt, wieviele Kandidaten
insgesamt gepriift werden (z.B. gilt X(F*B) = k 4 1). Gesucht
wird:

Pr[X > 7| X >3



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung Il

5\" /1

Modell: Q=F*B  Pr[F*B] = <6> <6>
Sei X die Zufallsvariable, die angibt, wieviele Kandidaten
insgesamt gepriift werden (z.B. gilt X(F*B) = k 4 1). Gesucht
wird:

Pr[X >7| X > 3]
Intuitiv ist die Situation im Experiment dquivalent zu: Kandidat
Nr. 5 kommt in den Warteraum und erfahrt, dass noch kein
Kandidat gepriift wurde.



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung Il

5\" /1

Modell: Q=F*B  Pr[F*B] = <6> <6>
Sei X die Zufallsvariable, die angibt, wieviele Kandidaten
insgesamt gepriift werden (z.B. gilt X(F*B) = k 4 1). Gesucht
wird:

Pr[X >7| X > 3]
Intuitiv ist die Situation im Experiment dquivalent zu: Kandidat
Nr. 5 kommt in den Warteraum und erfahrt, dass noch kein
Kandidat gepriift wurde.

In diesem Fall ist die gesuchte W'keit Pr[X > 4], und daher
erwarten wir
Pr[X > 7| X > 3] =Pr[X > 4]



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung ||

5\F (1
Modell: Q=F*B Pr[F*B] = <6> <6>

Sei X die Zufallsvariable, die angibt, wieviele Kandidaten
insgesamt gepriift werden (z.B. gilt X(F*B) = k 4 1). Gesucht
wird:

Pr[X >7| X > 3
Intuitiv ist die Situation im Experiment dquivalent zu: Kandidat
Nr. 5 kommt in den Warteraum und erfahrt, dass noch kein
Kandidat gepriift wurde.

In diesem Fall ist die gesuchte W'keit Pr[X > 4], und daher
erwarten wir

Pr[X >7| X > 3] =Pr[X > 4]
und im Allgemeinen:

PriX>z+4y|X >z =Pr[X >vy.



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung ||

5\F (1
Modell: Q=F*B Pr[F*B] = <6> <6>

Sei X die Zufallsvariable, die angibt, wieviele Kandidaten
insgesamt gepriift werden (z.B. gilt X(F*B) = k 4 1). Gesucht
wird:

Pr[X >7| X > 3
Intuitiv ist die Situation im Experiment dquivalent zu: Kandidat
Nr. 5 kommt in den Warteraum und erfahrt, dass noch kein
Kandidat gepriift wurde.

In diesem Fall ist die gesuchte W'keit Pr[X > 4], und daher
erwarten wir

Pr[X >7| X > 3] =Pr[X > 4]
und im Allgemeinen:

Pr[X >2+4+y| X >z =Pr[X >y|. Stimmt es?



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung Il

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung Il

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

PriX >y = ) Pr[X =i
i=y+1



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung Il

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

PrX >yl= 3 Prx =il = > (1-p)'p

i=y+1 i=y+1



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung 111

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

PriX >yl= > PrX=i= Y (1-p''p
i=y+1 i=y+1

=(1-p)¥p-> (1-p)

1=0



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung 111

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

PriX >yl= > PrX=i= Y (1-p''p
i=y+1 i=y+1
=(1-p)¥p-> (1-p)
=0
=(1-p)'p: S (1-p)¥

1—-(1-p)
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Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

PriX >yl= > PrX=i= Y (1-p''p
i=y+1 i=y+1
=(1-p)¥p-> (1-p)
=0
=(1-p)p- 1_(1_19) =(1-p)

PriX >y+ax|X >z



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung 111

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

PriX >yl= > PrX=i= Y (1-p''p
i=y+1 i=y+1
=(1-p)¥p-> (1-p)
=0
=(1-p)p- m =(1-p)

PriX >y+4+z, X > z]

PriX >y+ax| X >z = PrX > 1]




Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung 111

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

Pr[X > y] = Z Pr[X =i = Z 1-p)i~lp
i=y+1 i—y 1
=(1—-p)p- Y (1-p)
=0
= (1 _p)yp_ m = (1 —p)?/
PrX >yt | X >a) = X Erf’;f’jf > 1]
_PrlX >y

Pr[X > z]



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung 111

Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

Pr[X >y = Z Pr[X =i = Z 1-p)i~lp
i=y+1 i—y 1
=(1—-p)p- Y (1-p)
i=0
= (1 _p)yp_ m = (1 —p)?/
PrX >yt | X >a) = X Erf’;f’jf > 1]

CPrX>y+a2 (1 — p)yte
P X >z (1-p)*
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Die Variable X is geometrisch verteilt mit Erfolgsw'keit p = 1/6.

o0 o0

Pr[X > y] = Z Pr[X =i = Z 1-p)i~lp
i=y+1 i—y 1
=(1—-p)p- Y (1-p)
i=0

= (1 _p)yp_ m = (1 —p)?/
PrX >yt | X >a) = X Erf’;f’jf > 1]

CPrX>y+a]  (1-pytt

 Pr[X >z (1-p)*

=({1-p)



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung |V

Definition 72

Eine Zufallsvariable X heiBt gedidchtnislos wenn
PriX >z+4+y|X >z =Pr[X >y

gilt fir alle z,y € R.

Intuition: wenn eine Variable gedachtnislos ist, dann kann man die
Vergangenheit , vergessen”, da sie keine niitzliche Information fiir
die Zukunft gibt.



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung |V

Definition 72

Eine Zufallsvariable X heiBt gedidchtnislos wenn
PriX >z+4+y|X >z =Pr[X >y

gilt fir alle z,y € R.

Intuition: wenn eine Variable gedachtnislos ist, dann kann man die
Vergangenheit , vergessen”, da sie keine niitzliche Information fiir
die Zukunft gibt.

Lemma 73

Geometrisch verteilte Zufallsvariablen sind gedachtnislos.

Es gilt sogar die Umkehrung: eine gedadchtnislose, Zufallsvariable X
mit Wx = Ny ist geometrisch verteilt!



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung V

Beispiel 74 (Das Coupon-Collector-Problem)

Manche Firmen legen den Verpackungen ihrer Produkte oft kleine
Bilder bei, um den Kiufer zum Sammeln anzuregen.

Ein Kind kauft Packungen so lange ein, bis es die vollstindige
Sammlung besitzt. Wir nehmen an, dass jede Packung nur ein Bild
enthdlt und bei jedem Kauf jedes Bild mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit auftritt.

Frage: Wie viele Packungen muss das Kind im Mittel erwerben?



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung VI

Modell bei n Beilagen:

Q = {wk| we{l,....,n}" ke{l,...,n}, und

alle Zahlen bis auf & kommen in w vor}
1 |w|+1
Prlwk] = <>
n

Sei X die Zufallsvariable, die angibt, wie viele Bilder gekaut
werden (z.B. X (1122123) = 7). Gesucht wird E[X].



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung VII

Bezeichne Phase i die Schritte vom Erwerb des (i — 1)-ten Bilds
(ausschlieBlich) bis zum Erwerb der i-ten Bilds (einschlieBlich).

Sei etwa n = 4, und seien die Beilagen mit den Zahlen 1,2,3,4
identifiziert. Ein Experiment ist z.B.:

2 ,21,2,2,3,1,3,2,3,1,4 .
Yy Yy



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung VII

Bezeichne Phase i die Schritte vom Erwerb des (i — 1)-ten Bilds
(ausschlieBlich) bis zum Erwerb der i-ten Bilds (einschlieBlich).

Sei etwa n = 4, und seien die Beilagen mit den Zahlen 1,2,3,4
identifiziert. Ein Experiment ist z.B.:

2 ,2,1,2,2,3,1,3,2,3,1,4 .
1 2 3 4

Beobachtung: Phase ¢ endet genau dann, wenn wir eine der
n — i + 1 Beilagen erhalten, die wir noch nicht besitzen.



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung VII

Bezeichne Phase i die Schritte vom Erwerb des (i — 1)-ten Bilds
(ausschlieBlich) bis zum Erwerb der i-ten Bilds (einschlieBlich).

Sei etwa n = 4, und seien die Beilagen mit den Zahlen 1,2,3,4
identifiziert. Ein Experiment ist z.B.:

2 ,21,2,2,3,1,3,2,3,1,4 .
Yy Yy

Beobachtung: Phase ¢ endet genau dann, wenn wir eine der
n — i + 1 Beilagen erhalten, die wir noch nicht besitzen.

Sei X; die variable, die angibt, wieviele Bilder in der i-ten Phase
gekauft werden. Mit der Gedachtnislosigkeit der geometrischen
Verteilung folgt, dass X; geometrisch verteilt mit

n—i+1 _ n

= — EX;)|= ——.
P n [ } n—t+1



Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung VIII

Wir haben
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Wir haben




Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung VIII

Wir haben

E[X] = S E[X]
i=1
- ; n—i+1

n
1
:n-zgzn-Hn,
i=1

wobei H, := 3" | 1 die n-te harmonische Zahl bezeichnet.
1

Da H,=Ilnn+0O(1)+ O <> folgt
n

E[X]=nlnn+ O(n) .



Negative Binomialverteilung |

Beispiel 75

Eine Miinze wird solange geworfen, bis zum n-te Mal Kopf
vorkommt. Die W'keit von Kopf betragt p.

Frage: Mit welcher W'keit wird die Miinze k-Mal geworfen?



Negative Binomialverteilung |

Beispiel 75

Eine Miinze wird solange geworfen, bis zum n-te Mal Kopf
vorkommt. Die W'keit von Kopf betragt p.

Frage: Mit welcher W'keit wird die Miinze k-Mal geworfen?

Modell:
Q = {we{K Z}*K | K kommt in w (n — 1)-Mal vor}
Prjw] = prglvl—"

Sei Z die Zufallsvariable, die angibt, wie oft insgesamt geworfen
wird. Gesucht wird die Dichte fz(k).



Negative Binomialverteilung Il

Falls Z(w) = k ist, so kommt in w genau n-Mal Kopf und

(k — n)-Mal Zahl.
(:)

Dafiir gibt es genau
Moglichkeiten, von denen jede mit W'keit
pn(l . p)kfn

eintritt. Es gilt also



Negative Binomialverteilung Il

Falls Z(w) = k ist, so kommt in w genau n-Mal Kopf und

(k — n)-Mal Zahl.
(:)

Dafiir gibt es genau
Moglichkeiten, von denen jede mit W'keit

pn(l _p)kfn
eintritt. Es gilt also
k—1 ke
= -p™ (1 — ",
fz(k) <n B 1) p*(1-p)

Die Zufallsvariable Z nennt man negativ binomialverteilt mit
Ordnung n.



Hypergeometrische Verteilung |

Beispiel 76

In der Legislaturperiode 2008-2013 hat der bayerischer Landtag
187 Abgeordnete, 92 davon bilden die CSU-Fraktion. 23
Abgeordnete haben Familienangehdrige beschaftigt. 17 davon
gehoren zur CSU-Fraktion.

Frage: Kann die Anhdufung bei der CSU ein Zufall sein?
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Beispiel 76

In der Legislaturperiode 2008-2013 hat der bayerischer Landtag
187 Abgeordnete, 92 davon bilden die CSU-Fraktion. 23
Abgeordnete haben Familienangehdrige beschaftigt. 17 davon
gehoren zur CSU-Fraktion.

Frage: Kann die Anhdufung bei der CSU ein Zufall sein?

Mathematische Formulierung: 187 Baille in einem Sack. 92 Bille
sind schwarz, der Rest weiB. 23 Bille werden zufillig gezogen
(ohne Zuriicklegen). Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl der
schwarzen Billen, die gezogen wurden, angibt. Gesucht ist

Pr[X > 17].
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Beispiel 76

In der Legislaturperiode 2008-2013 hat der bayerischer Landtag
187 Abgeordnete, 92 davon bilden die CSU-Fraktion. 23
Abgeordnete haben Familienangehdrige beschaftigt. 17 davon
gehoren zur CSU-Fraktion.

Frage: Kann die Anhdufung bei der CSU ein Zufall sein?

Mathematische Formulierung: 187 Baille in einem Sack. 92 Bille
sind schwarz, der Rest weiB. 23 Bille werden zufillig gezogen
(ohne Zuriicklegen). Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl der
schwarzen Billen, die gezogen wurden, angibt. Gesucht ist

Pr[X > 17].

92 95 23 92 95
Pr[X = k] = (’“21(;73)@ PriX > 17 = ) (szgg)—k) ~ 0.0097
23 k=17 23



Hypergeometrische Verteilung I

Beispiel 77

In der Legislaturperiode 2008-2013 hat der bayerischer Landtag
187 Abgeordnete. 15 Abgeordnete bilden die FDP-Fraktion. 23
Abgeordnete haben Familienangehérige beschiftigt. Keiner gehdrt
zur FDP-Fraktion.

Frage: Kann die , weisse Weste" der FDP ein Zufall sein?



Hypergeometrische Verteilung I

Beispiel 77

In der Legislaturperiode 2008-2013 hat der bayerischer Landtag
187 Abgeordnete. 15 Abgeordnete bilden die FDP-Fraktion. 23
Abgeordnete haben Familienangehérige beschiftigt. Keiner gehdrt
zur FDP-Fraktion.

Frage: Kann die , weisse Weste" der FDP ein Zufall sein?

Mathematische Formulierung: 187 Bille in einem Sack. 15 Bille
sind gelb, der Rest weiB. 23 Bélle werden zufillig gezogen (ohne
zuriicklegen). Sei Y die Zufallsvariable, die die Anzahl der gelben
Billen, die gezogen wurden, angibt. Gesucht ist

Pr[Y < 0] =Pr[Y =0].



Hypergeometrische Verteilung I

Beispiel 77

In der Legislaturperiode 2008-2013 hat der bayerischer Landtag
187 Abgeordnete. 15 Abgeordnete bilden die FDP-Fraktion. 23
Abgeordnete haben Familienangehérige beschiftigt. Keiner gehdrt
zur FDP-Fraktion.

Frage: Kann die , weisse Weste" der FDP ein Zufall sein?

Mathematische Formulierung: 187 Bille in einem Sack. 15 Bille
sind gelb, der Rest weiB. 23 Bélle werden zufillig gezogen (ohne
zuriicklegen). Sei Y die Zufallsvariable, die die Anzahl der gelben
Billen, die gezogen wurden, angibt. Gesucht ist

Pr[Y < 0] =Pr[Y =0].

15 172 172
PrlY = k] = (’le(g;”)—” PrlYy = 0] = Ef;f?; =0.128



Hypergeometrische Verteilung Il

Eine Zufallsvariable X mit Wx = N ist hypegeometrisch verteilt
mit Parametern N, M, n wenn ihre Dichte folgende Gestalt hat:

- Lelae)
)

M
Es gilt E[X] = n—
s gilt E[X] N




Poisson-Verteilung |

Beispiel 78

Beim Kundenservice einer Firma rufen im Durschnitt & Kunden pro
Tag an.

Wir betrachten ein diskretes Modell, in dem der Tag in n > k
gleich lange Zeitintervallen unterteilt wird (jeweils 24 /n Stunden
lang). Wir nehmen an, dass Kunden in jedem Intervall mit der
selben W'keit anrufen und dass hochstens ein Kunde pro
Zeitintervall anruft.
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Beispiel 78

Beim Kundenservice einer Firma rufen im Durschnitt & Kunden pro
Tag an.

Wir betrachten ein diskretes Modell, in dem der Tag in n > k
gleich lange Zeitintervallen unterteilt wird (jeweils 24 /n Stunden
lang). Wir nehmen an, dass Kunden in jedem Intervall mit der
selben W'keit anrufen und dass hochstens ein Kunde pro
Zeitintervall anruft.

Damit ruft ein Kunde in ein Intervall mit W'keit — an. Die

n
Anzahl X der Anrufe an einem Tag ist binomialverteilt:

za=£ ()0 ()



Poisson-Verteilung Il

Die folgende Tabelle zeigt Pr[X < 5] fiir K = 3 und verschiedene
Werte von n:

n Pr[X < 5]

5 1

6 0.9844

8 0.9640

24 0.9297
24 % 60 0.9163



Poisson-Verteilung Il

Die folgende Tabelle zeigt Pr[X < 5] fiir K = 3 und verschiedene
Werte von n:

n Pr[X <5

5 1

6 0.9844

8 0.9640

24 0.9297
2460 | 0.9163

Frage: Zu welchem Wert konvergiert diese Folge?



Poisson-Verteilung Il

Sei X,, die Anzahl der Anrufe bei einer Unterteilung in n
Zeitabschnitten. Es gilt

X,, ~ Bin(n, p,) mit p, = A/n .

Fiir ein beliebiges a mit 0 < a < n ist die W'keit b(a;n, py),
dass X,, den Wert a annimmt, gleich

bla;n,p,) = <Z> Pt (1= pp) e



Poisson-Verteilung Il

Sei X,, die Anzahl der Anrufe bei einer Unterteilung in n
Zeitabschnitten. Es gilt

X,, ~ Bin(n, p,) mit p, = A/n .

Fiir ein beliebiges a mit 0 < a < n ist die W'keit b(a;n, py),
dass X,, den Wert a annimmt, gleich

bla;n,p,) = <n> Pt (1= pp) e

a

:”.N(lﬁ)
al no n



Poisson-Verteilung Il

Sei X,, die Anzahl der Anrufe bei einer Unterteilung in n
Zeitabschnitten. Es gilt

X,, ~ Bin(n, p,) mit p, = A/n .

Fiir ein beliebiges a mit 0 < a < n ist die W'keit b(a;n, py),
dass X,, den Wert a annimmt, gleich

bla;n,p,) = <n> Pt (1= pp) e

a

:”.A.@_k>
al no n

:A.H_O_A>_O_A> .
al no n n



Poisson-Verteilung IV

Wir betrachten nun n — oo und erinnern uns, dass

k A\ A
lim =1 lim <1—> —e¢  lim (1—
n—oo NF n— oo n n—oo n

Damit folgt



Poisson-Verteilung IV

Wir betrachten nun n — oo und erinnern uns, dass

k A\ A

lim =1 lim <1—> —e¢  lim (1—

n—o0 Nk n—00 n n—o00 n
Damit folgt

Jim_ b(k; 7, pn)



Poisson-Verteilung IV

Wir betrachten nun n — oo und erinnern uns, dass

k

A" AN\ F
lim — =1 lim <1 — > e lim (1 — > =1
n—oo n n—o00 n n—o00 n

Damit folgt

lim b(k;n,p,) = lim ()\.n.<1_)\> -<1—/\
n—o0 n—oo \ al n¢ n n



Poisson-Verteilung IV

Wir betrachten nun n — oo und erinnern uns, dass

k n
hmn—:l lim <1—)\>
n

n—o0 nk n—0o00

Damit folgt

n—+00 n—oo \ al

lim b(k;n,p,) = lim (A C—

)\k

klle

nﬁ

n“.

-1



Poisson-Verteilung IV

Wir betrachten nun n — oo und erinnern uns, dass

k n
hmn—:l lim <1—)\>
n

7r%a3nk n—0o00

Damit folgt
)\a
lim b(k;n,p,) = lim ( C—
n—o0 n—oo \ a!
Ak
=7 -1l-e”
fAAk

k!

na

-1

nﬁ



Poisson-Verteilung V

Definition 79
Eine Zufallsvariable X mit Wx = Ny und Dichte

i
fx (i) = — A fiir alle 7 € Ny, wobei A > 0

heiBt Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Wir schreiben
X ~ Po(N).



Poisson-Verteilung V

Definition 79
Eine Zufallsvariable X mit Wx = Ny und Dichte

i
fx (i) = — A fiir alle 7 € Ny, wobei A > 0

heiBt Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Wir schreiben
X ~ Po(N).

fx ist eine zuldssige Dichte, da

> fx ()
1=0



Poisson-Verteilung V

Definition 79
Eine Zufallsvariable X mit Wx = Ny und Dichte

i
fx (i) = — A fiir alle 7 € Ny, wobei A > 0

heiBt Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Wir schreiben
X ~ Po(N).
fx ist eine zuldssige Dichte, da

o _)‘AZ

fo =3 = Z!

=0




Poisson-Verteilung V

Definition 79
Eine Zufallsvariable X mit Wx = Ny und Dichte

i
fx (i) = — A fiir alle 7 € Ny, wobei A > 0

heiBt Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Wir schreiben
X ~ Po(N).
fx ist eine zuldssige Dichte, da

o _)‘AZ

fo =3 = Z! =e et

=0




Poisson-Verteilung V

Definition 79
Eine Zufallsvariable X mit Wx = Ny und Dichte

i
fx (i) = — A fiir alle 7 € Ny, wobei A > 0

heiBt Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Wir schreiben
X ~ Po(N).
fx ist eine zuldssige Dichte, da

o _)‘AZ

ZfX Z i —e .t =1.

=0




Poisson-Verteilung V

Definition 79
Eine Zufallsvariable X mit Wx = Ny und Dichte

i
fx (i) = — A fiir alle 7 € Ny, wobei A > 0

heiBt Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Wir schreiben
X ~ Po(N).
fx ist eine zuldssige Dichte, da

o _)‘AZ

ZfX Z i —e M =1.

=0

Es gilt also

lim b(k;n, 7) fx (k) fiir X ~ Po(\).

n—o0



Poisson-Verteilung VI
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Poisson-Verteilung VII

0.3

0.2

0.1

0.0

Bin$(10,3110)§ ————

Bin${(20,320)$
| Bin§(50,3/50)§ ————
Bin$(100,3/100)$ —————

Po$(3)§ ——

| I

==

il

L] 1 F] 3 4 5 6 7 8 9 10

Vergleich von Binomial- und Poisson-Verteilung



Poisson-Verteilung VIII

Aus 5
lim b(k;n, —) = fx(k) fiir X ~ Po(\).

n—o00 n
folgt:

Ist p in Vergleich zu n hinreichend klein, so kann man Po(np) als
Approximation der Binomialverteilung Bin(n, p) verwenden.



Poisson-Verteilung VIII

Aus

. A ,
nlnglQ b(k;n, ﬁ) = fx(k) fir X ~ Po(\).
folgt:

Ist p in Vergleich zu n hinreichend klein, so kann man Po(np) als
Approximation der Binomialverteilung Bin(n, p) verwenden.

Diese Tatsache wird als Gesetz seltener Ereignisse bezeichnet, da
die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Treffers relativ klein sein
muss, wenn die Approximation gute Ergebnisse liefern soll.



Poisson-Verteilung IX

Die folgenden Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit die
Annahme der Poisson-Verteilung gerechtfertigt ist:

@ Die Ereignisse treten nie zur gleichen Zeit auf.
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Die folgenden Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit die
Annahme der Poisson-Verteilung gerechtfertigt ist:

@ Die Ereignisse treten nie zur gleichen Zeit auf.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem (kleinen)
Zeitintervall 0t auftritt, ist proportional zur Lange von dt.



Poisson-Verteilung IX

Die folgenden Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit die
Annahme der Poisson-Verteilung gerechtfertigt ist:

@ Die Ereignisse treten nie zur gleichen Zeit auf.
e Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem (kleinen)
Zeitintervall 0t auftritt, ist proportional zur Lange von dt.

@ Die Anzahl der Ereignisse in einem festen Zeitintervall hangt
nur von dessen Lange ab, nicht aber von der Lage auf der
Zeitachse.



Poisson-Verteilung IX

Die folgenden Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit die
Annahme der Poisson-Verteilung gerechtfertigt ist:

@ Die Ereignisse treten nie zur gleichen Zeit auf.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem (kleinen)
Zeitintervall §t auftritt, ist proportional zur Lange von dt.

@ Die Anzahl der Ereignisse in einem festen Zeitintervall hangt
nur von dessen Lange ab, nicht aber von der Lage auf der
Zeitachse.

@ Wenn man zwei disjunkte Zeitintervalle betrachtet, so sind die
Anzahlen der Ereignisse in diesen Zeitraumen voneinander
unabhangig.



Poisson-Verteilung IX

Die folgenden Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit die
Annahme der Poisson-Verteilung gerechtfertigt ist:

@ Die Ereignisse treten nie zur gleichen Zeit auf.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem (kleinen)
Zeitintervall §t auftritt, ist proportional zur Lange von dt.

@ Die Anzahl der Ereignisse in einem festen Zeitintervall hangt
nur von dessen Lange ab, nicht aber von der Lage auf der
Zeitachse.

@ Wenn man zwei disjunkte Zeitintervalle betrachtet, so sind die
Anzahlen der Ereignisse in diesen Zeitrdumen voneinander
unabhingig.



Poisson-Verteilung X

Beispiel 80 (FRM Il in Bezug auf Erdbeben in Japan)

FRM Il ist analog zu allen deutschen KKWs nach einem
Ermessenserdbeben nach der MSK Skala ausgelegt. Die
Bemessungsintensitat fiir FRM 11 lautet [((MSK) = VI=VII mit
Eintrittswahrscheinlichkeit 107° /a.

(VI: leichte Verputzschiden an Gebduden. VII: Risse im Verputz, in
Wanden und an Schornsteinen.5-0-6.3 auf der Richterskala).

In der seismographischen Region Bayerische Molasse sind aus den
vergangenen Jahrhunderten insgesamt 6 tektonische Erdbeben
berichtet. Das stirkste mit I((MSK)=VI ereignete sich am
9.10.1935 bei St. Martin in Osterreich 135 km &stlich von
Garching. Dieses und alle anderen Erdbeben I6sten nur sehr
schwache Bodenbewegungen in Garching aus mit [((MSK) = IlI-IV.
(HI: nur von wenigen Personen gespiirt. IV: von vielen Personen
gesplirt; Geschirr und Fenster klirren.)
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Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Garching in 2014
einmal oder mehr von einem Erdbeben mit I((MSK)>VI-VII
heimgesucht?
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einmal oder mehr von einem Erdbeben mit I((MSK)>VI-VII
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Die Anzahl X der Katastrophen in Garching wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = 10~ pro Jahr modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)
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Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Garching in 2014
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Die Anzahl X der Katastrophen in Garching wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = 10~ pro Jahr modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)

Damit gilt

PrlX>1]=1-Pr[X=0=1-¢"
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Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Garching in 2014
einmal oder mehr von einem Erdbeben mit I((MSK)>VI-VII
heimgesucht?

Die Anzahl X der Katastrophen in Garching wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = 10~ pro Jahr modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)

Damit gilt

PrlX>1]=1-Pr[X=0=1-¢"
~ 1 — 0,99999000005 ~ 107°.



Poisson-Verteilung Xl

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Garching in 2014
einmal oder mehr von einem Erdbeben mit I((MSK)>VI-VII
heimgesucht?

Die Anzahl X der Katastrophen in Garching wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = 10~ pro Jahr modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)

Damit gilt
PrlX>1]=1-Pr[X=0=1-¢"
~ 1 — 0,99999000005 ~ 107°.
Pr[X > 2]



Poisson-Verteilung Xl

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Garching in 2014
einmal oder mehr von einem Erdbeben mit I((MSK)>VI-VII
heimgesucht?

Die Anzahl X der Katastrophen in Garching wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = 10~ pro Jahr modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)

Damit gilt
PrlX>1]=1-Pr[X=0=1-¢"
~ 1 — 0,99999000005 ~ 107°.
Pr[X >2]=1—-Pr[X =0] — Pr[X =1]



Poisson-Verteilung Xl

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Garching in 2014
einmal oder mehr von einem Erdbeben mit I((MSK)>VI-VII
heimgesucht?

Die Anzahl X der Katastrophen in Garching wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = 10~ pro Jahr modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)

Damit gilt
PrlX>1]=1-Pr[X=0=1-¢"
~ 1 — 0,99999000005 ~ 10>,
Pr[X >2/=1-Pr[X=0-Pr[X=1=1—-¢?—Xe?



Poisson-Verteilung Xl

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Garching in 2014
einmal oder mehr von einem Erdbeben mit I((MSK)>VI-VII
heimgesucht?

Die Anzahl X der Katastrophen in Garching wird durch eine
Poisson-Verteilung mit Parameter A\ = 10~ pro Jahr modelliert.
(Vergleich: nach Wikipedia A = 1000 fiir die ganze Welt.)

Damit gilt

PrlX>1]=1-Pr[X=0=1-¢"
~ 1 —0,99999000005 ~ 1077,

PriX >2/=1-Pr[X =0 -Pr[X =1 =1—e* =X}
~ 1 —0,99999000005 — 0,00000999990 = 5 - 1011



Poisson-Verteilung Xll: Erwartungswert

Erwartungswert und Varianz
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Poisson-Verteilung XllI: Varianz

Es gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]? = E[X?] — E[X] + E[X] — E[X]?
=E[X(X - 1)] + E[X] — E[X]?
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Es gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]? = E[X?] — E[X] + E[X] — E[X]?
=E[X(X - 1)] + E[X] — E[X]?
und

0 e~ A\
EX(X -1)]=> i(i—1) —

7!
i=0
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Es gilt
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Es gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]? = E[X?] — E[X] + E[X] — E[X]?
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Es gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]? = E[X?] — E[X] + E[X] — E[X]?
=E[X(X - 1)] + E[X] — E[X]?

und




Poisson-Verteilung XllI: Varianz

Es gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]? = E[X?] — E[X] + E[X] — E[X]?
=E[X(X - 1)] + E[X] — E[X]?

und

Damit erhalten wir

Var[X] = E[X(X — )] +E[X] -E[X]? = 2+ X - A2 =\



Poisson-Verteilung XIV: Summe

Satz 81

Sind X und Y unabhangige Zufallsvariablen mit X ~ Po(\) und
Y ~ Po(u), dann gilt

Z:=X+Y ~Po(A+p).



Beweis:

00 z e—)\ T oM R
f2(2) =) fx(@) - fy(z—2) =) x!)\ = iLgc)!
=0

=0




Poisson-Verteilung XV: Summe

Beweis:

Z —/\/\x z—x

e —n
ZfX ) fy(z—a) = Z 7! .e(z—,ux)!

=0

— o~ (Atp) (/\+N) . . z! A ’ H o
¢ 2! Z:L'(Zfl) A+ A+ u

=0




Poisson-Verteilung XV: Summe

Beweis:

Z —/\/\x z—x

e —n
ZfX ) fy(z—a) = Z 7! .e(z—,ux)!

=0

— o~ (Atp) (/\+N) . . z! A ’ H o
¢ 2! Z:L'(Zfl) A+ A+ u

=0

z

— 21 < T zZ—X
= e T (A + ) Z'Z<x>p (1-p),

z=0



Poisson-Verteilung XV: Summe

Beweis:
? e—/\Ax €_N/.LZ_I
i B S (Y ()
2! allz—a)! \ A+ p A+ u
— _()‘+#) 21 . z € z—x
=e SOSO R O IO O
T oz=0
A

wobei p := —.

At p



Poisson-Verteilung XV: Summe

Beweis:

Z —/\/\x

e
ZfX ) fr(z—a)= Ze:c! .e(z—'ux)!

=0

e R R
¢ 2! Z:L'(Zfl) A+ A+ u

=0

— 21 - < T zZ—X
= e T (A + ) Z'Z<x>p (1-p),

T oz=0

wobei p := L
Pi= st
Da die Summe gleich 1 ist, folgt

1
f(z) = O (A )



12. Abschatzen von Wahrscheinlichkeiten



Markov-Ungleichung |

Satz 82 (Markov-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt.
Dann gilt fiir alle t € R mitt > 0, dass

PriX >t] < E[t]

Aquivalent dazu:

Pr[X > ¢ E[X]] < 1/t.



Beweis:

t-PrX >t]=t- Y  Pr[X=aq]
rzeWx, x>t



Beweis:

t-PrX >t]=t- Y  Pr[X=aq]
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Beweis:

t-PrX >t]=t- Y  Pr[X=aq]

rzeWx, x>t
< Z x - Pr[X = z|
zeWx, x>t
< Z x - Pr[X = z]
zeWx



Markov-Ungleichung Il
Beweis:

t-PrX >t]=t- Y  Pr[X=aq]

zeWx, x>t
< Z x - PriX = 7]
zeWx, x>t
< Z x - Pr[X = x|

zeWx
_E[X].



Markov-Ungleichung Il

Alternativer Beweis:

Es gilt

E[X] =E[X|X <t]-Pr[X <t]+E[X|X >1t]-Pr[X > ¢].



Markov-Ungleichung Il

Alternativer Beweis:

Es gilt
E[X] =E[X|X <t]-Pr[X <t]+E[X|X >1t]-Pr[X > ¢].
Wegen E[X|X < t] - Pr[X <] > 0 und E[X|X > t] >t folgt

sofort
E[X] > t-Pr[X >1].



Markov-Ungleichung IV

Die Markov-Ungleichung ist nach Andrey Andreyevich Markov
(1856-1922) benannt, der an der Universitat von St. Petersburg
bei Chebyshev studierte und spater dort arbeitete. Neben seiner
mathematischen Tatigkeit fiel Markov durch heftige Proteste
gegen das Zaren-Regime auf, und nur sein Status als vermeintlich
harmloser Akademiker schiitzte ihn vor Repressalien durch die
Behorden. Im Jahr 1913 organisierte er parallel zum
dreihundertjdhrigen Geburtstag der Zarenfamilie Romanov eine
Feier zum zweihundertjahrigen Geburtstag des Gesetzes der groBen
Zahlen (s.u.).



Chebyshev-Ungleichung |

Die folgende Abschatzung ist nach Pavnuty Lvovich Chebyshev
(1821-1894) benannt, der ebenfalls an der Staatl. Universitat in
St. Petersburg wirkte.

Satz 83 (Chebyshev-Ungleichung)
Sei X eine Zufallsvariable, und seit € R mitt > 0. Dann gilt

Var[X]

Pr{|lX - E[X]| > 4] < —

Aquivalent dazu:

Pr[|X — E[X]| > t\/Var[X]] < 1/%.



Chebyshev-Ungleichung Il

Beweis:

Wir stellen fest, dass

Pr[| X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢?].
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Beweis:

Wir stellen fest, dass
Pr[| X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢?].

Setze
Y := (X —E[X])?.



Chebyshev-Ungleichung Il

Beweis:
Wir stellen fest, dass

Pr[| X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢?].

Setze

Y := (X —E[X])?.
Dann gilt E[Y] = Var[X], und damit mit der
Markov-Ungleichung:

Pr(| X — E[X]| > {]



Chebyshev-Ungleichung Il

Beweis:
Wir stellen fest, dass

Pr[| X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢?].

Setze

Y := (X —E[X])?.
Dann gilt E[Y] = Var[X], und damit mit der
Markov-Ungleichung:

Pr[|X —E[X]| > ] = Pr[Y > ¢



Chebyshev-Ungleichung Il

Beweis:

Wir stellen fest, dass

Pr[| X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢?].
Setze

Y := (X —E[X])?.

Dann gilt E[Y] = Var[X], und damit mit der
Markov-Ungleichung:
E[Y]
$2

Pr(|X —E[X]| > #] = Pr[Y >#’] <



Chebyshev-Ungleichung Il

Beweis:

Wir stellen fest, dass
Pr[| X — E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > ¢?].

Setze
Y := (X - E[X])2.

Dann gilt E[Y] = Var[X], und damit mit der
Markov-Ungleichung:

Pr[|X —E[X]| >t] = Pr[Yy > %] < =



Chebyshev-Ungleichung Il

Beispiel 84

Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die

Anzahl X der Wiirfe, in denen ,,Kopf" fallt.

Frage: Wie groB ist die W'keit, dass mehr als 550-mal ,, Kopf* fallt?
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Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die
Anzahl X der Wiirfe, in denen ,,Kopf" fallt.

Frage: Wie groB ist die W'keit, dass mehr als 550-mal ,, Kopf* fallt?
Mit X ~ Bin(1000, 3) gilt

1 1
E[X] = on = 500 und Var[X] = = 250.
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Beispiel 84

Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die
Anzahl X der Wiirfe, in denen ,,Kopf" fallt.

Frage: Wie groB ist die W'keit, dass mehr als 550-mal ,, Kopf* fallt?
Mit X ~ Bin(1000, 3) gilt

1 1
E[X] = on = 500 und Var[X] = = 250.

Chebyshev-Ungleichung Pr[|X — E[X]| > ] < YaX,

Pr[X > 550



Chebyshev-Ungleichung Il

Beispiel 84

Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die
Anzahl X der Wiirfe, in denen ,,Kopf" fallt.

Frage: Wie groB ist die W'keit, dass mehr als 550-mal ,, Kopf* fallt?
Mit X ~ Bin(1000, 3) gilt

1 1
E[X] = on = 500 und Var[X] = = 250.

Chebyshev-Ungleichung Pr[|X — E[X]| > ] < YaX,

Pr[X > 550] < Pr[|X — 500| > 50]



Chebyshev-Ungleichung Il

Beispiel 84

Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die
Anzahl X der Wiirfe, in denen ,,Kopf" fallt.

Frage: Wie groB ist die W'keit, dass mehr als 550-mal ,, Kopf* fallt?
Mit X ~ Bin(1000, 3) gilt

1 1
E[X] = on = 500 und Var[X] = = 250.

Chebyshev-Ungleichung Pr[|X — E[X]| > ] < YaX,

Pr[X > 550] < Pr[|X — 500| > 50]

250
<-—=0,1.
~ 502 ’



Chebyshev-Ungleichung IV

Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal 10%-ige
Abweichung vom Erwartungswert:
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Chebyshev-Ungleichung IV

Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal 10%-ige
Abweichung vom Erwartungswert:

E[X] = 5000 und Var[X] = 2500

Pr[X > 5500] < Pr[|X — 5000| > 500]



Chebyshev-Ungleichung IV

Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal 10%-ige
Abweichung vom Erwartungswert:

E[X] = 5000 und Var[X] = 2500

Pr[X > 5500] < Pr[|X — 5000| > 500]
2500






Gesetz der groBen Zahlen |

Satz 85 (Gesetz der groBen Zahlen)

Sei X eine Zufallsvariable und seien X1, ..., X, unabhangige
Zufallsvariablen mit derselben Verteilung wie X .

Sei

Xi+...+ X,

Y

7 =
n

Var[X]

Seien €, > 0 beliebig aber fest. Dann gilt fiir alle n > 52
€

Pr[|Z -E[X]|>4] < e



Beweis:
Fir Z gilt

E[Z] = % C(E[X1] + ... + E[X,]) = % ‘- E[X] = E[X],



Gesetz der groBen Zahlen Il

Beweis:
Fir Z gilt

ElZ) = - - (BX\] + ... +E[X)) =

sowie (Unabhéngigkeit)

Var[Z] = %-(Var[Xl]—l—. 4+ Var[X,)) = nl




Gesetz der groBen Zahlen Il

Beweis:
Fir Z gilt

E[Z] = % C(EX] + ...+ E[X,]) = % ‘n-E[X] = E[X],

sowie (Unabhéngigkeit)

Var[X]

VarlZ] = (var[X1]+...+var[Xn]):ni.n-var[X]: 1

=5 >
Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

Var[Z]  Var[X]
52 ne?2 —

nach Wahl von n. OJ

Pr(|Z ~ E[X]| > §] = Pr[|Z ~E[Z]| > 4] <

€,



Gesetz der groBen Zahlen Ill

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A mit Pr[A] = p.
Somit ist X Bernoulli-verteilt mit E[X] = p.
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Z =—(Xy+...+ X,) gibt die relative Hiufigkeit an, mit der A
n
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B Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten ist

Anzahl aller Versuche
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Gesetz der groBen Zahlen Ill

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A mit Pr[A] = p.
Somit ist X Bernoulli-verteilt mit E[X] = p.

1

Z =—(Xy+...+ X,) gibt die relative Hiufigkeit an, mit der A
n

bei n Wiederholungen des Versuchs eintritt, denn

B Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten ist

Anzahl aller Versuche

Mit Hilfe des obigen Gesetzes der groBen Zahlen folgt
PI‘HZ_p‘ 25] Sg,

fiir geniigend groBes n.

Also n3hert sich die relative Haufigkeit von A bei hinreichend
vielen Wiederholungen des Experiments mit beliebiger Sicherheit
und beliebige Genauigkeit an die ,,wahre” Wahrscheinlichkeit p an.



Gesetz der groBen Zahlen IV

Die obige Variante eines Gesetzes der groBen Zahlen geht auf
Jakob Bernoulli zuriick, der den Satz in seinem Werk ars
conjectandi zeigte.



Gesetz der groBen Zahlen IV

Die obige Variante eines Gesetzes der groBen Zahlen geht auf
Jakob Bernoulli zuriick, der den Satz in seinem Werk ars
conjectandi zeigte.

Es soll betont werden, dass das Gesetz der groBen Zahlen die
relative Abweichung |1 3", X; — p|

und nicht die
absolute Abweichung | Y. X; — np|

abschatzt!
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Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff
(*1923) benannt. Sie finden in der komplexitdtstheoretischen
Analyse von Algorithmen eine sehr hiufige Verwendung.



Chernoff-Schranken |

Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff
(*1923) benannt. Sie finden in der komplexitdtstheoretischen
Analyse von Algorithmen eine sehr hiufige Verwendung.

Satz 86

Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;.

n n
Seien X := ZXi und p = E[X] = Zpi.

i=1 i=1
Fiir jedes 6 > 0 gilt

0

Pr[X > (14 0)u] < (@) .



Beweis:
Fiir t > 0 gilt X > (14 &) iff !X > (91 ynd so

PI'[X > (1 + (S)/_,L] = Pr[etx > et(1+6)ﬂ] .



Chernoff-Schranken I

Beweis:
Fiir t > 0 gilt X > (14 &) iff !X > (91 ynd so

Pr[X > (1+d)u] = Pr[etX > et(l+5)“].

Mit der Markov-Ungleichung folgt

Pr[X > (1 + 6)p] = Pr[e™™ > e!1+0n) < E[etX]
- o a = et(4d)p’




Chernoff-Schranken I

Beweis:
Fiir t > 0 gilt X > (14 &) iff !X > (91 ynd so

Pr[X > (1+d)u] = Pr[etX > et(l+5)“].

Mit der Markov-Ungleichung folgt

Pr[X > (1 + 6)p] = Pr[e™™ > e!1+0n) < E[etX]
- o a = et(4d)p’

Wegen der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt

exp (i: tXZ-)] =E !ﬁ etXi] = ﬁE[etXi}.

i=1 =1

E[eX] =E




Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
E[e"*] = e"'p; + ¢"0(1 - py)



Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
E[e"] = e"'p; + € 0(1 —pi) = e'pi + 1 — p;



Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
Ele™i] = e"lpi+e"(1—pi) = e'py + 1= pi = L+ pile’ = 1),



Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
Ele™i] = e"lpi+e"(1—pi) = e'py + 1= pi = L+ pile’ = 1),

und damit



Chernoff-Schranken Il

Weiter ist fir i € {1,...,n}:
B[] = e"'pi+ e 0(1 —pi) = e'pi+1—pi = 1+pi(e' = 1),
und damit

1+ pi(e’ = 1))
et(l'f‘(s)lt

Pr[X > (1+6)y] < JESL



Chernoff-Schranken Il

Weiter ist fir i € {1,...,n}:
E[e"®] = e"'pi+ (1 —pi) =e'pi+1—pi=1+pi(e' — 1),

und damit
[[2, (1 +pi(e’ — 1))
Pr[X > (1 + 5)/1} < et(1+0)p
_ L exp(pie’ — 1))
= el(1+0)p



Chernoff-Schranken Il

Weiter ist fir i € {1,...,n}:
Ele"i] = e"'p; + €01 —pi) = e'pi+1—pi = 1 +pi(e' — 1),

und damit
Pr[X > (14 0)u] < Ly (etﬁf;gff )
< Hz 1exp(pl(€t 1))

et(1+5)l-l

exp(iy pile’ — 1) _ el Ve
o et(1+6)p - et(1+6)p - f(t)
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Weiter ist fir i € {1,...,n}:
Ele"i] = e"'p; + €01 —pi) = e'pi+1—pi = 1 +pi(e' — 1),

und damit
Pr[X > (14 0)u] < Ly (etﬁf;gff )
< Hz 1exp(pl(€t 1))

et(1+5)l-l

exp(iy pile’ — 1) _ el Ve
o et(1+6)p - et(1+6)p - f(t)




Chernoff-Schranken Il

Weiter ist fir i € {1,...,n}:
E[e"®] = e"'pi+ (1 —pi) =e'pi+1—pi=1+pi(e' — 1),

und damit
[T, (1+pi(e' — 1))
Pr[X > (1 + 5)/1} < 6t(1+6)u
o T exp(pie’ — 1))
= el(1+0)p
_exp(Eiypilef — 1)) el
_ i = o = 1)

Wir wahlen nun t so, dass f(t) minimiert wird, nimlich
=In(1+49).



Chernoff-Schranken Il

Weiter ist fir i € {1,...,n}:
B[] = e"'pi+ e 0(1 —pi) = e'pi+1—pi = 1+pi(e' = 1),
und damit

Pr[X > (14 0)u] < Ly (etﬁf;gff )

[ exp(pi(e’ — 1))

et(1+5)l-l

exp(Xi_, pi(e! —1)) el e
et(1+6)p et F().

IN

Wir wahlen nun t so, dass f(t) minimiert wird, nimlich
=In(1+9).
und erhalten
ele'=1pu oK

PrX > (L +0)ul < S, = (1 + 0)1+ou




Chernoff-Schranken 1V

Beispiel 87

Wir werfen eine faire Miinze n-mal. Wir suchen eine obere
Schranke fiir die W'keit, mit der ,, Kopf"

g (1+10%) Mal

oder ofter fallt.



Chernoff-Schranken 1V

Beispiel 87

Wir werfen eine faire Miinze n-mal. Wir suchen eine obere
Schranke fiir die W'keit, mit der ,, Kopf"

g (1+10%) Mal

oder ofter fallt.

n Chebyshev Chernoff
1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10~ 10




Chernoff-Schranken 1V

Beispiel 87

Wir werfen eine faire Miinze n-mal. Wir suchen eine obere
Schranke fiir die W'keit, mit der ,, Kopf"

g (1+10%) Mal

oder ofter fallt.

n Chebyshev Chernoff
1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10~ 10

%n 201 n/2
n (0’1 . %n)2 ((1 + 0’1)1+0,1>



Chernoff-Schranken 1V

Beispiel 87

Wir werfen eine faire Miinze n-mal. Wir suchen eine obere
Schranke fiir die W'keit, mit der ,, Kopf"

g (1+10%) Mal

oder ofter fallt.

n Chebyshev Chernoff
1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10~ 10
%n 201 n/2
© arge (o)
100
- ~ 0.9975"

n



Chernoff-Schranken V

Satz 88

Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;.

n n
Seien X := ZXi und p = E[X] = Zpi.

i=1 i=1
Fiir jedes 0 < § < 1 gilt

e K
PriX <(1-90)u| < ((1_5)1_6> .



Chernoff-Schranken V

Satz 88

Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;.

n n
Seien X := ZXi und p = E[X] = Zpi.

i=1 i=1
Fiir jedes 0 < § < 1 gilt

e K
PriX <(1-90)u| < ((1_5)1_6> .

Beweis:

Analog zum Beweis von Satz 86. O



Chernoff-Schranken VI

Abschatzungen, wie sie in Satz 86 und Satz 88 angegeben sind,
nennt man auch

tail bounds,

da sie Schranken fiir die tails, also die vom Erwartungswert weit
entfernten Bereiche angeben.



Chernoff-Schranken VI

Abschatzungen, wie sie in Satz 86 und Satz 88 angegeben sind,
nennt man auch

tail bounds,

da sie Schranken fiir die tails, also die vom Erwartungswert weit
entfernten Bereiche angeben.

Man spricht hierbei vom

upper tail (vgl. Satz 86) und vom  lower tail (vgl. Satz 88).



Chernoff-Schranken VI

Abschatzungen, wie sie in Satz 86 und Satz 88 angegeben sind,
nennt man auch

tail bounds,

da sie Schranken fiir die tails, also die vom Erwartungswert weit
entfernten Bereiche angeben.

Man spricht hierbei vom
upper tail (vgl. Satz 86) und vom  lower tail (vgl. Satz 88).

Die Chernoff-Schranken hangen exponentiell von u ab!



Lemma 89
Fiir0 <o <1 gilt

(1=6)170 > e 0402 ynd (14 6)"10 > 5+ 6%/3.



Chernoff-Schranken VII

Lemma 89
Fir0 <4 <1 gilt

(1=0)"0 > e 92 und (1+06)"10 > 65+ 62/3.

Beweis:

Nur fiir die erste Ungleichung. Sei

f0) = In((1-96)'7) =(1-6)In(1-9)
g(6) = In <6_5+52/2) = —5+46%/2

Es reicht zu zeigen f(d) > ¢(0) fir 0 <o < 1.



Chernoff-Schranken V

Mit f(0) =0 = g(0) reicht es sogar f'(§) > f'(9), d.h.

(1=8)In(1-0) =-1-In(1 -8 >-1+86=(-0+62/2)



Chernoff-Schranken V

Mit f(0) =0 = g(0) reicht es sogar f'(§) > f'(9), d.h.

(1=8)In(1-0) =-1-In(1 -8 >-1+86=(-0+62/2)

Wir haben
—1-In(1-¢) > —1+49¢
= In(l1-9) < —=¢
= (1-6) < e



Chernoff-Schranken V

Mit f(0) =0 = g(0) reicht es sogar f'(§) > f'(9), d.h.

(1=8)In(1-0) =-1-In(1 -8 >-1+86=(-0+62/2)

Wir haben
—1-In(1-¢) > —-1+490
= In(l1-9) < —=¢
= (1-6) < e

Die letzte Ungleichung folgt aus

1
A e
e x—|—2x



Chernoff-Schranken VIII

Korollar 90

Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fir X := 3" | X; und

po=EX] =300 pi:

Q Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0<§<1,81,



Chernoff-Schranken VIII

Korollar 90
Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fir X := 3" | X; und
W= EX] = Y0 p

Q Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0<§<1,81,

Q@ PriX < (1—8u] <er/2 firalle0<d<1,



Chernoff-Schranken VIII

Korollar 90
Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fir X := 3" | X; und
po=EX] =300 pi:

Q Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0<§<1,81,

Q@ Pr[X < (1—8)u| <e /2 firalle0<d<1,

Q Pr[|X — pu| > 0u] < 2e 13 fiiralle0 < § <1,



Chernoff-Schranken VIII

Korollar 90
Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fir X := 3" | X; und
W= EX] = Y0, pi:

Q Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0<§<1,81,

Q@ Pr[X < (1-8)u <e /2 firalle0<6§<1,

Q@ Pr[|X —p| > 0] <2e1°/3 fiiralle0 < 6 <1,
)(1+5)/t

Q Pr[X > (1+6)y < (m un



Chernoff-Schranken VIII

Korollar 90

Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fir X := 3" | X; und

p=E[X] =30 pi:

Q Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0<§<1,81,
Q@ Pr[X < (1-8)u <e /2 firalle0<6§<1,

Q@ Pr[|X —p| > 0] <2e1°/3 fiiralle0 < 6 <1,

)(1+5)u

Q Pr(X > (1+0)p] < (ﬁ un

Q Pr[X >t <27t fiirt> 2ep.



Chernoff-Schranken VIII

Korollar 90

Seien X1,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fir X := 3" | X; und

p=E[X] =30 pi:

Q Pr[X > (1+6)u] <e /3 firalle0<§<1,81,
Q@ Pr[X < (1-8)u <e /2 firalle0<6§<1,

Q@ Pr[|X —p| > 0] <2e1°/3 fiiralle0 < 6 <1,

)(1+5)u

Q Pr(X > (1+0)p] < (ﬁ un

Q Pr[X >t <27t fiirt > 2ep.



Beweis:
1 und 2 folgen direkt aus Satz 86 bzw. 88 und Lemma 89.



Chernoff-Schranken IX

Beweis:
1 und 2 folgen direkt aus Satz 86 bzw. 88 und Lemma 89.

Aus 1 und 2 zusammen folgt 3.



Chernoff-Schranken IX

Beweis:
1 und 2 folgen direkt aus Satz 86 bzw. 88 und Lemma 89.

Aus 1 und 2 zusammen folgt 3.

Die Abschatzung 4 erhalten wir direkt aus Satz 86, da fiir den

Zahler gilt

e < 6(1+5) )



Chernoff-Schranken IX

Beweis:
1 und 2 folgen direkt aus Satz 86 bzw. 88 und Lemma 89.
Aus 1 und 2 zusammen folgt 3.

Die Abschatzung 4 erhalten wir direkt aus Satz 86, da fiir den

Zahler gilt

e < 6(1+5) )

5 folgt aus 4, indem man t = (1 + J)p setzt, t > 2eu:

(i) = () < ()




Chernoff-Schranken X

Beispiel 91
Wir werfen ¢ - n Bélle unabhingig und gleichverteilt in n Kérbe.

Frage: Wie groB sollen die K&rbe sein, so dass mit groBer W'keit
kein Korb iiberlauft 7



Chernoff-Schranken X

Beispiel 91
Wir werfen ¢ - n Bélle unabhingig und gleichverteilt in n Kérbe.

Frage: Wie groB sollen die K&rbe sein, so dass mit groBer W'keit
kein Korb iiberlauft 7

Sei Y; := Anzahl der Bille im i-ten Korb fiir i = 1,...,n und sei

Y := max Y;
1<i<n

Wir suchen nach einer moglichst langsam wachsenden Funktion

f(n) mit
lim Pr[Y > f(n)] =0

n—oo



Chernoff-Schranken XI

Wir verwenden Aussage 5 von Korollar 90.

Es gilt p1 =. —pmfgundu Zpl—c.



Chernoff-Schranken XI

Wir verwenden Aussage 5 von Korollar 90.
Es gllt p1 = _pcnfg und H= szzc
Mit ¢t = 2logn folgt

Pr[Y; > 2Inn] < 1/n? fir lnn > ec.



Chernoff-Schranken XI

Wir verwenden Aussage 5 von Korollar 90.
Es gilt p1 =. _meg und p1 = sz_c
Mit ¢t = 2logn folgt
Pr[Y; > 2Inn] < 1/n? fir lnn > ec.

Daraus ergibt sich



Chernoff-Schranken XI

Wir verwenden Aussage 5 von Korollar 90.
Es gllt p1 = _pcnfg und H= szzc
Mit ¢t = 2logn folgt
Pr[Y; > 2Inn] < 1/n? fir lnn > ec.
Daraus ergibt sich

Pr[Y > 21nn]



Chernoff-Schranken XI

Wir verwenden Aussage 5 von Korollar 90.
Es gllt p1 = _pcnfg und H= szzc
Mit ¢t = 2logn folgt
Pr[Y; > 2Inn] < 1/n? fir lnn > ec.
Daraus ergibt sich

Pr[Y > 2Inn]=Pr[Y; >2lnn U...U Y, >2Inn |



Chernoff-Schranken XI

Wir verwenden Aussage 5 von Korollar 90.
Es gllt p1 = _pcnfg und H= szzc
Mit ¢t = 2logn folgt
Pr[Y; > 2Inn] < 1/n? fir lnn > ec.
Daraus ergibt sich

Pr[Y > 2Inn]=Pr[Y; >2lnn U...U Y, >2Inn |
< ZPI[Yl >2lnn |
i=1



Chernoff-Schranken XI

Wir verwenden Aussage 5 von Korollar 90.
Es gllt p1 = _pcnfg und H= szzc

Mit ¢t = 2logn folgt

Pr[Y; > 2Inn] < 1/n? fir lnn > ec.

Daraus ergibt sich

Pr[Y > 2Inn]=Pr[Y; >2lnn U...U Y, >2Inn |

cn
< ZPI[Yl >2lnn |
i=1



Chernoff-Schranken XI|I

Literatur:

[§ Torben Hagerup, Christine Riib:
A guided tour of Chernoff bounds
Inf. Process. Lett. 33, pp. 305-308 (1990)



13. Erzeugende Funktionen



Erzeugende Funktionen |

Definition 92

Fiir eine Zufallsvariable X mit Wy C Ny ist die
(wahrscheinlichkeits-)erzeugende Funktion definiert durch

Gx(s):=) Pr[X =k s" =E[s"].
k=0



Erzeugende Funktionen |

Definition 92

Fiir eine Zufallsvariable X mit Wy C Ny ist die
(wahrscheinlichkeits-)erzeugende Funktion definiert durch

Gx(s):=) Pr[X =k s" =E[s"].
k=0

Bei w'keitserzeugenden Funktionen haben wir kein Problem mit
der Konvergenz, da fiir |s| < 1 gilt

Gx(s)] = > _Pr[X =k]-s"
k=0

<Y PrX =k |sF <) Pr[X =k =1.
k=0 k=0



Erzeugende Funktionen Il

Gegeben Gx(s) konnen wir die W'keiten Pr[X = i] “ablesen”.



Erzeugende Funktionen Il

Gegeben Gx(s) konnen wir die W'keiten Pr[X = i] “ablesen”.
Mit -
G(s)=> k-Pr[X =k]- s
k=1

gilt
Pr[X = 1] = Gy (0)



Erzeugende Funktionen Il

Gegeben Gx(s) konnen wir die W'keiten Pr[X = i] “ablesen”.
Mit -
G(s)=> k-Pr[X =k]- s
k=1

gilt
Pr[X = 1] = Gy (0)

Analog erhalten wir

also




Erzeugende Funktionen Ill: Verteilungen

Bernoulli-Verteilung Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable
mit Pr[X = 0] =1 — p und Pr[X = 1] = p. Dann gilt

Gx(s)=E[s*]=(1-p)-s"+p-s' =1—p+ps.



Erzeugende Funktionen Ill: Verteilungen

Bernoulli-Verteilung Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable
mit Pr[X = 0] =1 — p und Pr[X = 1] = p. Dann gilt

Gx(s)=E[s*]=(1-p)-s"+p-s' =1—p+ps.

Gleichverteilung auf {0,...,n}

Sei X auf {0,...,n} gleichverteilt, d.h. fiir 0 < k < n ist
Pr[X = k] =1/(n+1). Dann gilt

n 1 X Sn+1 -1

s) =E[s¥] = T D 1)
Gx(s) =E[s"] ;}n-yl (n+1)(s—1)




Erzeugende Funktionen IV: Verteilungen

Binomialverteilung Fiir X ~ Bin(n,p) gilt nach der binomischen
Formel

Gx(s) =E[s¥] =) (Z)p’“(l —p)" s = (1—p+ps)".



Erzeugende Funktionen IV: Verteilungen

Binomialverteilung Fiir X ~ Bin(n,p) gilt nach der binomischen
Formel

Gx(s) =E[s¥] =) <n>p’“(1 —p)" s = (1—p+ps)".

k
k=0

Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt

Gx(s) =E[s*] =Y p(l—p)*"-s*
k=1

= S.OO — Sk—1:7p5 .
=re 0D =



Erzeugende Funktionen V: Verteilungen

Poisson-Verteilung Fiir X ~ Po()\) gilt



Erzeugende Funktionen V: Verteilungen

Poisson-Verteilung Fiir X ~ Po()\) gilt

> k
Gx(s) = IE[SX] = Ze_/\% CgF = T AAs A=)
k=0 ’

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, A\/n). Fir n — oo folgt

Gx(s) = (1 — i + /\:> = (1 + /\(Sn_ 1)> —y M=)

n



Erzeugende Funktionen V: Verteilungen

Poisson-Verteilung Fiir X ~ Po()\) gilt

> k
GX(S) = ]E[SX] = Ze_/\% . Sk — €—>\+>\S _ 6)\(8_1),
k=0 "

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, A\/n). Fir n — oo folgt

Gx(s) = (1_)‘+/\:> — (1+/\(5n_1)> A1)

n

Man kann beweisen, dass aus der Konvergenz der erzeugenden
Funktion die Konvergenz der Verteilung folgt.



Erzeugende Funktionen VI: Erwartungswert und Varianz

Gegeben Gx (s) kénnen wir auch E[X], Var[X], und andere
Momente “ablesen”.

Da
Gx(s) == ZPr[X =k]- sk — E[SX} 7
k=0

gilt



Erzeugende Funktionen VII: Erwartungswert und Varianz

Beispiel 93

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, p), also

Gx(s) = (1—p+ps)".



Erzeugende Funktionen VII: Erwartungswert und Varianz

Beispiel 93

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, p), also
Gix(s) = (1= p+ps)".
Dann gilt
Gx(s)=n-(1—p+ps)" ' p
und somit

E[X] = G’ (1) = np.



Erzeugende Funktionen VIII: Erwartungswert und Varianz

Ebenso ergibt sich

EX(X -1)...(X —k+1)] =c¥ (1),



Erzeugende Funktionen VIII: Erwartungswert und Varianz

Ebenso ergibt sich
EX(X -1)...(X —k+1)] =c¥ (1),
und damit

Var[X] = E[X (X —1)] + E[X] — E[X]?
= G% (1) + G (1) — (G (1)),



Erzeugende Funktionen IX: Summe

Mit dem folgenden Satz gewinnen wir die erzeugenden Funktionen
fiir Summen von unabh&ngigen Variablen.

Satz 94

Seien X1,...,X, unabhingige Zufallsvariablem mit
Wx,,...,.Wx, CNundsei Z:=X;+...+ X,,. Es gilt

n

Gz(s) = [1Gx.(9)

=1

Beweis: Nur fiir n = 2









Erzeugende Funktionen IX: Summe

Gz(s) =) Pr(Z =k s
k=0

k= eN?|i+j=k}

= ( > PrX, =14, X = j]) 5"
0 \{G.J)



Erzeugende Funktionen IX: Summe

Gz(s)=> Pr[Z=k] s
k=0

( > Pr[Xlz',XQj]>.sk

k=0 \{(i,j)eN?|i+j=k}
k=

Z ( Z Pr[X; =i - Pr[X> ﬂ) . it
{G@5)

0 EN2|itj=k}



Erzeugende Funktionen IX: Summe

Gz(s) =) Pr(Z =k s
k=0

( > Pr[X; =i, Xy = j]) L

{(6.9)EN?|i+j=k}

EN2|i+j=k}

k=0
> ( > Pr[X; = i] - Pr[X, j}) ]
k=0 \{(i.j)

=) PrlXy =i] - Pr[Xy = j] - 5"
i,j=0



Erzeugende Funktionen IX: Summe

= iPr[Z =
k=0
= ( > Pr[X; =i, X, j]) - sk

k=0 \{(4,§)EN2|i+j=k}
_ Z ( Z PI‘[X1 — Z] -PI‘[XQ — ﬂ) . si+j
k=0 \{(i,j)EN2|i+j=k}

oo
> Pr[Xy =] - Pr[Xy = j] - 5"
i,j=0

:(Zprxl_z ) (Zpr )



Erzeugende Funktionen IX: Summe

= iPr[Z =
k=0
= ( > P =i X, j]) ok

k=0 \{(i,j)eN?|i+j=k}

{(4,5)EN?i+j=k}

- Z ( Z Pr[X; = i] - Pr[Xs ﬂ) it
k=0

oo
Z Pr[X; =] - Pr[Xy = j] - 5"
i,j=0

(S o) (Eris-i)

= Gx,(s) - Gx,(5)
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