Uberblick

@ Zwei-Stichproben-t-Test:

Vergleich der unbekannten Erwartungswerten zweier Stichproben mit
identischer, ubekannter Varianz.

(2] XQ—Anpassungstest:
Vergleich emperisch bestimmter Verteilung mit vermuteter Verteilung.

©® (Endliche, zeitdiskrete, homogene) Markov-Ketten.



Zwei-Stichproben-t-Test

Erinnerung: All1.4
Vermessen von Bergen mit demselben Messgerit.
e Berg X hat Hohe ux.
e Berg Y hat Hohe puy .
Messgerat produziert Messfehler, wodurch gemessene Hohen variieren.
o Messfehler unabhangig von einander.
e Jeder Messfehler ist A'(0,0?) verteilt mit o = 15.
Messergebnisse:
X1, Xon ~ N(ux,o?).
Yi,..., Yo ~ N(uy,o?).
Entscheide px . iy anhand von Stichproben zq, ...,z und y1,...,yn.

Problem: Varianz o2 = 225 wird als bekannt vorausgesetzt.

Im Allgemeinen kann o jedoch auch nur experimentell bestimmt werden.



Zwei-Stichproben-t-Test
Falls ¢ bekannt: o
X-Y
ovm—T +n-1
Unter fiir Hy: nx = [y gllt To ~ N(O, 1)

T() =

Falls o unbekannt, schitze o2 mittels

Ty = (m—1)S% + (n —1)S%.

Verallgemeinerung von All.5:
Ty /c* ist X2, 4, _o-verteilt und unabhingig von Tj.

TestgroBe: (os kiirzen sich)

T:=vm+n-—2 To = ImJerLi?l Xy .
VTijo2  Vm=t+n=t /(m —1)8% + (n - 1)SZ

Unter Hy: ux = py ist T dann (per Definition) ¢, ,_o-verteilt.



Zwei-Stichproben-t-Test

Blau: ¢, Griin: t5, Rot: ¢ 1.

Fiir £ < 30 ist Verteilung ¢, tabelliert.

Fiir £ > 30 kann ¢, mittels Standardnormalverteilung approximiert werden.
Lehne Hy: ux = py ab, falls T' zu stark von 0 abweicht.
Fehlerw’keit 1. Art:

!
PrHo[‘T| > C] =1- PI‘HOHT‘ < C] =1- (Ft'rn+'n.72(c) - Ft'rn«#'an(_C)) = Q.

Es gilt Fy,,,, ,(—c)=1—F;  .(c) wegen Symmetrie:

D.h:c=F ! (1—a/2) = tmin-21-a/2-

t7n+n72



Zwei-Stichproben-t-Test: Definition

Annahmen:

X1,..., Xm, Y1,...,Y, unabhingig, X; ~ N(ux,0?), Y; ~ N(uy,c?) mit
o2 unbekannt.

TestgroBe:

m4+n—2 X-Y
mt e Vm=DS% +(n-1)5S

Hypothesen und Ablehnungskriterien fiir H bei Signifikanzniveau «:

Hy | Hi |
Ux = Ky | UX 7& Hy |T| > tm+n—2,1—o¢/2
px = py | px <py | T <tmin-2.a
px <py | px > py || T <tmin—21-a




x2-Anpassungstest

Vererbungsexperiment nach Mendel:

Erbsen mit Merkmalen:
e A: Samen sind “rund” (dominant) vs. a: Samen sind “kantig” (rezessiv).
e B: Schoten sind “gelb” (dominant) vs. b: Schoten sind “griin” (rezessiv).

Theorie: Merkmale werden unabhingig weitervererbt (verschiedene
Chromosome).

Experiment: Betrachte Nachkommen von Pflanzen nur mit Genotyp AaBb.

Nullhypothese: Nach Theorie sollten alle Genotypen {A, a}?{B,b}?
gleichwahrscheinlich sein:

Genotyp | gelb griin
rund {AA, Aa,aA}{BB,Bb,bB} {AA, Aa,aA}{bb}
kantig {aa}{BB,bB, Bb} {aa}{bb}

D.h.:
Pry,[] | gelb  griin
rund | 9/16 3/16
kantig | 3/16 1/16




x2-Anpassungstest

Vererbungsexperiment nach Mendel:

Experiment liefert relative Haufigkeiten (empirische Verteilung)

| gelb griin
rund %g ~ 0,557 é%ﬁ ~ 0,194
kantig | z=5 ~ 0,182 22 20,058

556

Frage: Widerspricht Experimentergebnis der Theorie?
Kann die Nullhypothese

Prp,[] | gelb griin
rund | 9/16 3/16
kantig | 3/16 1/16

zum Signifikanzniveau « = 0.1 abgelehnt werden?




x2-Anpassungstest

Experiment besteht aus n = 556 unabhangigen, identischen
Einzelexperimenten X5,.... X,,.

Wertebereich: W = {gelb, griin}{rund, kantig} = {wy, wa, w3, w4 }.
Nullhypothese: Hy: Pr[X; = w,| = p; fir alle j € [k].

Fiir p1 = 9/16,p2 = 3/16,ps = 3/16,ps = 1/16.
Haufigkeit von Phanotyp w;: N; := |{i € [n] | X; = w,}|.

Pearson: Gilt die Nullhypothese, so konvergiert die Verteilung von
~ —n
r=y Qo)
Jj=1

gegen die y2-Verteilung mit k& — 1 Freiheitsgraden fiir n — oc.

. ) N;j—np; n—00
Vgl. De Moivre: W — N(0,1).

Fehlerw’keit 1. Art: Lehne Hy ab, falls T' zu groB.
Pearson: Prpy, [T > c|~1—F2 (c), dh. c= Fx_,%l_l(l — ) = Xh1—a



2-Anpassungstest: Definition

Annahmen: X, ..., X, unabhingig, identisch verteilt mit diskretem
Wertebereich W = {wy, ..., w}.

N; :=|{i € [n] | X; = w;}| gibt die Hiufigkeit von Wert w; an.
Nullhypothese: Hy: Vj € [k]: Pr[X; = w;] = p;.

Alternative: H,: 3j € [k]: Pr[X; = w;]| # p;.

TestgroBe:

k _ 2
T = Z N =n-ps)°
=1

’flpj

Ablehnen von Hy zum Signifikanzniveau «, falls T > X%:q,pa
Nebenbedingungen damit Approximation von 7' mit xi , gerechtfertigt:
@ N;p; > 1 fiir alle j € [k].
® N,p; > 5 fiir 80% aller j € [k].



x2-Anpassungstest

Im Beispiel:

Verteilung empirisch bzw. unter Hy:

empirisch ‘ gelb griin Hy ‘ gelb  griin
rund 3 B rund | 9/16 3/16
kantig | i34 2% kantig | 3/16 1/16

Fiir T ergibt sich ~ 0.470.
Fiir das Signifikanzniveau @ = 0.1 folgt: X3 9 ~ 6.25 > 0.470.
Somit kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden.

Das Experimentergebnis widerspricht somit nicht der Theorie (zum gewahlten
Signifikanzniveau).

Die Nullhypothese kdnnte nur fiir eine Fehlerw'keit 1. Art von mindestens
F\2(0.470) ~ 0.9254 abgelehnt werden.



Markov-Ketten: Einfiihrung

Dienen zur Beschreibung und Analyse von probabilistischen Systemen
Zustdnde (states) des Systems: S
Fiir uns (fast) immer |S] < oo.
In jedem Zeitschritt:
Wechsle mit Ubergangsw'keit pstvon s € Snachtes.
Fiir uns: Diskrete Zeit No; Ubergangsw'keiten konstant iiber Zeit.
Ubergangsmatrix: P = (ps.t)s.tes
Forderung: >, ¢ ps,t = 1 fiir jedes s € S (“Massenerhaltung”).
Visualisierung: Ubergangsgraph (“Markov-Diagramm’)
Zeichne Kante (s, t) mit Beschriftung ps ., falls ps; > 0.



Markov-Ketten: Random-Surfer-Model (Al.4)

Zustande entsprechen Websites:

S ={1,2,3,4,5}.

Kanten entsprechend Links zwischen
Websites.

Ubergangsw’keiten: Gleichverteilung iiber
verlinkte Websites.

0 1/3 1/3 1/3 0

0 0 1/3 1/3 1/3
p=|0 0 1/2 1/2 0
0o 0 1 0 0
o0 0 0 1



Markov-Ketten: Warten auf 110 (A4.4)

@12 Zustande entsprechen Prifixen von 110:

12 S ={e, 1,11,110}.

1/2 Kanten entsprechend Transitionen des zugehdrigen

é) DFAs.

12 Ubergangsw’keiten: W'keiten, dass Miinzwurf 0

bzw. 1 liefert.
@f”z 12 12 0 0
p_ |2 0 12 0

110D 1 0 0 1/2 1/2

0 0 0 1



Markov-Ketten: Springen (A6.2) (1d Irrfahrt)

1/2 >1/2 Zustdnde entsprechen moglichen Positionen: S = Z.
Kanten entsprechen méglichen Spriingen.
Ubergangsw’keiten:



Von Chef verordnetes Beispiel

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

1/3 3/5

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

1/3 3/5

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

1/3 3/5 1

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

1/3 3/5 1

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

1/3 3/5 1

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

1/3 3/5

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Von Chef verordnetes Beispiel

1/3 3/5 1

Gala Eluard Dali, Max Ernst, Paul Eluard, Salvador Dali



Markov-Ketten: PRISM

Homepage: http://www.prismmodelchecker.org/.

Softwaretool zur automatischen Analyse von probabilistischen Systemen:
Algorithmen, Protokolle

Beispiel: Bluetooth Device Discovery:

; sleep _\L—u‘/ scan | hear /response-\

628.75ms 11.25ms 0.625ms

< 5 / S oy
Il

| reply |

\‘[ random wait

N x 0.625ms "/
N = Rand[0, . .., IZT]/,

L.

Slave scant verschiedene Frequenzen, um Master zu finden.

Zur Vermeidung von Kollisionen mit anderen Slaves, Sleep-Phasen zufalliger
Lange.

Laufzeitanalyse: Worst-Case, Best-Case, Average-Case, etc.

Master-Slave-System kann als Markov-Diagramm mit > 10° Zustinden
beschrieben werden.


http://www.prismmodelchecker.org/

Markov-Ketten: Einfiihrung

Gegeben: Zustandsmenge S und (konstante) Ubergangsw’keiten Ds,t-
Interessiert an dem zeitlichen Verhalten des System.

Ergebnismenge () gerade die Menge aller unendlichen Zustandsfolgen:
Q=5%= {(80751,82,...) |VZ €Np: s; € S}

Beachte: () ist iiberabzéhlbar fiir |S| > 1.

Verwende daher kleinste o-Algebra (S“, F) mit relevanten Ereignissen

“Zum Zeitpunkt n ist das System im Zustand s"

Zugeordnete ZV: X,, bezeichnet den Zustand zum Zeitpunkt n € Nj.

Wertebereich von X, ist gerade S mit:

[(Xn = 8] := S"{s}S“ = {(50, 51, 82,...) € 5[ s = s}.



Markov-Ketten: Einfiihrung

Oz :
1/3

1/2

Beispiele:

Irgendwann auf Website 3:

Unso [Xn = 3] = {(s0, 51, 82,...) € 5¥ [ In € Ny: 5, = 3}.

Immer wieder (unendlich oft) auf Website 4:

Nnso Ursn [Xn =4] = {(s0, 51, 82,...) € 5¥ | Vn € NoIk > n: s, = 4}.

Verteilung von X,,? Hingt von Startverteilung oo = (a5)ses ab.



Markov-Ketten: Einfiihrung
Gegeben: Startverteilung a = (ag)ses

mit > cgas =1 und o, > 0 fiir alle s € S.

W’keitsmaB bzgl. « fiir endlichen Prafix (sg, $1,..., 801, 8n):
Pro[Xo =50, X1 =51,. .., Xpo1 = Sn—1, X, = 8] 1= Qs * Dsos1 ** Psn_1,5m
Damit Verteilung von X,,: Summe iiber alle (sg, $1,...,8n-1,1).

Pry[X, =t = Z Pro[Xo =50y, Xp 1 = Sn_1, Xn =1]

50,000,850 —1€S

oder kurz (siehe Al.4):

(Pra[Xn:t}) :(Pra[Xn_lztD P=a.P"

tesS tesS

Berechnung von P": Falls moglich, diagonalisiere P = T - diag(\s) - T~ 1.
Dann: P" =T - diag(A?) - T~!. (Siehe auch A1.4(f) und A2.3(b).)



Markov-Ketten: Einfiihrung

1
&= 4
1/3 ! V2
1/3
2 ]/3 3 1/2
/3

1

1/3

Ubergangsmatrix P fiir ganzen Graph nicht diagonalisierbar.
(Ausweg: Jordansche Normalform, siehe Lésung zu Al.4.)

Ubergangsmatrix P fiir SCC {3,4} diagonalisierbar:
po (12 12\ _ (=12 1) (-1/2 0\ (-2/3 2/3
1 o))" 1 1 o 1) \2/3 1/3

(SCC: maximal strongly connected subgraph.)



Markov-Ketten: Einfiihrung

Mit Diagonalisierung folgt:

() (0 ) (32 3

Fiir Startverteilung & = (p, 1 — p) auf {3,4}:

n—roo

-2 der-g) G

a-P" =

)

Wl N
Wl

(Vgl. A2.3(b).)



Markov-Ketten: Definition

Als Markov-Kette werden gerade die ZVen (X,,)nen, bezeichnet.
Definition:

Eine Folge (X,,)nen, von ZV mit gemeinsamen Wertebereich S ist eine
endliche, zeithomogene Markov-Kette mit diskreter Zeit, falls:

e S endlich ist,

o die Ubergangsw’keiten p, ; unabhingig von der Zeit sind (zeithomogen),

o die Zeitschritte diskret sind (diskrete Zeit) und

o die Markov-Bedingung gilt:
Pro[Xn+1 = Snt1 | Xn = Sn, ..., Xo = So| L Pro[Xn+1 = Snt1 | Xn = 8n),
soweit Prq[X, = sn, ..., Xo = so] > 0.

“Speichere nur aktuelle Position, aber nicht, wie man dorthin gekommen ist.”
(wie bei endlichen Automaten)

Irrfahrt im Z?: abzihlbare zeithomogene Markov-Kette mit diskreter Zeit.



Markov-Ketten: Typische Fragestellungen

Langzeitverhalten und Stationdre Verteilung: (nichste Woche)

Wie verhilt sich die Markov-Kette fiir n — oo in Abhdngigkeit von a7
a-pr 227,

Existiert “Gleichgewicht” (stationdre Verteilung) = mit 7 - P = 77
D.h.: Prr[Xo=t]|=... =Prx[Xn =t] = Prx[Xny1 =t] = ...

Ist 7 eindeutig/unabhéngig von a?

Fiir welche Startverteilungen « strebt Markov-Kette zum Gleichgewicht?

Beispiel:



Markov-Ketten: Typische Fragestellungen
Zeitschritte von s nach t unter der Bedingung, dass wir in s starten?
Riickkehrzeit: Ty := min{n > 1| X,, = s} | [Xo = s].
Ubergangszeit: T ; := min{n > 0| X,, =t} | [Xo = ]
Beachte Pr[T, s = 0] = 1 (langweilig).
Vereinheitlichung: 7, ; := min{n > 1: X,, =t} | [Xo = s].
Damit: 75,5 = T fiir s # t und 75, = T +.
(Wieder-/Ersteintrittszeit)
Wertebereich: Ny U {oo}.
Falls ¢ nie erreicht wird bzw. s nie wieder erreicht wird:
Tst = Tsy =minl) = oo, bzw. Ty = 7, s = min{) = oco.
Beachte: T, T ;, 75 sind bedingte ZV, bedingen Startverteilung mit
Pro[Xo=s]=1. Z.B.:

Pr[rs+ = k] = Prlmin{n > 1: X,, =t} | Xo = 9].



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

Veranschaulichung von 7, ;:

@ Falls s = ¢, fiige neuen Zustand 3 ein mit p; o = p, o fiir alle s’ € S.
Betrachte dann 73;.

@® Entferne alle ausgehenden Kanten von t.
© Pr[r.; = k] ist dann die Summe aller Pfade der Linge k von s nach ¢.

Beispiel:

1-p
p 1-p
T1,2° start »é—» start —>|
1-p



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

Bestimme Verteilung von 7, ; auf Ny mittels erzeugender Funktionen.

Gs(2) = Z 2k Prirs: = k.
keNp
Partitionieren der Abliufe (mit Xy = s) nach X; = 5"

Falls s’ = t, nach einem Schritt fertig:

1 firk=1

Prlree =k | X1 =1] = { 0 sonst

Falls s’ # t, Ersteintritt in ¢ ausgehend von s’ in k — 1 Schritten:

Prirg =k —1] firk>1
Prirs: =k | X1 =5'(#1)] = { 0 s | sonst

Mittels Satz der totalen W'keit folgt:

Gs,t(z) =2zZ-'pstt+2- Z GS/,t(Z> * Ps,s’
s'#t



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

Aus Gy y(2) = 2 psg + 2 - Zs’;ﬁt Gy 1(2) - ps,s

folgt mit Pr(7s; < ool = ., Prlrs:e =n] = Gs4(1)

Pr[Ts,t < OO] = Ps,t T+ Z Pr[Ts’,t < OO] * Ps,s’-
s/ #t

und fiir Prir, ; < oo] = 1 mit E[r, 4] = ZneNO n-Prlrg, =n]= G;,t(l):

E[T&t] =1+ Z E[Ts’,t] *Ps,s’-
s’ #t



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

Aus Gy y(2) = 2 psg + 2 - Zs’;ﬁt Gy 1(2) - ps,s

folgt mit Pr(7s; < ool = ., Prlrs:e =n] = Gs4(1)

Pr[Ts,t < OO] =DPst+ Z Pr[Ts’,t < OO] *Ps,s’-
s/ #t
Ankunftsw'keit: fs ¢ := Pr[Ts,; < oo] = Prrs,; < o0] fiir s # .
Riickkehrw'keit: fs := Pr[Ts < oo] = Pr[rs,s < 0.

und fiir Prir, ; < oo] = 1 mit E[r, 4] = ZneNO n-Prlrg, =n]= G;,t(l):

E[Tsi] =1+ Z E[Ts’,t] *Ps,s’-
s’ #t

erwartete Ubergangszeit: h , 1= E[Ts ] = E[7s ] fiir s # t.

erwartete Riickkehrzeit: hs := E[Ts] = E[rs 5].



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

1/2

1/2
&1/2 o~ 1/2 }1\1/2 6
€

1/




Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

1/2

1/2
&1/2 o~ 1/2 Al/Z 6
€

1/

Ubergangszeit 1. 110 = 7. 110:

1 1
Ge110(2) = z2Ge110(2) + =2G1,110(2)

2 2
1 1
G1110(2) = 5205,110(2) + §ZG11,110(Z)

1 1
3% + §ZG11,110(2)

G11,110(2) =
Somit (vgl. A4.4(a)).:
3
Ge10(2) = Ggo—my@—y Priteno <oof =1, E[re 110] = 8
Gi,110(2) = m + %, Pr{ri,110 < o0] = 1, E[r1,110] = 6



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

1/2

1/2
&1/2 o~ 1/2 Al/Z 6
€

1/

Riickkehrzeit: T, = 7. .:

1 1 1 1
GE,E(Z) = 52 + §ZG175(Z) — 52 + 122
1 1 1
Gie(z) = 5% =+ §ZG1175(Z) = 5%
1 1
Giie(z) = §ZG11,5(Z) + §ZG110,5(2) =0
1
GllO,s(z) = §ZG110)5(2) =0

Somit: f. = Pr[r. 110 < o] = 3/4.
Mit positiver W'keit, wird SCC {e, 1} irgendwann verlassen.



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

1/2

1/2
&1/2 o~ 1/2 Al/Z 6
€

1/

Riickkehrzeit: T11 = T11,11:

1 1
Gi111(2) = 52’ + -2G110,11(2) = 52
1
G110,11(2) = §ZG110 11(2) =0

Somit: f11 = PI‘[T11711 < OO} = 1/2.
Mit positiver W'keit, wird SCC {11} irgendwann verlassen.



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

1/2

1/2
&1/2 o~ 1/2 Al/Z 6
€

1/

Riickkehrzeit: T11(] = T110,110-

G110,110(Z) =z

Somit: fi10 = Pr[mi10,110 < 00] = 1, k110 = E[7110,110] =

1.



Markov-Ketten: Riickkehrzeiten und Erreichbarkeit

Klassifikation nach Erreichbarkeit:
e s kommuniziert mit ¢, falls 3n > 0: (P"),,: > 0.
M.a.W.: ¢ ist von s aus im Ubergangsgraphen erreichbar.

e Eine Markov-Kette ist irreduzibel, falls alle Zustinde miteinander
kommunizieren, d.h., falls Vs, ¢t € S3n > 0: (P")s¢ > 0.

M.a.W.: Der Ubergangsgraph ist stark zusammenhzngend (bildet eine SCC).
Klassifikation von Zustianden mittels Riickkehrzeit:
Zustand s ist
e transient, falls Pr[r;,; < oo] < 1.
e positiv-rekurrent, falls Pr[r;; < co] =1 und E[r; ;] < 0.

e null-rekurrent, falls Pr{r;; < co] =1 und E[r; ;] = oco.



Markov-Ketten: Riickkehrzeiten und Erreichbarkeit

Zusammenhang von Riickkehrzeiten und Erreichbarkeit (ohne Beweis):
@ Transiente Zustinde werden mit W'keit 1 nur endlich oft besucht.
Rekurrente Zustande werden mit W'keit 1 unendlich oft besucht.

@® Kommunizierende Zustinde sind vom selben Typ, d.h., alle Zustdnde einer
SCC sind entweder transient oder positiv-rekurrent oder null-rekurrent.

® In einer endlichen SCC sind alle Zustinde entweder transient oder
positiv-rekurrent (siehe auch Lemma 115).

® In einer endlichen Markov-Kette sind die “bottom SCCs"” positiv-rekurrent, die
restlichen SCCs transient.

Insbesondere gibt es stets mindestens einen positiv-rekurrenten Zustand.

(bottom SCC: SCC, welche nur sich selbst erreichen kann.)



Markov-Ketten: Ubergangs- /Riickkehrzeiten

1/2

1/2
&1/2 —~ 1/2 A1/2 6
€

1/2

SCCs: {e, 1}, {11}, {110}.
Bottom SCCs: {110}.
Transient: {e,1,11}.
Positiv-rekurrent: {110}.



