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Kapitel 0 Organisatorisches

@ Vorlesungen:

o Di 14:00-14:45 und Do 14:00-15:30 (PH HS1)
Pflichtvorlesung Grundstudium (Bachelor IN, Bioinformatik)

@ Zentraliibung:

o Di 14:45-15:30 (PH HS1) )
e In den ersten zwei Wochen: keine ZU, stattdessen Vorlesung.

@ Tutoriibung:

o Verschiedene Termine.
e Einschreibung in einer Ubungsgruppe notwendig.

e Umfang: 3V + 2U, 6 Credits
@ Sprechstunde: Nach Vereinbarung.



@ Vorkenntnisse:

e Diskrete Strukturen
e Analysis und lineare Algebra
o (Einfiihrung in die Informatik 1/I1)

o Webseite:
@ http://www7.in.tum.de/um/courses/dwt/ss09/

@ Ubungsleitung:

e Stefan Kiefer und Michael Luttenberger
@ Sekretariat:

e Erika Leber, Ml 03.11.052


http://www7.in.tum.de/um/courses/dwt/ss09/

o Ubungsaufgaben:

o Ausgabe der Ubungsblitter jeweils am Dienstag auf der
Webseite der Vorlesung.
e Alle Ubungsaufgaben sind am darauffolgenden Montag im

Briefkasten handschriftlich abzugeben und werden mit Punkten
bewertet.

e Zweiergruppen sind erlaubt.
e Besprechung in der Zentraliibung und in der Tutoriibung.



@ Evaluierung:

e Im Rahmen der Vorlesung konnen insgesamt

42 Notenpunkte
erreicht werden, die sich auf

Ubungen, Midterm- und Endterm-Klausur
verteilen.
o Ubungen: 2 Punkte.
1 Punkt wenn mindestens 50% aller Punkte aus den
Ubungsblittern erreicht worden sind.
2 Punkte wenn mindestens 75% der Punkte aus den
Ubungsblittern erreicht worden sind.
e Midterm-Klausur am 20. Juni 2009: 12 Notenpunkte.
e Endterm-Klausur am 31. Juli 2009: 28 Notepunkte.



@ Endnote:

Punkte Note
[0,17)  nicht bestanden
[17,19] 4,0
(19,22] 3,7
(22,24] 3,3
(24,26] 3,0
(26,28] 2,7
(28,30] 2,3
(30,32] 2,0
(32,34] 1,7
(34,36] 1,3
(36,42] 1,0




@ Hilfsmittel:

e Bei den Klausuren sind nur ein nicht-programmierbarer
Taschenrechner und ein handbeschriebenes DIN-A4-Blatt

(bitte nicht iiber 40 Zeilen) zugelassen.

@ Wiederholungsklausur:
o Im Oktober findet eine Wiederholungsklausur statt.
e Weder Ubungen noch Midterm-Klausur werden angerechnet.

(neues Spiel)
e Es miissen mindestens 17 aus 40 moglichen Punkten erreicht

werden.



1. Vorlesungsinhalt

@ Endliche Wahrscheinlichkeitsraume
e Wahrscheinlichkeitsraum, Ereignis, Zufallsvariable
e Spezielle Verteilungen
e Ungleichungen von Markov und Chebyshev
@ Unendliche Wahrscheinlichkeitsraume
e Normalverteilung, Exponentialverteilung
e Zentraler Grenzwertsatz
@ Stochastische Prozesse
e Markovketten
e Warteschlangen
@ Statistik

e Schatzvariablen
e Konfidenzintervalle
e Testen von Hypothesen



2. Literatur

1 T. Schickinger, A. Steger:
Diskrete Strukturen - Band 2,
Springer Verlag 2001

s N. Henze:
Stochastik fiir Einsteiger, 5. Auflage
Vieweg, 2004

' M. Greiner, G. Tinhofer:
Stochastik flir Informatiker,

Carl Hanser Verlag, 1996

s H. Gordon:
Discrete Probability,
Springer-Verlag, 1997



1 R. Motwani, P. Raghavan:

Randomized Algorithms,
Cambridge University Press, 1995

3] L. Fahrmeir, R. Kiinstler, |. Pigeot, G. Tutz:
Statistik - Der Weg zur Datenanalyse,
Springer-Verlag, 1997



Kapitel | Einleitung

Was bedeutet Zufall?

@ Der Heilige Augustinus lber die Zeit:

Was also ist die Zeit? Wenn niemand mich danach
fragt, weiBB ich es; wenn ich es jemand auf seine
Frage hin erklaren will, weiB ich es nicht.

@ Pragmatische Sicht: Zufall = mangelndes Wissen.
Bei gewissen Vorgangen wissen wir fiir eine sichere Vorhersage
nicht genug: Ziehung von Lottozahlen, Regenfall liber
Miinchen, Absturz eines informatischen Systems.

@ Es konnen trotzdem probabilistische Vorhersagen gemacht
werden.

@ Ziel der Vorlesung: lernen, korrekte Vorhersagen dieser Art zu
machen und zu identifizieren.



Es wird gewiirfelt ... Am Ende der Vorlesung werden Sie in der
Lage sein, folgende Fragen zu beanworten:

(1) Ein fairer Wiirfel wird 10 Mal geworfen. Mit welcher W'keit
kriegt man

o keine Sechs? (~ 0.162)
o genau 1 Mal eine Sechs? (& 0.323)
o genau 3 Mal eine Sechs? (& 0.155)

(2) Ein fairer Wiirfel wird 600000 Mal geworfen. Mit welcher
W'keit kriegt man mindestens 100100 Sechser? (= 0.36)
(3) Drei fairer Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Mit welcher
W'keit
o betrdgt die Summe der Augenzahlen mindestens 147 (35/216)

o ist die groBte Augenzahl héchstens 37 (1/8)
e sind alle drei Augenzahlen verschieden? (5/9)



(4) Sechs faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 6 nummeriert
und dann gleichzeitig geworfen. Wieviele Wiirfel fallen im
Mittel mit der eigenen Nummer als Augenzahl? (1)

(5) Hundert faire Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W'keit betragt die Summe der Augenzahlen hochstens
3107 (=~ 0.01)

(6) Drei faire Wiirfel werden 1000 Mal gleichzeitig geworfen. Mit
welcher W'keit kriegt man kein einziges Mal drei Sechser?

(=~ 0.01)

(7) 10 faire Wiirfel werden mit den Zahlen 1 bis 10 numeriert und
dann 10000 Mal gleichzeitig geworfen. Das Ergebnis eines
Wurfes kann damit als ein Vektor (ai,...,a19) mit 1 <a; <6
dargestellt werden. Mit welcher W'keit wird sich kein Ergebnis
wiederholen? (& 0.437)



(8) Wie oft muss man einen fairen Wiirfel im Mittel werfen, um

e die erste Sechs
e drei Sechser hintereinander
e alle sechs Augenzahlen mindestens einmal

zu kriegen? (6,258, 14.7)

(9) Anna versucht, das Ergebnis eine Reihe von Wiirfen eines
fairen Wiirfels zu raten. Der Wiirfel wird 600 Mal geworfen.
Wie oft muss Anna das richtige Ergebnis raten, so dass die

W'keit, das es aus Zufall geschieht, hochstens 1% betragt?
(121)

(10) Ein Wiirfel wird 15 Mal geworfen und man bekommt 1 Mal
die eins, 3 Mal die 2, 4 Mal die 3, 3 Mal die 4, 4 Mal die 5
und 0 Mal die 6. Mit welcher Konfidenz kann behauptet
werden, der Wiirfel sei nicht fair? (0.95)

Sie konnen schon heute diese Ergebnisse experimentell bestatigen
oder widerlegen!! (wahrscheinlich haben wir uns hier oder da
verrechnet .. .)



Zufall in der Informatik:

@ Hardware-Fehler konnen durch Zufallsvorgange (z.B.
Strahlung) eintreten.

Zuverlassigkeitsanalyse

@ Download-Zeiten von Web-Seiten, Antwort-Zeiten von
Diensten konnen nicht prazise vorhergesagt werden.

Leistungsanalyse

@ Viele Programme verwenden Zufallsbits, um mit groBer
Wahrscheinlichkeit gewisse Problemsituationen (z.B.
Verklemmungen) zu vermeiden:

Randomisierte Algorithmen



Thema der Vorlesung: Zufallsexperimente

@ Das Experiment wird unter genau festgelegten
Versuchsbedingungen durchgefiihrt.

@ Die Menge der moglichen Ergebnisse (Ausgange) ist vor der
Durchfiihrung des Experimentes bekannt.

@ Das Experiment kann zumindest prinzipiell beliebig oft unter
gleichen Bedingungen wiederholt werden.



Mathematische Modellierung von Zufallsexperimenten

Drei faire Wiirfel werden geworfen. Was ist die W'keit,
dass insgesamt liber 12 Augenzahlen angezeigt werden?

@ Die Menge der moglichen Ausgange wird aus der
Beschreibung gewonnen.

Ausgange: (1,1,1),...,(6,6,6)

@ Die W'keiten der Ausgange werden ebenfalls aus der
Beschreibung gewonnen.
Pr[(1,1,1)] = ... =Pr[(6,6,6)] = 515

@ Die Frage, die uns interessiert, wird auf die Berechnung der
W'keit einer Menge von moglichen Ausgangen reduziert.

Prl{(5,4,4),(4,5,5),...,(6,6,6)}]

@ Zwei Fehlerquellen: falsche Modelle und falsche
Berechnungen!



@ Die Reduktion der Frage auf W'keiten ist nicht immer so direkt.

Drei faire Wiirfel werden geworfen. Sollte man
folgende Wette eingehen? Wenn insgesamt liber 12
Augenzahlen angezeigt werden, gewinnt man 1
Euro. Sonst verliert man 2 Euro.



Kapitel Il Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1. Grundlagen
Definition 1

© Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist durch eine
Ergebnismenge 2 = {w1,ws, ...} von Elementarereignissen
gegeben.

@ Jedem Elementarereignis w; ist eine
(Elementar-)Wahrscheinlichkeit Pr|w;] zugeordnet, wobei wir

fordern, dass 0 < Pr|w;] <1 und

Z Prlw] = 1.

wel?



© Eine Menge E C (2 heillt Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit
Pr|E] eines Ereignisses ist durch

Pr[E] := ) Prluw]

wek

definiert.
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Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Mit welcher W'keit betragt die

Gesamtzahl der Augen 107

Beispiel 2



@ Die Wahrscheinlichkeit Pr|(z, j)] eines jeden
Elementarereignisses (¢, 7) ist %.

@ Die Wahrscheinlichkeit Pr[E] des Ereignisses

E = {Die Gesamtzahl der Augen ist 10}

. 1
ISt 19



Wir hatten aber auch folgendermaBBen modellieren konnen:
Q0 ={2,3,4,...,10,11,12}

Die Wahrscheinlichkeit der Elementarereignisse muss nun sorgfaltig
modelliert werden:

o Pr[2] = &
o Pr4] =5
o Pr[7] =

Achtung: Pr(n) = - fiir alle n € {2,...12} ist aus
mathematischer Sicht zulassig, jedoch ein falsches Modell dieses
Problems. Es entspricht nicht dem, was man unter “faire Wiirfel”
versteht!



Mehrstufige Experimente:

@ Experimente bestehen oft aus Teilexperimenten, die der Reihe
nach durchgefiihrt werden.

@ Welches Teilexperiment als nachstes durchgefiihrt wird, kann
vom Ausgang des vorigen Teils abhangen.

@ Elementarereignisse = mogliche Sequenzen von
“Teilereignissen” .

@ Daumenregel: die W'keit eines Elementarereignisses ist das
Produkt der W'keiten der Teilereignisse.



Beispiel 3

Eine faire Miinze wird geworfen. Zeigt sie Kopf, werden zwei faire
Wiirfel geworfen. Zeigt sie Zahl, wird nur ein fairer Wiirfel
geworfen. Was ist die W'keit, hochstens 4 Augen zu bekommen?

Q={k(1,1),...,k(6,6),z1,z6}

W'keiten der Elementarereignisse:

o Prk(1,1)] =3~ %
o Prlk(6,6)] =3 5
o Pr[z3] =13 4
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Mehrstufige Experimente konnen als Baume visualisiert werden.
Die Elementarereignisse sind die Pfade des Baumes.

1/6

1/36
(1,1) (6,6)

Jeder Knoten reprasentiert ein Ereignis (die Menge der Pfade, die
den Knoten besuchen). Frage: Welche W'keit hat dieses Ereignis?



Beispiel 4

Eine faire Miinze wird so lange geworfen, bis die gleiche Seite
zweimal hintereinander fallt. Mit welcher W'keit ist die Anzahl der

Wiirfe gerade?

Dann ist
Q) = {kk, zz, kzz, zkk, kzkk, zkzz...}

Die W'kelit eines Elementarereignisses der Lange n betragt 27".
Es gilt:
Pr|gerade| = Pr|kk| + Pr|zz] + Pr[kzkk] + ...



Visualisierung als Baum:

1/2 1/2
k v/
1/2 1/2 1/2 1/2
k Z k 4

1/2 172 172 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2



Beispiel 5 (Forts.)

Ein “abstrakteres” Modell kann durch Biindelung gewonnen
werden: die Elementarereignisse sind nun die Anzahlen der Wiirfe.

O=N={2,3,4...}.

Ein Elementarereignis dieses Modells entspricht einer Menge von
Elementarereignissen des ersten Modells.

Frage: Was sind die W'keiten der einzelnen Elementarereignisse?



Beispiel 5 (Forts.)

Pr[(kz)"~Vkk] + Pr[(zk) "~V zz]

(-

Pr|gerade] = ZPI‘[Z@']
i=1

o0 1 29—1 2
- Z(z) =3

1=1

Pr|27]



Beispiel 6 (Das Ziegenproblem)

Sie nehmen an einer Spielshow im Fernsehen teil, bei der Sie eine
von drei verschlossenen Tiiren auswahlen sollen. Hinter einer Tiir
wartet der Preis, ein Auto, hinter den beiden anderen stehen
Ziegen. Sie zeigen auf eine Tiir, sagen wir Nummer eins. Sie bleibt
vorerst geschlossen. Der Moderator weiB3, hinter welcher Tiir sich
das Auto befindet; mit den Worten “lch zeige lhnen mal was”
offnet er eine andere Tiir, zum Beispiel Nummer drei, und eine
meckernde Ziege schaut ins Publikum. Er fragt: “Bleiben Sie bei
Nummer eins, oder wahlen sie Nummer zwei? "

Frage: Welche Tiir hat bessere Chancen?

@ Nummer eins.
@ Nummer zwel.

@ Beide gleich.



Beispiel 6 (Forts.: Modellierung des Ziegenproblems 1)

Wir vergleichen zwei Experimente: Im ersten Experiment bleiben

Sie immer bei der Tiir, die Sie gewahlt haben. Im zweiten Modell
wechseln Sie immer die Tiir.

Annahmen: Das Auto wird mit W'keit 1/3 hinter Tiir 1, 2, oder 3
gestellt. Sie wahlen eine Tiir mit W'keit 1/3. Wenn der Moderator

zweil Turen aufmachen kann, dann wahlt er eine Tir mit W'keit
1/2.

Elementarereignis: (  Tir-des-Autos
|hre-erste-\Wahl
Wahl-des-Moderators
lhre-zweite-Wahl
Ergebnis )



Beispiel 6 (Forts.: Modellierung des Ziegenproblems 1)

@ Experiment “lch bleibe bei meiner ersten Wahl”

Oy = {(11214),(1131A4),(12327),...,(3323 A)}

Pr[(1121A4)] =2 -2 -5 Pr[(12314)] =33



Beispiel 6 (Forts.: Modellierung des Ziegenproblems 1)
@ Experiment “lch wechsle”

Qp=1{(11232),(11322),(12314),...,(33212)}

N @
N
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> @
> @
N
N
> @
> @
> @
N
N

Pr|Auto]

|
L]\



Beispiel 6 (Forts.: Modellierung des Ziegenproblems 1)

@ Wir gewinnen ein abstrakteres Modell des Experiments “lch
wechsle” durch Aggregation.

@ Alle Sequenzen, in denen Sie eine falsche Tiir am Anfang
wahlen, werden aggregiert. In diesen Sequenzen gewinnen Sie
immer das Auto.

@ Alle Sequenzen, in denen Sie die richtige Tiir am Anfang
wahlen, werden aggregiert. In diesen Sequenzen gewinnen Sie
nie das Auto.



Beispiel 6 (Forts.: Modellierung des Ziegenproblems II)

2, = {Richtig.Ziege, Falsch.Auto}

1/3 2/3
Richtig Falsch
1 1
[ o
Ziege Auto

\V)

Pr|Auto] = Pr|Falsch.Auto] = 3.



E heiBt komplementires Ereignis zu E.

Allgemein verwenden wir bei der Definition von Ereignissen alle
bekannten Operatoren aus der Mengenlehre. Wenn also A und B
Ereignisse sind, dann sind auch AUB, ANB, A\ B etc.
Ereignisse.

Zwei Ereignisse A und B heiBen disjunkt oder auch unvereinbar,
wenn AN B = ( gilt.



Viele mehrstufige Zufallsexperimente konnen graphisch mit
Markov-Diagrammen dargestellt werden.

Definition 7

Ein Markov-Diagramm D = (@, E, §) besteht aus einer endlichen
Menge () von Zustanden, einer Menge T' C () X () von
Transitionen, und einer W'keitsfunktion o, die jede Transition ¢
einer Zahl 0 < §(t) < 1 zuordnet und Folgendes erfiillt:

> gy =1

{reQl(q,r)eT}

0,2

0,1



Wir zeigen, wie W'keitsraume aus Markov-Diagramme gewonnen
werden konnen.

Ein (endlicher) Pfad von D ist eine endliche Sequenz qoq; . - . qx
von Zustianden mit £ > 0 und (g;,q;+1) € T firalle 0 <i < k — 1.
(Ein Zustand darf mehrmals in einem Pfad vorkommen.)

Die Lange von qoq; ... qx ist k.

Einen Pfad m = qoq; ... qx von D ordnen wir einer W'keit Pr|rx]:
wenn m = qg, dann Pr[x] = 1; wenn 7 # ¢g, dann

n—1
Pr(r] = || 6(ai, qis1)
i=0

Fiir eine Menge II von Pfaden definieren wir Pr|Il] = Z Pr|m].
mell



Satz 8

Seien q,r Zustande eines Markov-Diagramms mit der Eigenschaft:
jeder Zustand liegt auf mindestens einen Pfad von q nach r.

Sei IT}, die Menge aller Pfaden des Diagramms von q nach r. Dann
Pr{Il;] = 1.

Bewels:

Fir jeden Zustand z und jedes k > 0, sei 11, ;, die Menge der
Pfaden aus z der Lange k, und seien Hi)k (Hg,k) die Pfaden aus
II, ., die r besuchen (nicht besuchen). Wir haben:

(1) Fiir alle z und alle £ > 0: Pr|II, ;] = 1.
Beweis: Einfache Induktion uber k.

(2) Sei n die Anzahl der Knoten von D. Es gibt ein ¢ > 0, so dass
fiir jeden z gilt: Pr[IT} ] > €.
Beweis: weil 11, ,, immer mindestens einen Pfad enthalt, der r
besucht (denn r ist aus jedem Zustand erreichbar).



Beweis (Forts.):

(3) Pr[IIy ] <1—¢, Pr[HS)Qn] < (1 —€)? und, allgemein,
Pr[IT) .. < (1 —€)* fiir alle & > 0.

Beweis: aus (1) und (2) durch Induktion tiber & > 0.

Aus (1)-(3) folgt:

Pr(Ij] = lim Pr{ll ]
= lim (1-Pr[l,)])  (wegen (1))
> lim(1—(1—€e)% =1 (wegen (3))

k— o0



Beispiel 9

Ein Wiirfel wird geworfen, bis dreimal hintereinander eine Sechs
geworfen wird. Die Sequenzen von Wiirfen, die mit drei Sechsen
Enden, konnen durch ein Markov-Diagramm dargestellt werden.

Mit Satz 8 gewinnen wir einen W'keitsraum fiir die Pfaden von 0
nach 3.

5/6 5/6
([ DG
1/6 1/6 1/6




Definition 10

Ein Wahrscheinlichkeitsraum mit 2 = {w1,...,w,} heiBt endlicher
Wahrscheinlichkeitsraum.

Bei unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumen werden wir oft nur den
Fall {2 = Ny betrachten. Dies stellt keine groBe Einschriankung dar,
da wir statt einer Ergebnismenge 2 = {wy,ws, ...} auch Ny als
Ergebnismenge verwenden konnen, indem wir w; mit ¢ — 1
identifizieren. Wir sagen, dass durch die Angabe der
Elementarwahrscheinlichkeiten ein Wahrscheinlichkeitsraum auf €2

definiert ist.



Lemma 11

Fiir Ereignisse A, B, A1, Ao, ... gilt:

@ Pr[0] =0, Pr[Q] = 1.

Q@ 0<Prl4] <1.

© Pr[A] =1 - Pr[A].

© Wenn A C B, so folgt Pr|A] < Pr|B].



Lemma 11 (Forts.)

© (Additionssatz) Wenn die Ereignisse Ay, ..., A, paarweise

disjunkt sind (also wenn fiir alle Paare i # j gilt, dass
AiNA;=0), so folgt

n

U4

1=1

Pr

=) Pr[A].
i=1
Fiir disjunkte Ereignisse A, B erhalten wir insbesondere

Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] .

Fiir eine unendliche Menge von disjunkten Ereignissen Ay, Ao, . ..

gilt analog

Pr

U
i=1

= Z Pr[A;] .



Bewels:

Die Aussagen folgen unmittelbar aus Definition 1, den
Eigenschaften der Addition und der Definition der Summe.



Eigenschaft 5 in Lemma 11 gilt nur fiir disjunkte Ereignisse. Fiir
den allgemeinen Fall erhalten wir folgenden

Satz 12 (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Exklusion)
Fiir Ereignisse Ay, ..., A, (n > 2) gilt:

n

U4

1=1

Pr

— Z PI‘[Az] — Z Pr[Ai1 M A’Lz] T —
i=1

1<11<12<n

+ (=D Y Pr[dg NN A+ -

1<i1<...<i;<n
+ (=" 1. PrlAin...NnA4,].



Satz 12 (Forts.)

Insbesondere gilt fiir zwei Ereignisse A und B
Prl[AU B| = Pr|A| + Pr|B| — Pr|[AN B] .
Fiir drei Ereignisse A1, As und As erhalten wir

Pr[A; UAs U As] = Pr[A;] + Pr[As] + Pr[As3]
—Pr[A; N As] — Pr[A; N As]
—Pr[As N As]
+Pr[A; N Ay N A3 .




Bewels:

Wir betrachten zunachst den Fall n = 2. Dazu setzen wir
C:=A\B=A\ (AN B). GemaB dieser Definition gilt, dass C
und AN B sowie C und B disjunkt sind. Deshalb konnen wir
Eigenschaft 5 von Lemma 11 anwenden:

Pr[A] = Pr[CU (AN B)] =Pr[C] + Pr[AN B].
Wegen A U B = C'U B folgt daraus

Pr[AU B] = Pr|C U B] = Pr|C] 4+ Pr|B] =
Pr|A] — Pr[A N B] + Pr|B]

und wir haben die Behauptung fiir n = 2 gezeigt.
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Beweis (Forts.):

Der Fall n = 3:

Man beachte, dass durch die im Satz angegebene Summe jedes

Flachenstiick insgesamt genau einmal gezahlt wird.



Beweis (Forts.):

Der allgemeine Fall kann nun durch Induktion iiber n gezeigt
werden (was wir aber hier nicht ausfiihren!).

Satz 12 findet man manchmal auch unter der Bezeichung Satz von
Poincaré-Sylvester, nach dem Franzosen

Henri Poincaré (1854-1912)

und dem Englander

James Joseph Sylvester (1814-1897)

benannt.



Boolesche Ungleichung:

Die folgende Abschitzung ist nach George Boole (1815-1864)
benannt:

Korollar 13
Fiir Ereignisse A4, ..., A, gilt

n

U4

1=1

n

Pr < ZPI[Ai] :
i=1

Analog gilt fiir eine unendliche Folge von Ereignissen Ay, Ao, ...

dass . .
i=1 i=1




Bewels:

Zunachst betrachten wir die linke Seite der Ungleichung fiir den
endlichen Fall und erhalten

Pr U Al = Z Pr|w] .
=1 welli—y Ai
Fiir die rechte Seite gilt
> PriA] =) > Prw].
=1 1=1 weA;

Jedes Elementarereignis kommt links also genau einmal und rechts
mindestens einmal vor. []



1.1 Wahl der Wahrscheinlichkeiten

Frage: Wie konnen Wahrscheinlichkeiten sinnvoll festgelegt
werden?

Prinzip von Laplace (Pierre Simon Laplace (1749-1827)):
Wenn nichts dagegen spricht, gehen wir davon aus, dass alle
Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind.

Also:

_ |

Pr|E| = Q

Was bedeutet “wenn nichts dagegen spricht”?

So was wie: Nach unserem Kenntnis der Gesetze (physikalische,
psychologische, soziologische ... ), die das Ergebnis des
Experiments bestimmen, wird kein Elementarereignis “bevorzugt”.



Und wenn etwas dagegen spricht?

Definition 14

absolute Haufigkeit von E

lative Haufigkeit von £ :=
relative raurigkelt von Anzahl aller Beobachtungen

Anzahl Eintreten von E
Anzahl aller Beobachtungen

Um die W'keiten zu wahlen: Wiederhole das Experiment und wahle
die relativen Haufigkeiten.

Basiert auf das Prinzip:

Wenn man das gleiche Zufallsexperiment sehr oft
wiederholt, konvergieren die relativen Haufigkeiten der
Ereignisse gegen deren Wahrscheinlichkeiten.



1.2 Historische Anfiange der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die ersten Hinweise auf mathematische Untersuchungen zu
Problemen der Wahrscheinlichkeitstheorie finden sich in einem
Briefwechsel zwischen den franzosischen Mathematikern

Pierre Fermat (1601-1665)
und

Blaise Pascal (1623-1662).

Pascal beschiftigte sich neben der Mathematik auch mit
Fragestellungen aus dem Bereich der Physik und auch aus der
Informatik! Sein Vater hatte als Steuerinspektor in Rouen
umfangreiche Rechnungen durchzufiihren und so wurde Pascal zum
Bau einer mechanischen Rechenmaschine, der so genannten
Pascaline, motiviert.



In dem Briefwechsel taucht bereits der Ansatz Pr|E| = |E|/|}| zur
Berechnung der Wahrscheinlichkeit von E auf. Auch den Begriff
des Erwartungswerts kann man dort schon finden. Weder Fermat
noch Pascal publizierten ihre Uberlegungen zur
Wahrscheinlichkeitstheorie. Der Niederlander

Christiaan Huygens (1629-1695)

entwickelte ebenfalls Methoden zum Arbeiten mit
Wahrscheinlichkeiten aus. Er publizierte im Jahre 1657 auch eine
kleine Arbeit mit dem Titel ,,De ratiociniis in ludo aleae” (Uber die
GesetzmaBigkeiten beim Wiirfelspiel).



2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 15

A und B spielen Poker (52 Karten, 5 Karten pro Spieler, keine
getauschten Karten).

A halt vier Asse und eine Herz Zwei in der Hand. B kann dieses
Blatt nur tiberbieten, wenn er einen Straight Flush (fiinf Karten
einer Farbe in aufsteigender Reihenfolge) hat. Die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

I :=, B hat einen Straight Flush" betragt

WPl 3-847 0 31

Tl T (%) 1533939

Pr[F] 2,02..-107°.



Beispiel 15 (Forts.)

A hat die Karten allerdings gezinkt und weil3, dass B nur Kreuz in
der Hand halt. Bezeichne nun €’ den Wahrscheinlichkeitsraum
aller Moglichkeiten fiir B und I’ das Ereignis, dass B einen
Straight Flush der Farbe Kreuz hat:

F’ 8 8

Pr[F'] = ] = ——=—~0,011!

T () 92

Wir sagen: Die W'keit, dass B einen Straight Flush hat, unter der
Bedingung, dass B nur Kreuz in der Hand halt, betragt % und

schreiben

Pr|B hat SF | B hat nur Kreuz] = —



Definition 16

A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] von A gegeben B ist definiert als

Pr|A N B
Pr|B]|

Pr[A|B] :=

Eigenschaften:
@ Pr|B|B| =1,

Q@ Pr|A|Q] = Pr[A];
© fiir festes B ist Pr|A|B] proportional zu Pr[A N Bj.



Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr[-|B] bilden fiir ein
beliebiges Ereignis B C €2 mit Pr[B] > 0 einen neuen
Wahrscheinlichkeitsraum tiber ).

Es ist leicht nachzurechnen, dass dadurch die Definition eines
diskreten Wahrscheinlichkeitsraums erfiillt ist:

B PrlwnB] Prlw]  Pr[B]
2 FrlelBl = Pr[B] 2 Dr(B|  PrB|

weld wel? weB

Damit gelten alle Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten auch fiir
bedingte Wahrscheinlichkeiten. Beispielsweise:

Pr[d|B] = 0 sowie Pr[A|B] = 1 — Pr[A|B] .



Beispiel 17 (Reskalierung bei bedingten Wahrscheinlichkeiten)

Betrachte folgenden gezinkten Wiirfel:

0,7
7 I I I I I I
Pr(z] ——

0.6 berveee ]
4

05 bt ]
7

O A b ]
7

03 Foooeieiann. P ]
7

02 booevveinnnnn, O ]
4

[ T T Y P P ]
7

OO I I I I I I

4




Beispiel 17 (Forts.)

Wir betrachten nun den durch B := {3,4,5} gegebenen bedingten
Wahrscheinlichkeitsraum:

0,7
0,6
0,5
04
0,3
0,2
0,1

0,0

0,7
0,6
0,5
04
0,3
0,2
0,1

0,0

" Prfz|B] ——
] ] ]
4 5 6




Was genau war die Bedingung?

Beispiel 18 (Zweikinderproblem)

Wir nehmen an, dass bei der Geburt eines Kindes beide
Geschlechter gleich wahrscheinlich sind. Wir wissen, dass eine
bestimmte Familie zwei Kinder hat und eines davon ein Madchen

ist. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder der
Familie Madchen sind?

Natiirlich 3.

Wirklich?



Beispiel 18 (Forts.)

Eigentlich gilt:
2 :={mm,mj,jm, jj}

und
M = {mm,mj,jm} .

Wir bedingen auf M, und damit gilt fiir A := {mm}:

S PrAnM] 174 1
PHAIM]) = == =5 = 5




Haufig verwendet man die Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit in der Form

Pr|AN B] = Pr|B|A] - Pr|A] = Pr[A|B]| - Pr|B] . (1)

Damit:

Satz 19 (Multiplikationssatz)

Seien die Ereignisse A4, ..., A, gegeben. Falls
Pr[A;N...NA,] > 0 ist, gilt

PI‘[Alﬂ...ﬂAn] =
PI’[Al] . PI'[AQ‘Al] . PI‘[Ag’Al M AQ] .
L Pr[AnJAin. N A,_i].



Bewels:

Zunachst halten wir fest, dass alle bedingten Wahrscheinlichkeiten
wohldefiniert sind, da
Pr(A1] > Pr[A1NAs] > ... >Pr[A1Nn...NA,] > 0.

Die rechte Seite der Aussage im Satz kdnnen wir umschreiben zu

Pr[Al] PI‘[Al M AQ] PI‘[Al N As N Ag] PI‘[Al MN...N An]
1 Pl“[Al] Pl“[Al M AQ] o Pl“[Al MN...N An—l] .

Offensichtlich kiirzen sich alle Terme bis auf Pr[A;N...NA,]. O



Beispiel 20 (Geburtstagsproblem)

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-kopfigen
Gruppe zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben?

Umformulierung:
Man werfe m Balle zufallig und gleich wahrscheinlich in n Korbe.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Experiment
jeder Ball allein in seinem Korb liegt?

Fiir das Geburtstagsproblem: n = 365



Offensichtlich muss m < n sein, damit iiberhaupt jeder Ball allein
in einem Korb liegen kann.

Wir nehmen an, dass die Balle nacheinander geworfen werden.
A; bezeichne das Ereignis , Ball 7 landet in einem noch leeren
Korb”. Das gesuchte Ereignis , Alle Balle liegen allein in einem
Korb*“ bezeichnen wir mit A. Nach Satz 19 konnen wir Pr|A]
berechnen durch

PrlA] = Pr[Nn2 A
Pr[A;] - Pr[As|A1] - ... - Pr[A,| Nt A

Unter der Bedingung, dass die ersten 5 — 1 Balle jeweils in einer
leeren Urne gelandet sind, bedeutet A;, dass der j-te Ball in eine
der n— (j — 1) leeren Urnen fallen muss, die aus Symmetriegriinden
jeweils mit derselben Wahrscheinlichkeit gewahlt werden.



Daraus folgt

n_<j_1>:1_
n n

jg—1

Mit der Abschatzung 1 — x < e™* und wegen Pr|A;] = 1 erhalten
wWir

< H o—(G=D/n _ ~1/n) 3700



1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

] ] ] 1 I ]
50 100 150 200 250 300 350

von f(m) fiir n = 365

Verlauf



Beispiel 21 (Die Lottosensation am 29.6.1995)

Stuttgart (dpa/Isw). Die Staatliche Toto-Lotto GmbH in
Stuttgart hat eine Lottosensation gemeldet: Zum ersten Mal in der
40jahrigen Geschichte das deutschen Zahlenlottos wurden zwei
identische Gewinnreihen festgestellt. Am 21. Juni dieses Jahres
[3016te Ausspielung] kam im Lotto am Mittwoch in der Ziehung A
die Gewinnreihe 15-25-27-30-42-48 heraus. Genau die selben
Zahlen wurden bei der 1628. Ausspielung im Samstaglotto schon
einmal gezogen, namlich am 20. Dezember 1986. Welch ein
Lottozufall: Unter den 49 Zahlen sind fast 14 Millionen
verschiedene Sechserreihen maoglich.

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, daBB die erste Wiederholung
einer Gewinnreihe (13,983,816 verschiedene Sechserreihen)
spatestens bei der 3016te Ausspielung auftritt?

Antwort: Ca. 1 — 6—3016-3015/27967632 ~ 1 — 6_0'325 ~ 0.278
: : ,



Ausgehend von der Darstellung der bedingten Wahrscheinlichkeit
in Gleichung 1 zeigen wir:

Satz 22 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)

Die Ereignisse A1, ..., A, seien paarweise disjunkt und es gelte
B C A U...UA,. Dann folgt

Pr[B] = ZPr[B\Ai] . Pr[4;] .

Analog gilt fiir paarweis disjunkte Ereignisse A, Ao, ... mit
B C U2, Ai, dass

Pr[B] = ZPr[B\Ai] . Pr[4;] .



Bewels:
Wir zeigen zunachst den endlichen Fall. Wir halten fest, dass

B=(BNnA)U...U(BNA,).

Da fiir beliebige ¢, j mit ¢ # j gilt, dass A; N A; = (), sind auch die
Ereignisse B N A; und BN A; disjunkt. Wegen (1) folgt

Pr([B N A;] = Pr|B|A;] - Pr|A;]| (auch fiir den Fall, dass

Pr|A;] = 0!). Wir wenden nun den Additionssatz (Lemma 5) an

Pr|B| =Pr[BNAi|+...+Pr|[BNA,| =
Pr|B|A:] - Pr|Ai] + ...+ Pr[B|A,| - Pr|A,]

und haben damit die Behauptung gezeigt. Da der Additionssatz
auch fiir unendlich viele Ereignisse Ay, Ao, ... gilt, kann dieser
Beweis direkt auf den unendlichen Fall libertragen werden. []



3. Unabhangigkeit

Bei einer bedingten Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] kann der Fall
auftreten, dass die Bedingung auf B, also das Vorwissen, dass B
eintritt, keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit hat, mit der wir
das Eintreten von A erwarten. Es gilt also Pr|A|B] = Pr[A], und
wir nennen dann die Ereignisse A und B unabhangig.



Beispiel 23 (Zweimaliges Wiirfeln)

Q= {(i,5)|1<4,j <6},

Alle Elementarereignisse erhalten die Wahrscheinlichkeit % (faire
Wiirfel) Wir definieren die Ereignisse

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade,
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade,
C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7.

Es gilt Pr[A] = Pr[B] = 5 und Pr[C] = . Wie groB ist Pr[B|A]?



Beispiel 23 (Forts.)

Nach unserer Intuition beeinflusst der Ausgang des ersten Wurfs
den zweiten Wurf nicht. Daher gewinnen wir durch das Eintreten
von A keine Information in Bezug auf das Ereignis B hinzu:

BNA=1{(22),(24),(26),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,4), (6,6)}.

Daraus folgt

Pr[B|A] = -

IﬂBﬂA]_%
Pr|A] 5

Das Eintreffen des Ereignisses B hat mit dem Ereignis A , nichts

zu tun'.



Definition 24
Die Ereignisse A und B heien unabhangig, wenn gilt

Pr|A N B] = Pr|A] - Pr|B] .

Falls Pr[B] # 0, so konnen wir diese Definition zu

_ Pr|AN B]

Pr|A] Pr(B]

— Pr[A|B]

umschreiben.



Beispiel 23 (Zweimaliges Wiirfeln, Forts.)

Zur Erinnerung:

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade,
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade,

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7.

Bei den Ereignissen A und B ist die Unabhangigkeit klar, da
offensichtlich kein kausaler Zusammenhang zwischen den
Ereignissen besteht. Wie steht es mit A und C7?

ANC =1{(2,5),(4,3),(6,1)}
und damit

Pr[AﬂC]:i:

26 = Pr[A] - Pr[C] bzw. Pr[C|A] = Pr[C] .

DO | —
| =



Beispiel 23 (Forts.)
Also sind auch A und C' (und analog B und C') unabhingig.

Bemerkung: Im Beispiel ist ANC # 0.

Es gilt sogar allgemein fiir zwei unabhangige Ereignisse A und B
mit Pr[A], Pr|B] > 0, dass sie gar nicht disjunkt sein kdnnen, da
ansonsten

0 = Pr[()] = Pr[A N B] # Pr[A] - Pr[B] .



Beispiel 23 (Zweimaliges Wiirfeln (Forts.))

Zur Erinnerung:

A := Augenzahl im ersten Wurf ist gerade,
B := Augenzahl im zweiten Wurf ist gerade,

C := Summe der Augenzahlen beider Wiirfe betragt 7.

Wir betrachten das Ereignis AN BN C. Wenn AN B eintritt, so
sind beide gewiirfelten Augenzahlen gerade und somit ergibt auch
die Summe davon eine gerade Zahl. Daraus folgt

Prl[AN BN CJ] =0 bzw. Pr[C|AN B] = 0 # Pr|[C]. Das Ereignis
A N B liefert uns also Information iiber das Ereignis C.



Definition 25

Die Ereignisse Aq, ..., A, heiBen unabhangig, wenn fiir alle
Teilmengen I C {1,...,n} mit I = {i1,...,4} gilt, dass

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit ¢ € N heiBt
unabhangig, wenn (2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.



Lemma 26

Die Ereignisse A1, ..., A, sind genau dann unabhingig, wenn fiir
alle (s1,...,sn) € {0,1}" gilt, dass

Pr[AS' (... N A%] = Pr[AS'] - ... Pr[A%"], (3)

wobei A,? = A; und A,L-1 — A;.



Bewels:

Zunachst zeigen wir, dass aus (2) die Bedingung (3) folgt. Wir
beweisen dies durch Induktion iiber die Anzahl der Nullen in
S1,...,8,. Wenn s; = ... =35, =1 gilt, so ist nichts zu zeigen.
Andernfalls gelte ohne Einschrankung s; = 0. Aus dem
Additionssatz folgt dann

Pr[A1NAZN...NA>M = Prl[A2nN...N A"
—Pr[A1 N AP N...NA"].

Darauf konnen wir die Induktionsannahme anwenden und erhalten

Pr[A1 N A2 N...N A"

= Pr[A?] - ... - Pr[AJ"] — Pr[A;] - Pr[A?] - ... Pr[AJ"]
= (1 — Pr[A4]) - Pr[A5?] - ... Pr[ASn],

woraus die Behauptung wegen 1 — Pr[A4;] = Pr[4;] folgt.



Beweis (Forts.):

Fiir die Gegenrichtung zeigen wir nur, dass aus (3)
Pr[A; N As] = Pr[A;] - Pr[As] folgt. Es gilt wegen des Satzes von
der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

Pr[Al M AQ] — Z PI'[A]_ M A2 M Ag?’ MN...N Afbn]
Sg,...,SnE{O,l}
= Y Pr[Aq] Pr[Ay] - Pr[A$] - ... Pr[A}]
s3,.. ,SnE{O 1}
= Pr[A;] - Pr[As] - > PrlA$]-...- Y Pr[A}]
s3=0,1 sn=0,1
= Pr[A;] - Pr[As],

und es folgt die Behauptung. []



Aus der Darstellung in Lemma 26 folgt die wichtige Beobachtung,
dass fiir zwei unabhangige Ereignisse A und B auch die Ereignisse
A und B (und analog auch A und B bzw. A und B) unabhingig

sind!

Ebenso folgt:



Lemma 27

Seien A, B und C unabhangige Ereignisse. Dann sind auch AN B
und C' bzw. AU B und C' unabhangig.

Bewels:

Zur Unabhangigkeit von A N B und C siehe das vorangehende
Beispiel.

Aus

Pr[(AUB)NC] = Pr[(ANnC)u(BNC)]
= Pr[ANC]|+Pr[BNC|]—Pr[ANBNC]
= Pr|C] - (Pr[A] + Pr[B] — Pr|[AN BJ)
= Pr[AU B] - Pr|C]

folgt die Unabhangigkeit von AU B und C. ]



4. Satz von Bayes

Satz 28 (Satz von Bayes)

Die Ereignisse Ay, ..., A, seien paarweise disjunkt, mit Pr[A;] > 0
flir alle 5. Ferner sei B C Ay U...U A,, ein Ereignis mit
Pr[B] > 0. Dann gilt fiir ein beliebigesi =1,...,n

_ Pr[A;,nB]  Pr[B|A;] - PrA;]
PP = h B T S PiBIA] - PrA]

Analog gilt fiir paarweis disjunkte Ereignisse A1, Ao, ...
mit B C | J.2, A;, dass

_ Pr[A;nB]  Pr[B|4;]- Pr[A)]
PP = TR B T S PeBIA,] - Pr(4,]




Seien K1, ..., K, Krankheiten und Sq,...S,, Symptome.

Wir definieren Ereignisse:

K; = Der Patient hat die Krankheit IC;
S; = Der Patient zeigt das Symptom §;

Eine Belegung der Symptome ist ein Element von {0,1}"". Jedem
Patient kann eine Belegung zugeordnet werden, die angibt, welche

Symptome im Patient vorhanden (B(j) = 1) und abwesend
(B(7) = 0) sind.



Wir definieren: B = Der Patient zeigt die Belegung B . Es gilt
B = ﬂ;”zl U,;, wobei

. S; falls B(5) =1
71 S, sonst

Der Satz von Bayes kann nun mit A; = K; angewendet werden,
unter der Annahme, dalB der Patient eine und genau eine der
Krankheiten K1, ..., K, hat.



Im Spezialfall, in dem die Ereignisse S1 N K;, ..., S, N K;
paarweise unabhangig sind fiir alle 1 <7 < n erhalten wir

= Pr[(( ) Ux) N K]
k=1

= ﬁUkﬂK

Ungbh. Uk N K]

s ||::]3

= Pr[K]™ | | Pr(Ul K]
k=1

=
|
—_



Durch Einsetzen im Satz von Bayes:

Prfi B] = < n o iy P

> j—1 PrK;]™ H?1PT[U1€!K]

mit

o[ Pr[Si|Ki] falls B(k) =
Pr|Uy|K;] = { 1 — Pr[Si|K;] sonst



Beispiel 29 (Diagnose von Hirntumoren)

Microscopic description: The H&E sections show a tumor with a
predominately papillary or filiform architecture (Figures 2 and 3).
The cells are arranged in a pseudocolumnar fashion forming
perivascular palisades about a fibrovascular core. There is marked
nuclear pleomorphism with many bizarre nuclei, and a brisk mitotic
rate (Figure 4), the nucleoli are indistinct. In areas, the papillary
configuration gives way to patternless sheets of cells interrupted by
zonal necrosis. Focally, the tumor cells surround microcavities
which are either optically empty or contain “wisps’ of eosinophilic
fibrillary material. Confluent calcospherites are focally prominent.
Vascular endothelial proliferation is present. Foci of glial frame
indicate invasiveness. Rests of native plexus are occasionally
encountered.



Beispiel 0 (Forts.: A priori Wahrscheinlichkeiten)

Diagnose

Wahrscheinlichkeit

Grade |

Grade |l
Grade Il
Grade IV

0.25
0.25
0.20
0.30




Beispiel 0 (Forts.: Bedingte Wahrscheinlichkeiten)

Gr.l Gr. Il Gr. Il Gr. IV
Diffuse infiltration DI 0.364 0.878 0.896 0.819
Necrosis NE 0.221 0.246 0.716 0.850
Vascular abnormalities VA 0.648 0.686 0.849 0.926
Vascular occlusions VO 0.113 0.121 0.518 0.640
Nuclear polymorphism NP 0.702 0.825 0.971 0.968
Cellular polymorphism CP 0.362 0.706 0.801 0.833
Visible perycarion VP 0494 0.865 0.896 0.887
Typical mitoses ™M 0.121 0.109 0.726 0.853
Atipical mitoses AM 0.005 0.029 0.556 0.733
Undifferentiated cells UC 0.413 0.450 0.651 0.943




Thomas Bayes (1702-1761) war ein bekannter Theologe und
Mitglied der Royal Society. Als sein bedeutendstes Werk gilt sein
Beitrag zur Wahrscheinlichkeitstheorie ,, Essay Towards Solving a

Problem in the Doctrine of Chances”. Diese Arbeit wurde erst
1763 publiziert.



5. Zufallsvariablen

5.1 Grundlagen

Anstatt der Ereignisse selbst sind wir oft an ,, Auswirkungen” oder
,Merkmalen* der (Elementar)Ereignisse interessiert.

Definition 1

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum auf der Ergebnismenge (2
gegeben. Eine Abbildung

X:O0—-R

heiBt (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable X iiber einer endlichen oder abzahlbar
unendlichen Ergebnismenge ) heiBt diskret.



Bei diskreten Zufallsvariablen ist der Wertebereich
Wx =X(Q)={zeR;FJweQmit X(w) ==z}

ebenfalls wieder endlich (bzw. abzahlbar unendlich).



Beispiel 2

Wir werfen eine ideale Miinze drei Mal. Als Ergebnismenge
erhalten wir Q := {H,T}>. Die Zufallsvariable Y bezeichne die
Gesamtanzahl der Wiirfe mit Ergebnis ,,Head".

Beispielsweise gilt also Y(HTH) =2 und Y(HHH) = 3. Y hat
den Wertebereich Wy = {0, 1,2, 3}.



Fir Wx = {x1,...,x,} bzw. Wx = {x1, x2, ...} betrachten wir
(fiir ein beliebiges 1 <1i < n bzw. x; € N) das Ereignis

A i={w e X(w) =2} = X (x).

Bemerkung: Anstelle von Pr[X ~!(z;)] verwendet man hiufig
auch die Schreibweise Pr[,, X = z;"]. Analog setzt man

Prl, X <uz;"] = Z Pr|, X = "]

ceWx 1x<x;
= Pri{iw e Q; X(w) < z;}] .

Oft lasst man auch die Anfiihrungszeichen weg.



Definition 3
@ Die Funktion
fx : Rz~ Pr[X =z] € [0,1] (4)

nennt man (diskrete) Dichte(funktion) der Zufallsvariablen X.

@ Die Funktion

Fx :Rozw—PriX<azl= Y  PrX=4a]€[0,1]
reWx :x'<x

heiBt Verteilung(sfunktion) der Zufallsvariablen X.



Beispiel 4

Fir die Zufallsvariable Y erhalten wir

1
Prly =0] = PiTTT] = -,
PrY = 1] = Pr[HTT]+ Pr[THT) + Pr[TTH| — g
3

PrlY =2| = Pr|[HHT|+Pr|HTH|+Pr[THH| = 1
1
3

Pr[y =3] = Pr[HHH] =



1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

Dichte und Verteilung von Y

fy Fy

IR OO REPRRUPREPPRS L0 e
IR OO REPRRUPREPPRS A 08 e
IR OO REPRRUPREPPRS A 06 e
ESURRURRRRRRR ETTTR PO d 04
IUURRURRRRRR S RPN e d 02 b

N A A -

0 1 2 3 0 1 2 3

Bemerkung: Man kann statt {2 auch den zugrunde liegenden

Wahrscheinlichkeitsraum iliber W betrachten.




5.2 Erwartungswert und Varianz

Definition 5

Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwartungswert
E[X] durch

E[X] := Z x-PrlX =zx| = Z r- fx(x),

reWx zeWx

sofern >y, || - Pr[X = x| konvergiert.

Beispiel 6
3
E[Y]=) i Pr[Y =i
i=0
=1-PrlY =1] + 2-Pr|lY =2] + 3-Pr[Y = 3]

3 3 1 3
—1.242.243.2 = 2.
8+ 8+ 8 2



Beispiel 7

Eine Miinze wird so lange geworfen, bis sie zum ersten Mal ,, Head"
zeigt. Sei k die Anzahl der durchgefiihrten Wiirfe. Wenn k
ungerade ist, zahlt der Spieler an die Bank k£ Euro. Andernfalls (k
gerade) zahlt die Bank k Euro an den Spieler.

k falls k ungerade,
—k falls k£ gerade.

Wie schon gesehen, gilt dann

Pr[, Anzahl Wiirfe = k] = (1/2)" .

Damit erhalten wir

E[G] = kf:(_l)k_l k- @)k |

1



S () 50

existiert der Erwartungswert E|G].

Es gilt




Wird jedoch, um das Risiko zu steigern, der zu zahlende Betrag
von k Euro jeweils auf 2k Euro erhdht, also

o 2% falls k ungerade,
] —2F falls k gerade ,

dann existiert E[G’] nicht, da

(—1VF1-2k.<;>k

(—D)F =1 —-141-1+4+—....

E[G']

(7] L[]

1

.
I



Berechnung des Erwartungswerts:

E|X] = Z - Pr|X =z] = Z T fx(x)

reEWx zeWx

= Z x Z Pr|w]

reWx we:X(w)=c

=) X(w)-Prw].

wel?

Bei unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumen ist dabei analog zur
Definition des Erwartungswerts erforderlich, dass
D> weq | X (w)| - Prlw] konvergiert (absolute Konvergenz).



Satz 8 (Monotonie des Erwartungswerts)

Seien X und Y Zufallsvariablen iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum
Q mit X(w) <Y (w) fiir alle w € Q). Dann gilt E[X]| < E[Y].

Bewels:



Aus Satz 8 folgt insbesondere, dass a < E[X| < b gilt, wenn fiir
die Zufallsvariable X die Eigenschaft a < X (w) < b fiir alle w € Q
erfullt ist.



5.2.1 Rechenregeln fiir den Erwartungswert

Oft betrachtet man eine Zufallsvariable X nicht direkt, sondern
wendet noch eine Funktion darauf an:

wobei f : D — R eine beliebige Funktion sei mit Wx C D C R.

Beobachtung: f(X) ist wieder eine Zufallsvariable.






Satz 9 (Linearitat des Erwartungswerts, einfache Version)

Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Ela- X +b =a-E[X]|+0b.

Bewels:

Ela- X +b]= Y (a-z+b) Pr[X =]

reWx
=a - Z:C-PI’[X::C]—I—I)- ZPI[X::U]
xeWx reWx

=a-E[X]+b.



Satz 10
Sei X eine Zufallsvariable mit Wx C Ng. Dann gilt

= iPr[X > 1.
i=1
Bewelis:
E|X] = iz Pr| X ZZPI‘
1=0 1= O] 1



Beispiel 11
(siehe auch den Abschnitt “Mehrere Zufallsvariablen™)

Zwei faire Wiirfel werden geworfen. Der Spieler gewinnt £ Euro,
wobei k£ die kleinere der zwei Augenzahlen ist. Wieviel Euro
gewinnt der Spieler in Durchschnitt?

Q={(1,1),(1,2),...,(6,6)}
Wir definieren zwei Zufallsvariablen X, Xo5: ) — R:
Xi1((a,b)) :=a Xo((a,b)) :=10

Wir miissen E(min{X;, X5}) berechnen.



Beispiel 11 (Forts.)

Wir verwenden Satz 10.

E(min{Xi, X5}) = ) Prmin{X;, X5} > k]
k>1
= ) Pr[,.X1>k"N, Xy > k"
k>1
> Pr[X; > k] - Pr[X; > K]
k>1

= (el > )

— E(WGI‘C))Q

_ 91
= 91~ 2528




Definition 12

Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > 0. Die
bedingte Zufallsvariable X|A besitzt die Dichte

fxja(z) ==Pr[X =z | 4] = PT[HXP?[Z‘]“ N A] |

Die Definition von fx|4 ist zul3ssig, da

Pr[, X =2"NA PriA
Z Ixjal@) = Z | Pr|A] - B Prhd -

rxeWx rxeWx

Der Erwartungswert E[ X | A] der Zufallsvariablen X|A berechnet
sich entsprechend:

E[X]A] = Z T - fx)a()

reWx



Satz 13

Sei X eine Zufallsvariable. Fiir paarweise disjunkte Ereignisse
Ai,..., Ay mit AyU... UA, = Q und Pr[A4],..., PrlA,] > 0 gilt

E[X] = E[X|A;]- Pr[A;].
i=1

Fiir paarweise disjunkte Ereignisse A1, Aa, ... mit | J;2 A = Q
und Pr|A1], Pr[As],... > 0 gilt analog

E[X] = ZE[X\A@] - Pr[A;],

sofern die Erwartungswerte auf der rechten Seite alle existieren und
die Summe > 2 |E[X|A4;]| - Pr[A;] konvergiert.



Bewels:

= Z x-Pr|X = Z ZPI = x|A;] - Pr|A;]

rxeWx rxeWx 1=1
=) Pr[A] )  x-Pr[X =u|A] ZPr E[X|A;].
1=1 rxeWx

Der Beweis fiir den unendlichen Fall verlauft analog. []



Beispiel 14

Wir werfen eine Miinze so lange, bis zum ersten Mal ,, Kopf"
erscheint. Dies geschehe in jedem Wurf unabhangig mit
Wahrscheinlichkeit p. Wir definieren dazu die Zufallsvariable X :=
»Anzahl der Wiirfe”. Wir haben bereits gesehen, dass

Pr(X = k] = p(1 —p)*!

und damit




Beispiel 14

Andere Berechnungsmethode: (gestiitzt auf Satz 13)
Definiere das Ereignis

Ky : =, Im ersten Wurf fallt Kopf" .

Offensichtlich gilt E[ X |K;] = 1.

Nehmen wir nun an, dass im ersten Wurf nicht ,,Kopf" gefallen ist.
Wir starten das Experiment neu.



Beispiel 14

Sei X’ die Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Auftreten von ,,Kopf*
im neu gestarteten Experiment. Wegen der Gleichheit der
Experimente gilt E[X'] = E[X]. Damit schlieBen wir

E[X|Ki] =1+E[X'] =1+ E[X]
und erhalten mit Satz 22:

E[X] = E[X|K,] - Pr]K,] + E[X|K,] - Pr[K]]
=1-p+(1+E[X])-(1-p).

Daraus ergibt sich wiederum E[X] = 1/p.



Beispiel 14
Formale Ableitung von E[X|K;] =1+ E[X]:

_ B —nﬂKl]
E[X|K] = Zn PrKl]
OO Pr n—1p > Pr|z"k
- L X )
P K{|Pr[z" 1k
— ;(n+1) | P]r[K[l] |
— Z(n—|—1)-Pr[z”_1k]:§:n Pr(z"" 1k ZPI‘ e 1k
n=1 n=1

= E[X]+1



Beispiel 15

Wenn man eine Sechs wirft dann darf man bei
Mensch-argere-dich-nicht bekanntermassen nochmal werfen. In
Spanien gilt jedoch noch folgende Regel: wirft man dreimal
hintereinander eine Sechs, muss man den Stein, den man zuletzt
gezogen hat, zuriick zum Startpunkt bringen.

Wie oft muss man einen fairen Wiirfel im Mittel werfen, um
dreimal hintereinander eine Sechs zu wiirfeln?



Beispiel 15 (Forts.)

Als Elementarereignisse fiir jede Stufe des Experiments (einmal
wiirfeln) nehmen wir 6 (eine Sechs wird gewiirfelt) und 6 (keine
Sechs wird gewiirfelt) mit Pr[6] = 1/6 und Pr[6] = 5/6.

Damit gilt 2 = ((e + 6 + 66)6)*666.

Wir definieren drei Ereignisse:

6 Elemente aus €2, die mit 6 anfangen
66 Elemente aus (2, die mit 66 anfangen
666 = Elemente aus (2, die mit 666 anfangen

Es gilt 2 = 6 + 66 + 666 + 666



Beispiel 15 (Forts.)
Mit Satz 13 gilt

E[X] = E[X|6] Pr[6]+ E[X | 66] - Pr[66]
+ E[X | 666] - Pr[666] + E[X | 666] - Pr[666]

Es gilt (warum?)

E[X |6] = 1+ E[X]
E[X |66 = 2+FE[X
E[X | 666] = 3+ E[X]
E[X | 666] = 3
und damit
B[X] = 2(1 4 BIX]) + (2 + B[X]) + —— (3 + B[X]) + —-
6 36 216 216

mit Losung E|X| = 258.



5.2.2 Varianz

Wir betrachten die beiden folgenden Zufallsexperimente:

©@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl miissen wir 1
Euro bezahlen.

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei 6 Augen erhalten
wir 5 Euro, ansonsten miissen wir 1 Euro bezahlen.

Beobachtung:
In beiden Fallen ist der erwartete Gewinn = 0.

Dennoch sind die ,,Schwankungen” im ersten Fall geringer als im
zwelten.



Eine nahe liegende Losung ware,
E[|X — pl]

zu berechnen, wobei 1 = E[X] sei. Dies scheitert jedoch meist an
der ,,unhandlichen” Betragsfunktion. Aus diesem Grund betrachtet
man stattdessen E[(X — 11)?], also die quadratische Abweichung
vom Erwartungswert.

Definition 16

Fiir eine Zufallsvariable X mit p = E[ X | definieren wir die Varianz
Var[X] durch

Var[X] :=E[(X — p)’] = ) (- p)* Pr[X =a].
reWx

Die GroBe o := /Var|X| heit Standardabweichung von X.



Satz 17
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var[X] = E[X?] — E[X]?.

Bewels:
Sei p := E|X]. Nach Definition gilt

Var[X] = E[(X — p)°] = E[X? — 2 X + ]
= E[X?] - 2p- E[X] + p°
= E[X?] — E[X]?.




Beispiel 18

@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei gerader Augenzahl
erhalten wir 1 Euro, bei ungerader Augenzahl missen wir 1
Euro bezahlen. Es ist

1 1
=0 und Var[X] :5-12+§-(—1)2:1.
@ Wir wiirfeln (mit einem fairen Wiirfel), bei 6 Augen erhalten
wir b Euro, ansonsten missen wir 1 Euro bezahlen.

Es ist

p=0und Var[X] = = -5°4+ = . (=1)? =5.



Satz 19
Fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Varfa - X + b] = a* - Var[X].



Bewelis:

Aus der in Satz 9 gezeigten Linearitat des Erwartungswerts folgt
E[X + b] = E[X] + 0.

Zusammen mit der Definition der Varianz ergibt sich damit sofort

Var[X + b] = E[(X + b — E[X +b])?] = E[(X — E[X])?] = Var[X].
Weiter folgt mit Satz 17:
Var[a - X] = E[(aX)?] — E[aX]? = a*’E[X?] — (aE[X])? = a? - Var[X]

und daraus zusammen die Behauptung.

Y

[]



Der Erwartungswert und die Varianz gehoren zu den so genannten
Momenten einer Zufallsvariablen:

Definition 20

Fiir eine Zufallsvariable X nennen wir E[X*] das k-te Moment und
E[(X — E[X])*] das k-te zentrale Moment.

Der Erwartungswert ist also identisch zum ersten Moment,
wahrend die Varianz dem zweiten zentralen Moment entspricht.



5.3 Mehrere Zufallsvariablen

Beispiel 21

Aus einem Skatblatt mit 32 Karten ziehen wir zufallig eine Hand
von zehn Karten sowie einen Skat von zwei Karten. Unter den
Karten gibt es vier Buben. Die Zufallsvariable X zahlt die Anzahl
der Buben in der Hand, wahrend Y die Anzahl der Buben im Skat
angibt. Die Werte von X und Y hangen offensichtlich stark
voneinander ab. Beispielsweise muss Y = 0 sein, wenn X = 4 gilt.

Wie kann man mit mehreren Zufallsvariablen iiber demselben
Wahrscheinlichkeitsraum rechnen, auch wenn sie, wie im obigen
Beispiel, sehr voneinander abhangig sind?

Wir untersuchen Wahrscheinlichkeiten der Art

PrlX =x,Y =y| =Prl{w; X(w)=2,Y(w) =y}].



Beispiel 22
Wenn wir nur die Zufallsvariable X betrachten, so gilt fiir
fsw=4 4\ ( 28

(10)

Allgemein nennt man Zufallsvariablen mit der Dichte

b a

(%)
hypergeometrisch verteilt. Durch diese Dichte wird ein Experiment
modelliert, bei dem r Elemente ohne Zuriicklegen aus einer

Grundmenge der Machtigkeit a + b mit b besonders
ausgezeichneten Elementen gezogen werden.



Beispiel 22 (Forts.)

Die Zufallsvariable Y ist fiir sich gesehen ebenfalls
hypergeometrisch verteilt mit b =4, a = 28 und r = 2.

Fiir X und Y zusammen gilt jedoch z.B.
PrlX =4Y =1] =0,

und allgemein

4 28 4—zx\ (28— (10—x)
PI‘[X — V — y] _ (m) (10—33) (32y )22( 2—y ) .

(10) (5)

Bemerkung: Die Schreibweise Pr| X = x,Y = y] stellt eine
Abkiirzung von Pr[,X =z AY = y"] dar. Ein anderes Beispiel ist

Pr[X <z, <y, VY = y9].



Die Funktion

fxy(x,y) =PrlX =x,Y =y

heiBt gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X und Y.

Aus der gemeinsamen Dichte fxy kann man ableiten

fx(@)= > fxy(zy) bzw. fy(y)= Y  fxy(z,y).

yeWy reWx

Die Funktionen fx und fy nennt man Randdichten.



Die Ereignisse ,,Y =y bilden eine Partitionierung des
Wahrscheinlichkeitsraumes, und es gilt daher

Pr|[X = x| = Z Pr[X =z,Y =y] = fx(x).
yeWy

Die Dichten der einzelnen Zufallsvariablen entsprechen also genau
den Randdichten.

Fiir zwei Zufallsvariablen definiert man die gemeinsame Verteilung

Fxy(z,y) =Pr[X <z,Y <y| =Prj{w; X(w) <z,Y(w) <y}

— Z Z fX,Y(xlvy/) .

' <zy <y



Die Randverteilung ergibt sich gemal3

=) fx@)=> Y fxy(@y)

' <z ' <z yeWy

sowie

=> W=D > fxy(y)

y'<y y’<y reEWx




5.3.1 Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen

Definition 23
Die Zufallsvariablen X1, ..., X, heiBen unabhangig, wenn fiir alle
(xl,...,xn) c WX1 X ... X WXn gilt
Pr[ X1y =x1,.... X, =2, =Pr| X1 =2x1] - ... - Pr|X,, = z,].
Alternativ:
Ix1 X, (@15 n) = fxg (1) - fx (@)

Bei unabhangigen Zufallsvariablen ist also die gemeinsame Dichte
gleich dem Produkt der Randdichten. Ebenso gilt

FX1,...,Xn($1> ce ,CEn) — Fxl(aﬁl) .t FXn(xn) .



Satz 24

Seien X1,...,X,, unabhangige Zufallsvariablen und S1,...,S,
beliebige Mengen mit S; C Wx.. Dann sind die Ereignisse
X1 €851 ..., .,X, €5, " unabhangig.

Bewels:

Pr[X; € S1,...,X, € S,]

=) .. PrXy=ua,..., Xy =)

2131651 xnesn

b N ST Pe(X =] - Pr{X, = o)
T1ES1 TnE€Sn

= Z PriXi=a1] | -...- ( Z Pr[XnIZEn]>

r1E€51 Tn€Sh
= Pr[X; € 51]-...-Pr|X,, € S5,].



Satz 25

fi,..., fn seien reellwertige Funktionen (f; : R — R fiir
i=1,...,n). Wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X,, unabhingig
sind, dann gilt dies auch fiir f1(X1),..., fn(Xn).

Beweis:
Sei z; € Wyx,) firte=1,...,nund S; = {z; f(z)= 2}

Prfi(X1) = 21,..., fa(Xn) = 2]
=Pr[X; €651,...,X, €5,]

Unibh' PI’[Xl - Sl] . PI‘[Xn & Sn]

= Pr[f1(X1) = 2z1] - ... - Pr[fpn(Xy) = 2]



5.3.2 Zusammengesetzte Zufallsvariablen
Beispiel 26

Ein Wiirfel werde zweimal geworfen. X bzw. Y bezeichne die
Augenzahl im ersten bzw. zweiten Wurf. Sei Z := X + Y die
Summe der gewiirfelten Augenzahlen.

Fir Z gilt z.B.:
Pr[Z = 1] = Pr[0] = 0,
Pr(Z = 4] = Pr[{(1,3),(2,2),(3,1)}] = =.



Fiir die Verteilung der Summe zweier unabhangiger
Zufallsvariablen gilt der folgende Satz:

Satz 27

Fiir zwei unabhangige Zufallsvariablen X undY sei Z .= X + Y.
Es gilt

= > fx(@)-fr(z—x).

reWx



Bewels:

Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt, dass

fz(2) =Pr[Z=2]= ) PrX+Y =2z|X=ua] Pr[X = a]

reWx
= Z PrlY =z —z] - Pr|X = x|
xeWx
= > fx@) fy(z—=).
reWx

[]

Den Ausdruck ) . fx(x) - fy(z — ) aus Satz 27 nennt man
in Analogie zu den entsprechenden Begriffen bei Potenzreihen auch
Faltung oder Konvolution der Dichten fx und fy.



Beispiel (Forts.)
Berechne die Dichte von Z = X + Y :

rxeWx
6 1 min{6,z—1} 1
= E-Pr[Y:z—x]: Z 36"
r=1 rx=max{1,z—6}

z—1
1 —1
PI‘[Z — Z] — —_ = ©
P 36 36
Und fiir 7 < z < 12:
13 —
Pr|Z = z] = 5 .




5.3.3 Momente zusammengesetzter Zufallsvariablen
Satz 28 (Linearitat des Erwartungswerts)

Fiir Zufallsvariablen X1, ..., X,, und X := a1 X1 + -+ + a,X,, mit
ai,...,an € R gilt

E[X] = aiE[X1] + - + anE[Xn].

Bewels:

=aj - (Z X1 (w) - Pr[w]) R (Z Xn(w) -Pr[w])

wel wES



Beispiel 29

n betrunkene Seeleute torkeln nach dem Landgang in ihre Kojen.
Sie haben vollig die Orientierung verloren, weshalb wir annehmen,
dass jede Zuordnung der Seeleute zu den n Betten gleich
wahrscheinlich ist (genau ein Seemann pro Bett). Wie viele
Seeleute liegen im Mittel im richtigen Bett?

Die Anzahl der Seeleute im richtigen Bett zdhlen wir mit der
Zufallsvariablen X, die als Summe der Zufallsvariablen X1,..., X,
dargestellt wird, wobei

T

{1 falls Seemann ¢ in seinem Bett liegt,

0O sonst.

Offenbar gilt X := X7 +--- + X,,.



Beispiel 29

Fiir die Variablen X; erhalten wir Pr[X; = 1] = 1, da jedes Bett
von Seemann ¢ mit gleicher Wahrscheinlichkeit aufgesucht wird.

Daraus folgt

Y

1
n
und somit
n mn 1
DILETE IS
=1 1=1

Im Mittel hat also nur ein Seemann sein eigenes Bett aufgesucht.



Satz 30 (Multiplikativitat des Erwartungswerts)

Fiir unabhangige Zufallsvariablen X+, ..., X, gilt

E[X; ...  Xa] =E[Xi]... E[X,].

Bewels:

Wir beweisen den Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist analog.

EX-Y]= ) Y ay-PriX=uY =y

reWx yeWy
Unabh. S: S: zy - Pr[X = 2| - Pr[Y = 9]
reWx yeWy
= > @ PrX =a] 3y Py =y
reWx yeWy

— E[X] E[Y].



Dass fiir die Giiltigkeit von Satz 30 die Unabhangigkeit der
Zufallsvariablen wirklich notwendig ist, sieht man beispielsweise am
Fall Y = — X fir eine Zufallsvariable mit einer von Null

verschiedenen Varianz. Dann gilt

E[X -Y]=-E[X"] # —(E[X])* = E[X]-E[Y].



Satz 31 (Additivitat der Varianz)

Fiir unabhangige Zufallsvariablen X+, ..., X,, und
X =X14+...+ X, gilt

Var|X] = Var|X1| + ... 4+ Var[X,,].

Bewels:

Wir betrachten nur den Fall n = 2 mit den Zufallsvariablen X
und Y.

E[(X +Y)? = E[X? + 2XY + Y?] = E[X?] + 2E[X]|E[Y] + E[Y?]
E[X +Y)? = (E[X]+ E[Y])? = E[X]? + 2E[X|E[Y] + E[Y]?

Wir ziehen die zweite Gleichung von der ersten ab und erhalten
E[(X +Y))] -E[X +Y]? =E[X?] -E[X]?+E[Y?] - E[Y]?.
Mit Hilfe von Satz 17 folgt die Behauptung.



Fiir abhangige Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt Satz 31 im
Allgemeinen nicht. Als Beispiel funktioniert wiederum der Fall
X =-Y:

Var|X + Y] =0 # 2 - Var[X] = Var|X] 4 Var[Y].



Definition 32

Zu einem Ereignis A heilit die Zufallsvariable

{1 falls A eintritt,
Iq =

0 sonst

Indikatorvariable des Ereignisses A.

Beobachtung:
Fiir die Indikatorvariable I, gilt nach Definition

E[I4] = 1-Pr[A] 4+ 0- Pr[A] = Pr[A4].
Ebenso gilt
E[[Al -...-[An] :Pr[Al ﬂ...ﬂAn],

da das Produkt von Indikatorvariablen genau dann gleich 1 ist,
wenn alle entsprechenden Ereignisse eintreten.



Beispiel (Forts.)

Wir betrachten wieder das Beispiel der total betrunkenen
Matrosen.

Sei A; das Ereignis, dass der i-te Seemann im richtigen Bett liegt.
Mit der Notation der Indikatorvariablen sei X; = 14,. Dann gilt fiir
beliebige i,j € {1,...,n}, i # j:

1
nn—1)

E[XZX]] = E[IAi]Aj] = PI‘[AZ M A]] =

sowie

E[X?] = 0% - Pr[4;] + 1% - Pr[4;] = Pr[4A;] = 1/n.



Beispiel (Forts.)

Daraus folgt wegen der Linearitat des Erwartungswerts fiir
X=Xi1+--+X,:

£ - |3 x4 3 Y X,
| i=1 i=1 ji ]

1 1
n-— +n(n—1) n(n — 1)

Fiir die Varianz erhalten wir somit den Wert

Var[X]| = E[X?*] —E[X]?=2-1=1.



Einfacher Beweis fiir Satz 12 mit Hilfe von Indikatorvariablen:
Zur Erinnerung:

Satz 12 (Siebformel, Prinzip der Inklusion/Exklusion)
Fiir Ereignisse A1,..., A, (n > 2) gilt:

n

U4

1=1

Pr

— zn: PI‘[A@] — Z PI‘[A@'l A A®2] T -

1<11<i12<n

‘|‘(_1)l_1 Z Pr[Ail ﬂ...ﬂAil]—l——...

1<11<...<1<n
+ (=)™ PrjAiNn...NA,].



Bewels:

Zur Erinnerung: Zu Ereignissen A4, ..., A, wollen wir die
Wahrscheinlichkeit Pr[B] des Ereignisses B := A; U...U A,

ermitteln.

Wir betrachten die Indikatorvariablen I; := I 4, der Ereigr_lisse
Ay, ..., A, und die Indikatorvariable 15 des Ereignisses B.

Das Produkt ], (1 — I;) ist genau dann gleich 1, wenn
I =...=1, =0, d.h. wenn B nicht eintritt. Somit gilt
Iz =11,—1(1 — I;) und wir erhalten:

Ip=1- > L+ > ILiyy—+...+(=D)"L-...- I

1<i<n 1<i1<ia<n



Bewels:

Wegen der Eigenschaften von Indikatorvariablen gilt

Pr[B] =1 — Pr[B] = 1 — E[I5].

Mit Hilfe von Satz 28 und Satz 30 , verteilen” wir den
Erwartungswert auf die einzelnen Produkte von Indikatorvariablen.
Wenn wir nun E[I;] durch Pr[A;] und allgemein E[[;, - ... I}, ]
durch Pr[A;, N...N A; | ersetzen, haben wir Satz 12 (noch
einmal) bewiesen.



6. Formelsammlung

6.1 Gesetze zum Rechnen mit Ereignissen

Im Folgenden seien A und B, sowie Aq, ..., A, Ereignisse. Die
Notation AW B steht fiir AU B und zugleich AN B = () (disjunkte
Vereinigung). A1 W... W A, = () bedeutet also, dass die Ereignisse
Ai,..., A, eine Partition der Ergebnismenge () bilden.




Vi #£ 7 AiﬂAj:@ —
Pr{Ji, Ai] = > =, Pr[Aj]

Additionssatz

Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B]

Inklusion /Exklusion,

allgemeine Form: siehe Satz 12 Siebformel
Boolesche
" 1< -
Pr|Ui=1 Ai] <225y PrlA] Ungleichung

Pr[A|B] = B fiir Pr{B] > 0

Def. bedingte Ws.




BCAW.. WA, —
Pr[B] => " | Pr[B|A;] - Pr[A]

Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit

Pr[B] >0, BCAiW... WA, =

Pr|B Aq; -Pr Az’
Pr|A4;|B] = Zyzl[Pll[B%Ai]‘[Pr%Ai]

Satz von Bayes

PI‘[Al M...MN An] — PI‘[Al] . Pf[AQ’Al] .
- PrlAn|Ai N N A,

Multiplikationssatz

A und B unabhingig <=
Pr|AN B] = Pr|A] - Pr[B]

Definition
Unabhangigkeit




6.2 Erwartungswert und Varianz diskreter Zufallsvariablen

Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Fiir Erwartungswert und Varianz gelten
die folgenden Formeln (sofern E[X] und Var[X] existieren).

EX] = ) =z-Pr[X =aq]
reWx
B %X@J) Priw] Erwartungswert

( — iPr[X > ], falls Wx C Ny )
1=1

VarlX] = E[(X ~ E[X])? |
=3 sew, PrlX =a] - (z — E[X])2 Varianz




6.3 Gesetze zum Rechnen mit Zufallsvariablen
Seien a, b, ai, ..., a, € R, fl,...,fnZR%R.

X1,...,X, unabhdngig <= fiir alle (a1,...,a,):
PI‘[Xl — al, ... ,Xn — an]
= Pr[ X1 =a1] ... - Pr[X,, = a,]

X1,...,X, unabhingig = f1(X1),..., fn(X,) unabhiangig

Ela- X +bl=a-E[X]+0




X(w) <Y(w)firallew e Q) = Monotonie des
E|X]| <E|Y] Erwartungswerts

E[X] = > i1 E[X[A] - Pr{Ai]

Var[X] = E[X?] — E[X]?

Var|a - X + b] = a? - Var[X]




Ela1 X1 + ... 4+ an X, Linearitat des

= a1 E[Xq] + ... + a,E[X,] Erwartungswerts
X1,...,X, unabhangig — Multiplikativitat des
EXy-...- X, =E[Xq] ... E[X,] Erwartungswerts

X1,...,X, unabhingig —
Var[Xl + ...+ Xn] p— Var[Xl] + ...+
Var|X,,]

Varianz
einer Summe




6.4 Wichtige Reihen
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7. Wichtige diskrete Verteilungen

Wir diskutieren nun einige wichtige diskrete Verteilungen. Bei
diesen Verteilungen handelt es sich um Funktionen, die von
gewissen Parametern abhangen. Eigentlich betrachten wir also
immer eine ganze Familie von ahnlichen Verteilungen.



7.1 Bernoulli-Verteilung
Eine Zufallsvariable X mit Wx = {0,1} und der Dichte

D fir x = 1,
€T ) —
fx(@) {1—p fiir & = 0.

heiBt Bernoulli-verteilt. Den Parameter p nennen wir
Erfolgswahrscheinlichkeit.

Eine solche Verteilung erhalt man z.B. bei einer einzelnen
Indikatorvariablen. Es gilt mit ¢ : =1 —p

E[X] = p und Var|X]| = pq,

wegen E[X?] = p und Var[X] = E[X?] — E[X]? = p — p*.



Der Name der Bernoulli-Verteilung geht zuriick auf den Schweizer
Mathematiker Jakob Bernoulli (1654—-1705). Wie viele andere
Mathematiker seiner Zeit hatte auch Bernoulli nach dem Wunsch
seines Vaters urspriinglich Theologe werden sollen. Sein Werk ars
conjectandi stellt eine der ersten Arbeiten dar, die sich mit dem
Teil der Mathematik beschaftigen, den wir heute als
Wahrscheinlichkeitstheorie bezeichnen.



7.2 Binomialverteilung

Eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable entspricht der Verteilung
einer Indikatorvariablen. Haufig betrachtet man jedoch Summen
von Indikatorvariablen.

Definition 33

Sei X := X1+ ...+ X, als Summe von n unabhangigen,
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit gleicher
Erfolgswahrscheinlichkeit p definiert. Dann heiBt X binomialverteilt
mit den Parametern n und p. In Zeichen schreiben wir

X ~ Bin(n,p).



Es gilt Wx ={0,...,n}. Die Binomialverteilung besitzt die Dichte

X

fx(z) = b(x;n,p) = (n)pmqnm

mit ¢ := 1 — p. Da die Binomialverteilung eine sehr wichtige Rolle
spielt, fiihren wir fiir die Dichtefunktion die Abkiirzung b(z;n, p)
ein.

Mit den Satzen iiber Erwartungswert und Varianz von Summen
unabhangiger Zufallsvariablen erhalten wir sofort

E[X]=np und Var[X]|=mnpq.
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Satz 34

Wenn X ~ Bin(n,,p) und Y ~ Bin(n,,p) unabhangig sind, dann
gilt fiir Z := X +Y, dass Z ~ Bin(ny + ny, D).

Bewels:

Die Aussage folgt sofort, wenn man gemal der Definition der
Binomialverteilung X und Y als Summen von Indikatorvariablen
darstellt. Z ist dann offensichtlich wieder eine Summe von
unabhangigen Indikatorvariablen. []



7.3 Geometrische Verteilung
Definition 35

Die Dichte der geometrischen Verteilung mit

Parameter/Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0,1] und ¢ :=1 — p ist
gegeben durch

fx(i) =pg"~' fiiri e N.

Fiir Erwartungswert und Varianz geometrisch verteilter
Zufallsvariablen gilt

E[X]== und Var[X]= =,

D=
=




E[X?] ergibt sich gemiB der Formel (siehe DS 1)

I

n>0
ZU
E[X?] =) i pg!
1=1
=p- (gZ(z‘+2)(7;+1)-qi+2(z‘+1)-qi>
1=0 1=0
q-2 1 2—p
_ _|_ [ :
p* p P’
und damit Var[X] _ i .
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Sei X geometrisch verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann
ist Pr|.X = k| die Wahrscheinlichkeit, dass wir bei einem binaren
Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p genau in der k-ten
unabhangigen Wiederholung das erste Mal erfolgreich sind.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit Pr[X >y +x | X > x|?

Da bei den ersten x Versuchen kein Erfolg eintrat, stellen wir uns
vor, dass das ,eigentliche” Experiment erst ab dem (x + 1)-ten
Versuch beginnt. Die Zeit bis zum ersten Erfolg bei diesem neuen
Experiment nennen wir X’. Damit X > y + x gilt, muss X’ >y
gelten. Es ist intuitiv, dass X’ wieder geometrisch verteilt ist mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p, dass also fiir x,y € N gilt:

PriX >y+xz|X >z =Pr[X' >yl (6)



Formal gilt

PriX >az]= Y (I-p)'p=01-p)p- Y (L-p)
i=z+1 i=0
T 1 . T

sowie

PriX >y+x, X > o

Pr|X > z]
- Pr[X >y + 2]
 Pr[X > 7]
=(1-p"-(1-p) " =Q1-p)
= Pr[X > y].

PriX >y+z|X >z =




Diese Eigenschaft nennt man Gedachtnislosigkeit, da eine
geometrisch verteilte Zufallsvariable gewissermalBlen vergisst, dass
sie schon = Misserfolge hinter sich hat und sich deshalb zum
Zeitpunkt y 4+ x genauso verhalt wie urspriinglich zur Zeit y.



Warten auf den n-ten Erfolg.

Wir betrachten n unabhangige Zufallsvariablen X1, ..., X,,, die
jeweils geometrisch verteilt sind mit Parameter p, und bestimmen
die Dichte der Zufallsvariablen Z := X7 + --- 4+ X,,. Damit
bezeichnet Z also die Anzahl der Versuche bis zum n-ten
erfolgreichen Experiment (einschlieBlich).

Falls Z = z ist, so werden also genau n erfolgreiche und z — n
nicht erfolgreiche Experimente durchgefiihrt. Dafiir gibt es genau
(Zj) Moglichkeiten, von denen jede mit Wahrscheinlichkeit
p" (1 — p)*~" eintritt. Es gilt also

fz(z) = (Z B 1) p"(1=p)".

n—1

Die Zufallsvariable Z nennt man negativ binomialverteilt mit
Ordnung n.



Das Coupon-Collector-Problem

In manchen Branchen legen Firmen den Verpackungen ihrer
Produkte oft kleine Bilder oder andere Gegenstande bei, um den
Kaufer zum Sammeln anzuregen. Wenn es insgesamt n
verschiedene solche Beilagen gibt, wie viele Packungen muss man
im Mittel erwerben, bis man eine vollstandige Sammlung besitzt?
Hierbei nehmen wir an, dass bei jedem Kauf jede Beilage mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt.

Sei
@ X die Anzahl der zu tatigenden Kaufe, und

@ bezeichne Phase i die Schritte vom Erwerb der (¢ — 1)-ten
Beilage (ausschlieBlich) bis zum Erwerb der i-ten Beilage
(einschlieBlich).



Sei etwa n = 4, und seien die Beilagen mit den Zahlen 1,2, 3,4
identifiziert. Ein Experiment ist z.B.:

2 ,2,1,2,2,3,1,3,2,3,1,4 .
1 2 3 ) 1 i

Beobachtung:
Phase 7 endet genau dann, wenn wir eine der n — ¢ + 1 Beilagen
erhalten, die wir noch nicht besitzen.

und es

Somit ist X; geometrisch verteilt mit Parameter p =

gilt E[XZ] — n—?le—l—l'

n—i+1
n




Damit folgt aber sofort

wobei H,, := > ", % die n-te harmonische Zahl bezeichnet. Da

H, =Inn+ 0O(1), folgt E[X] =nlnn + O(n).



7.4 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung mit dem Parameter A hat den Wertebereich
Wx = Np und besitzt die Dichte

—A)\z’
fx(i) = 2 fiiri € Np.

7!

fx ist eine zulassige Dichte, da

o0 —A)\i
ZfX ; 2!
—e et =1

Dafiir, dass eine Zufallsvariable X Poisson-verteilt mit Parameter )\
Ist, schreiben wir auch

X ~ Po()N).
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Poisson-Verteilung als Grenzwert der Binomialverteilung

Wir betrachten eine Folge von binomialverteilten Zufallsvariablen
X, mit X,, ~ Bin(n, p,), wobei p,, = A/n. Fiir ein beliebiges k
mit 0 < k < n ist die Wahrscheinlichkeit, dass X,, den Wert k

annimmt, gleich

b(k;mn,pn) = (n) pE (1= p)H



Wir betrachten nun n — oo und erinnern uns, dass

. nk
lim — =1,
n—oo M,

)\ n
lim <1 — ) — ¢, und
n— 00 n

—k
lim (1 — )\) =1.
N— 00 n

Damit folgt

lim b(kin,pa) = G510 1=




Die Wahrscheinlichkeit b(k;n, p,) konvergiert also fiir n — oo
gegen die Wahrscheinlichkeit, dass eine Poisson-verteilte
Zufallsvariable mit Parameter A den Wert & annimmt. Insgesamt
folgt somit, dass die Verteilung einer Zufallsvariablen

X ~ Bin(n, A/n) sich fiir n — oo der Poisson-Verteilung Po(\)
annahert.
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Ist also n im Vergleich zu A hinreichend groB, so kann man die
Poisson-Verteilung als Approximation der Binomialverteilung
verwenden.

Diese Tatsache wird manchmal auch als Gesetz seltener Ereignisse
bezeichnet, da die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Treffers

pn = A/n relativ klein sein muss, wenn die Approximation gute
Ergebnisse liefern soll.



Die folgenden Voraussetzungen miissen erfiillt sein, damit die
Annahme der Poisson-Verteilung gerechtfertigt ist:

Die Ereignisse treten nie zur gleichen Zeit auf.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem (kleinen)
Zeitintervall ot auftritt, ist proportional zur Lange von dt.

Die Anzahl der Ereignisse in einem festen Zeitintervall hangt
nur von dessen Lange ab, nicht aber von der Lage auf der
Zeitachse.

Wenn man zwei disjunkte Zeitintervalle betrachtet, so sind die
Anzahlen der Ereignisse in diesen Zeitraumen voneinander
unabhangig.



Beispiel 36

Beim Kundenservice einer Firma rufen im Durschnitt & Kunden pro
Tag an. Wir nehmen an, dass die Kunden zu jedem Zeitpunkt mit
der selben W'keit anrufen.

Wir betrachten ein diskretes Modell, in dem der Tag in n gleich

lange Zeitintervallen unterteilt wird (jeweils 24/n Stunden lang).
Unter der Annahme, dass hochstens ein Kunde pro Zeitintervall

anruft, ergibt sich fiir die Anzahl X der Anrufe an einem Tag:

PriX <al| = Zza; (7;) (S)Z (1 B i)(nz‘)



Beispiel 36 (Forts.)

Die folgende Tabelle zeigt Pr|X < a] fiir k =3, a =5 und
verschiedene Werte von n:

n | Pr[X < 5]

5 1

6 0.9844

8 0.9640

24 0.9297
24 %60 | 0.9163

Fiir eine Poisson-verteilte Variable X mit A\ = 3 erhalten wir
Pr|X < 5] =0.9161



Beispiel 37

Wir wollen wissen, wie oft eine bestimmte Gegend im Durchschnitt
von einer Naturkatastrophe (z.B. Vulkanausbruch) getroffen wird.
Aus Statistiken entnehmen wir, dass so ein Ereignis im Mittel
10~*-mal pro Jahr auftritt. Wir interessieren uns nun fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass die Region in einem Jahr mehr als einmal
von einem solchen Ungliick heimgesucht wird.

Die Voraussetzungen scheinen erfiillt zu sein, die Anzahl X der
Katastrophen durch eine Poisson-Verteilung mit Parameter
A = 10~% zu modellieren.

Damit gilt

PriX >2]=1-Pr[X =0]—-Pr[X=1]=1—e"—Xe?
~ 1 —0,999900005 — 0,000099990 = 5 - 10~7.



Erwartungswert und Varianz

1=0
00 Xi—l
. —A
e ; (=1
—A
=AeT)
1=0



und

erhalten wir

Var[X] = EX(X — D]+ E[X] —E[X]? = 2+ X =\ =\



Summe von Poisson-verteilten Zufallsvariablen

Satz 38

Sind X und'Y unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ Po(\) und
Y ~ Po(u), dann gilt

Z:=X+Y ~Po(A+p).



Bewels:

fz(z) =

> < e~ A\ e—,uluz—ac
E;ﬁd@*”@’“ﬁzgg #l (2 —a)
RGOS ( A >x(
e 2| ;$!<Z—ZL‘)! A+

=e M (A p) —,-Z(a)p (1—=p)*7,

wobel p :

Z!
x=0

_ A
A+

Da die Summe gleich 1 ist, folgt

1
fé@)ze**W”(A+uV;p



8. Abschatzen von Wahrscheinlichkeiten

8.1 Die Ungleichungen von Markov und Chebyshev

Satz 39 (Markov-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, die nur nicht-negative Werte annimmt.
Dann gilt fiir allet € R mitt > 0, dass

Pr[X >t] < @

Aquivalent dazu:

Pr[X >t-E[X]] < 1/t.



Bewels:

xeWx, x>t
< Z x - Pr|X = x|
zeWx, x>t
< Z x - Pr|X = x|
xeWx



Alternativer Beweis:

Es gilt
EX]|=E[X|X <t]-Pr[X <t|+EX|X >t]-Pr[X >1].

Wegen E[X | X < t]-Pr[X <t] >0 und E[X|X > t] >t folgt
sofort
E|X] >t -Pr[X >t].



Die Markov-Ungleichung ist nach Andrey Andreyevich Markov
(1856—1922) benannt, der an der Universitdt von St. Petersburg
bei Chebyshev studierte und spater dort arbeitete. Neben seiner
mathematischen Tatigkeit fiel Markov durch heftige Proteste
gegen das Zaren-Regime auf, und nur sein Status als vermeintlich
harmloser Akademiker schiitzte ihn vor Repressalien durch die
Behorden. Im Jahr 1913 organisierte er parallel zum
dreihundertjahrigen Geburtstag der Zarenfamilie Romanov eine
Feier zum zweihundertjahrigen Geburtstag des Gesetzes der groB3en
Zahlen (s.u.).



Die folgende Abschatzung ist nach Pavnuty Lvovich Chebyshev
(1821-1894) benannt, der ebenfalls an der Staatl. Universitat in
St. Petersburg wirkte.

Satz 40 (Chebyshev-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, und seit € R mitt > 0. Dann gilt

Pr[|X — E[X]| > 1] < Va;[X] .

Aquivalent dazu:

Pr[|X — E[X]| > ty/Var[X]] < 1/t%.



Bewels:

Wir stellen fest, dass
Pr[|X —E[X]| > t] = Pr[(X — E[X])* > t?].

Setze
Y = (X — E[X])?.

Dann gilt E[Y] = Var[X], und damit mit der Markov-Ungleichung:

Pr[|X —E[X]|>1] = Pr[y > < Eg] - Va;[X].



Beispiel 41

Wir werfen 1000-mal eine ideale Miinze und ermitteln die
Anzahl X der Wiirfe, in denen ,,Kopf" fallt.

),also gilt

DO —

X ist binomialverteilt mit X ~ Bin(1000,p =

1 1
E[X]| = SN = 500 und Var|X| = = 250.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 550-mal
fallt?

» Kopft”



Beispiel 41
Chebyshev-Ungleichung:

250
Pr[X > 550] < Pr[lX —500] > 50] < -5 = 0.1.

Setze nun n = 10000 und betrachte wieder eine maximal 10%-ige
Abweichung vom Erwartungswert:

E[X] = 5000 und Var[X] = 2500, und damit

2500
Pr[X > 5500] < Pr(|X — 5000] > 500] < —-5 = 0,01.




8.2 Gesetz der groBBen Zahlen

Wir haben diskutiert, wie Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte von
relativen Haufigkeiten aufgefasst werden konnen.

Satz 42 (Gesetz der groBen Zahlen)

Gegeben sei eine Zufallsvariable X . Ferner seien €,0 > 0 beliebig

aber fest. Dann gilt fiir alle n > Va“g[éx I
g

Sind X1, ..., X, unabhiangige Zufallsvariablen mit derselben
Verteilung wie X und setzt man

so gilt



Bewels:

Fir Z gilt
E[Z] = % (E[Xq]+...+E[X,)]) = % n-E|X] =E[X],
Var|Z] = %-(Var[Xl]—k. ..+Var|X,)]) = %-n-Var[X] = VagX].

Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

Pr[|Z —E[X]| > 0] = Pr[|Z —E[Z]| > §] < Va;[Z] - Vfg] <e,

nach Wahl von n. []




Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit.

Sei X eine Indikatorvariable fiir ein Ereignis A, Pr[A] = p. Somit
ist X Bernoulli-verteilt mit E[X]| = p.

Z =1(X1+ ...+ X,) gibt die relative Hiufigkeit an, mit der A
bei n Wiederholungen des Versuchs eintritt, denn

_Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten ist

Anzahl aller Versuche

Mit Hilfe des obigen Gesetzes der groBen Zahlen folgt
Pr||Z — p| > 4] < e,

fiir geniigend groBes n. Also nahert sich die relative Haufigkeit
von A bei hinreichend vielen Wiederholungen des Experiments mit
beliebiger Sicherheit beliebig nahe an die ,, wahre"
Wahrscheinlichkeit p an.



Die obige Variante eines Gesetzes der groBen Zahlen geht auf
Jakob Bernoulli zuriick, der den Satz in seinem Werk ars
conjectandi zeigte.

Es soll betont werden, dass das Gesetz der groBen Zahlen die
relative Abweichung |+ >, X; — p|

und nicht die
absolute Abweichung | > . X; — np|

abschatzt!



8.3 Chernoff-Schranken

8.3.1 Chernoff-Schranken fiir Summen von
0-1-Zufallsvariablen

Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff
(*1923) benannt. Sie finden in der komplexitatstheoretischen
Analyse von Algorithmen eine sehr haufige Verwendung.

Satz 43

Seien X1, ...,X,, unabhangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;. Dann gilt fiir

X :=>",X;und p:=E[X]=>"pi sowie jedes § > 0, dass

65 H
Pr[X > (1+6)u] < <(1+5)1+5> .



Bewels:

Fiir £ > 0 gilt
Pr[X > (14 6)p] = Pr[e!* > e!(1Ho)1].

Mit der Markov-Ungleichung folgt

PLX > (14 6] = Prle!X > o) < Bl ]
B o B = et(l+d)u’

Wegen der Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt

exp (Z tXZ-> H etXZ} = HE[etXi].

i=1
Weiter ist fiir i € {1,...,n}:
E[etXi] — Gt.lpi —+ et'o(l — pz) — Btpz' -+ 1 — D; — 1 —|—pi(€t — 1) ,

E[e!*] =E =E




Beweis (Forts.):

und damit

[T, (14 pi(e’ — 1))

PriX > (149)u] <

et(1+0)p
o iz ep(pi(e’ — 1))
o et(1+0)p
Cexp(Xl pi(et — 1)) e e
o et(1+0)p o et(1+d)u o f(t) )

Wir wahlen nun t so, dass f(t) minimiert wird, namlich

= In(1+49).
Damit wird
e(et_l):u 66,u
L+8)n — (1 4 6)1+9)



Beispiel 44

Wir betrachten wieder das Beispiel, dass wir eine faire Miinze
n-mal werfen und abschatzen wollen, mit welcher

Wahrscheinlichkeit ,, Kopf*

3(1 +10%)
oder ofter fallt.
n Chebyshev Chernoff

1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10~1Y

Zn

1 20,1 n
n
(0,1-3n)2 <(1+0>1)1+0’1)




Satz 45

Seien X1, ..., X,, unabhangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1] = p; und Pr|X; = 0] =1 — p;. Dann gilt fiir

X :=>",X;und p:=E[X]|=>"pi sowie jedes 0 < § < 1,
dass

Pr[X < (1 -4y < ((1 _65(;15)”

Bewels:

Analog zum Beweis von Satz 43. []

Bemerkung: Abschatzungen, wie sie in Satz 43 und Satz 45
angegeben sind, nennt man auch tail bounds, da sie Schranken fiir
die tails, also die vom Erwartungswert weit entfernten Bereiche
angeben. Man spricht hierbei vom upper tail (vergleiche Satz 43)
und vom lower tail (vergleiche Satz 45).

Die Chernoff-Schranken hangen exponentiell von p ab!



Lemma 46
Fir0 <6 <1 gilt

Bewels:
Wir betrachten
1,

fl(z)=(1—2)In(1 —x) und g(x) = -z + 5%

Es gilt fir 0 < x < 1:
Jgx)=2z—-1<-In(l—-2)—-1= f'(x)
sowie
f(0) =0=g(0),
also im angegebenen Intervall f(x) > g(x).
Die Ableitung der zweiten Ungleichung erfolgt analog.



Korollar 47

Seien X1, ...,X,, unabhangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit Pr[X; = 1| = p; und Pr[X; = 0] =1 — p;. Dann gelten
folgende Ungleichungen fiir X := " ; X; und

po=E[X] =300 pi:

O Pr[X > (14 8)u| <e M3 firalle0<§<1,81,
@ PriX <(1-0)ul <e "2 firalle0<é<1,

© Pr||X — u| >0u] <2 H5°/3  fiiralle0 < § <1,
)(1+5)u

@ Pr[X > (1+8)u < (m und

Q@ Pr[X >t] <27t fiirt > 2ep.



Beweis:
1 und 2 folgen direkt aus Satz 43 bzw. 45 und Lemma 46.

Aus 1 und 2 zusammen folgt 3.

Die Abschatzung 4 erhalten wir direkt aus Satz 43, da fiir den

Zahler gilt
e < el119)

5 folgt aus 4, indem man t = (1 + 0)u setzt, t > 2epu:

(i) <@ <)



Beispiel 48

Wir betrachten wieder balls into bins und werfen n Balle
unabhangig und gleichverteilt in n Kérbe. Sei

X; := Anzahl der Balle im i-ten Korb

fur ¢ = 1, -1, sowie X = maxi<i;<n Xz
Fiir die Analyse von X; (i € {1,...,n} beliebig) verwenden wir
Aussage 5 von Korollar 47, mit p1 =... =p, = % =1 und

t = 2logn. Es folgt
Pr[X; > 2logn] < 1/n?.

Daraus ergibt sich

1 1
Pr[X > 2logn] = Pr[X; > 2logn V...V X, > 2logn] <n-— = —.
n n

Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit 1 — 1/n, dass X < 2logn ist.



Literatur:

%] Torben Hagerup, Christine Riib:
A guided tour of Chernoff bounds
Inf. Process. Lett. 33, pp. 305-308 (1990)



9. Erzeugende Funktionen

Definition 49

Fir eine Zufallsvariable X mit Wx C Ny ist die
(wahrscheinlichkeits-)erzeugende Funktion definiert durch

Gx(s):=)» Pr[X =k] s" =E[s"].
k=0

Eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ist also die

(gewdhnliche) erzeugende Funktion der Folge (f;)ien, mit



Bei wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen haben wir kein
Problem mit der Konvergenz, da fiir |s| < 1 gilt

Gx(s)|=|) Pr[X =k]-s*
k=0

<) PrlX =k]-|s"| <) PrX =k =1.
k=0 k=0



Beobachtung:
Sei Y := X 4+t mit t € Ny. Dann gilt

Gy(s) =E[s" | =E[s*" T =E[s" - s*] = s' - E[s*] = s' - Gx(5s).

Ebenso lasst sich leicht nachrechnen, dass

G'x(s)=> k-Pr[X =k]- 5" also
k=1

G’y (0) = Pr[X = 1], sowie
Gg?(()) = Pr[X =] - 4!, also
G (0)/il = Pr[X =]




Satz 50 (Eindeutigkeit der w.e. Funktion)

Die Dichte und die Verteilung einer Zufallsvariablen X mit
Wx C N sind durch ihre wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
eindeutig bestimmt.

Bewels:

Folgt aus der Eindeutigkeit der Potenzreihendarstellung.



Bernoulli-Verteilung

Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit

Pr|X =0] =1—pund Pr|X = 1] = p. Dann gilt
Gx(s) =E[s"]=(1—-p)-s"+p-s' =1—-p+ps.

Gleichverteilung auf {0,...,n}

Sei X auf {0,...,n} gleichverteilt, d.h. fiir 0 < k < n ist
Pr[X = k] =1/(n+1). Dann gilt

sntl _q

s) = E[s*] = ! L8P = :
Gx(s) =E[s"] kZ:On+1 (n+1)(s—1)




Binomialverteilung

Fiir X ~ Bin(n,p) gilt nach der binomischen Formel

Gx(s) =E[s*] =) (Z)p’“(l —p)" " = (1 —p+ps)".
k=0

Geometrische Verteilung

Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt

Gx(s) =E[s*] =) p1—p) ' s
k=1

1—(1—-p)s

=ps- > ((1=p)s)i~t = — =
k=1



Poisson-Verteilung

Fiir X ~ Po()\) gilt

o0 k
GX(S) _ ]E[SX] _ Ze—)\)‘_ . Sk _ €—>\—|—>\S _ 6)\(8_1).



Beispiel 51

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, A/n), Fir n — oo folgt

Gx(s) = (1 _Ay As>n — (1 LA 1)>n — M)

n n n

Man kann beweisen, dass aus der Konvergenz der
wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion die Konvergenz der

Verteilung folgt.



9.0.2 Zusammenhang zwischen der w.e. Funktion und den
Momenten

Da -
Gx(s):= ZPr[X =k]-s* =E[s*],
k=0
gilt



Beispiel 52

Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, p), also
Gx(s) = (1—p+ps)".

Dann gilt

Gx(s)=n-(1—p+ps)"'-p

und somit



Beispiel 52

Ebenso ergibt sich

EX(X-1)...(X —k+1)]=G6%(1),

also etwa

Var[X] = E[X (X —1)] + E[X] — E[X]?
= G%(1) + G (1) — (G’ (1))*.

Andere Momente von X kann man auf dhnliche Art und Weise
berechnen.



Kapitel Il Kontinuierliche Wahrschein-
lichkeitsraume

1. Einfiihrung

Viele Zufallsexperimente haben eine kontinuierliche Menge von
moglichen Ergebnisse. Ein Experiment kann z.B. daraus bestehen,
die Dauer eines Downloads oder der Ubertragung einer e-mail zu
messen.

Solche Zufallsexperimente konnen nicht mit diskreten
W'keitraumen modelliert werden. In aller Regel betragt die W'keit
eines Elementarereignisses immer 0. Die Summe der W'keiten der
Elementarereignisse betragt damit O statt 1. Wir miissen
kontinuierliche W'keitraume einfiihren, in denen die W'keit eines
Ereignisses direkt definiert wird.



Im kontinuierlichen Fall kann nicht jede Menge von
Elementarereignissen als Ereignis zugelassen werden. Kolmogorov
fand die heute akzeptierte Losung: die Menge der Ereignisse muss
eine o-Algebra bilden und die W'keitsfunktion muss die

Kolmogorov-Axiome erfiillen.



1.1 Kolmogorov-Axiome und o-Algebren

1.1.1 o-Algebren

Definition 53

Sei () eine Menge. Eine Menge A C P(2) heiBt o-Algebra iiber €2,
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(E1) Q € A.
(E2) Wenn A € A, dann folgt A € A.
(E3) Fiir n € N sei A,, € A. Dann gilt auch | J,_; 4,, € A.

Die Elemente von A heien Ereignisse.



Fiir jede (endliche) Menge 2 stellt die Menge P(£2) eine o-Algebra
dar.

Sei ) ein Intervall ([0, 1], |0, 00), [—00,0)...). Die Klasse B({2)
der Borel'schen Mengen iiber €2 bildet eine o-Algebra. Diese Klasse
ist induktiv definiert:

@ Jedes geschlossene Subintervall von € gehort zu B(€2).
@ Wenn A € B(Q), dann A € B(Q).
o Wenn A, € B(Q) fiir alle n € N, dann |J.; A, € B().



1.1.2 Kolmogorov-Axiome
Definition 54 (Wahrscheinlichkeitsraum, Kolmogorov-Axiome)

Sei () eine beliebige Menge und A eine o-Algebra iiber (2. Eine
Abbildung
Pr[] : A—|0,1]

heiBt WahrscheinlichkeitsmaB auf A, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt:

Q@ (W1) Pr[Q2] = 1.
@ (W2) Ay, Ay, ... seien paarweise disjunkte Ereignisse. Dann

gilt
=1 1=1

Fiir ein Ereignis A € A heiBt Pr[A] die Wahrscheinlichkeit von A.
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist definiert durch das Tupel
(2, A, Pr).

Pr




Die in obiger Definition aufgelisteten Eigenschaften eines
WahrscheinlichkeitsmaBes wurden von dem russischen
Mathematiker Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987)
formuliert. Kolmogorov gilt als einer der Pioniere der modernen
Wahrscheinlichkeitstheorie, leistete jedoch auch bedeutende
Beitrage zu zahlreichen anderen Teilgebieten der Mathematik.
Informatikern begegnet sein Name auch im Zusammenhang mit
der so genannten Kolmogorov-Komplexitat, einem relativ jungen
Zweig der Komplexitatstheorie.

Die Eigenschaften in obiger Definition nennt man auch
Kolmogorov-Axiome.



Fiir jede (endliche) Menge €2 und jede Funktion f: Q — R mit
D wen f(w) = 1 erfiillt die Abbildung Pr definiert durch
Pr(A] = ) c4 f(w) die Kolmogorov-Axiome.

Fir 2 = |0, 1] sei F' die Abbildung, die zu jedem geschlossenen
Subintervall |a, b] von [0, 1] den Wert F'(|a,b]) = b — a zuordnet.
Man kann zeigen, dass es eine einzige Abbildung Pr: B(]|0,1]) — R
gibt, die mit F' auf den geschlossenen Intervallen libereinstimmt
und die Kolmogorov-Axiome erfiillt.

Weitere W'keitabbildungen fiir ein Intervall €2 konnen mit Hilfe der
Lebesgue-Integral definiert werden.



1.1.3 Lebesgue-Integrale

Sei €2 ein Intervall. Eine Funktion f : {2 — R heilBt messbar, falls
das Urbild jeder Borel'schen Menge ebenfalls eine Borel'sche
Menge ist.

/.B. ist fiir jede Borel'sche Menge A C 2 die Indikatorfunktion

{1 falls x € A,
]A:ZCI—>
0 sonst

messbar. Jede stetige Funktion ist messbar. Auch Summen und
Produkte von messbaren Funktionen sind wiederum messbar.

Jeder messbaren Funktion kann man ein Integral, das so genannte
Lebesgue-Integral, geschrieben [ fdA, zuordnen.



Ist f: Q2 — RBL eine messbare Funktion, so definiert
Pr:AHff-[Ad)\

eine Abbildung auf den Borel'schen Mengen, die die Eigenschaft
(W2) der Kolmogorov-Axiome erfiillt.

Gilt daher zusatzlich noch Pr[R]| = 1, so definiert f auf natiirliche
Weise einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, Pr), wobei €2 = R und

A die Menge der Borel'schen Mengen ist.



Problem: wie berechnet man [f - IT4d\?

Satz 55 (ohne Beweis)

Sei A =la,b] mita,b € R undsei f: A — R beschrinkt. Wenn
f; f(x)dz existiert, dann gilt

b
ff-IAd)\:/ f(x)dx

Der Satz gilt auch fiir Intervalle (—o0, b, |a, o0), oder (—o0, ).



Beispiel 56

Sei 2 = 1[0,00) (d.h., das Experiment kann jede nichtnegative
reelle Zahl als Ergebnis haben).

Sei f(z) =e . Esgilt [, e "dx =1.
Die W'keit, dass das Ergebnis 3 ist betragt

3
Pr[[3, 3]] = / eTdz = 0
3
Die W'keit, dass das Ergebnis zwischen 3 und 4 liegt betragt

4
Pr|[3,4]] = / e dr=e2 —e *~0.031
3



Lemma 57
Sei (2, A, Pr) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir Ereignisse A, B,
Aq, Ao, ... gilt

@ Pr[0] =0, Pr[Q] = 1.

Q@ 0<Pr[4] <1

@ Pr[A] =1 - Pr[A].

© Wenn A C B, so folgt Pr|A| < Pr|B].



Lemma 57

© (Additionssatz) Wenn die Ereignisse A1, ..., A, paarweise
disjunkt sind, so folgt

Pr

4

=1

— PI[AZ] .
1=1

Fiir disjunkte Ereignisse A, B erhalten wir insbesondere
Pr[A U B] = Pr[A] + Pr[B].

Fiir eine unendliche Menge von paarweise disjunkten
Ereignissen A1, Ao, ... gilt analog

Pr [Ufil Ai] = Z;}il Pr[A;].



Bewels:

Wenn wir in Eigenschaft (W2) A; = Q und As, As, ... = () setzen,
so ergibt die Eigenschaft, dass Pr[Q] + > -, Pr[()] = Pr[Q].
Daraus folgt Pr[()] = 0.

Regel 2 und Regel 5 gelten direkt nach Definition der
Kolmogorov-Axiome und Regel 1.

Regel 3 erhalten wir mit Regel 5 wegen

1 = Pr[Q] = Pr[A] + Pr[A].

Fiir Regel 4 betrachten wir die disjunkten Ereignisse A und
C := B\ A, fiir die gilt, dass AU B = AU C. Mit Regel 5 folgt
die Behauptung. []



1.2 Kontinuierliche Zufallsvariablen

Wir betrachten W'keitsraume mit 2 = R und A = B(R). Eine
stetige Zufallsvariable iiber einen solchen W'keitsraum wird durch
eine integrierbare Dichte(-funktion) fx: R — RJ mit der

Eigenschaft
+00
/ fx(x)dx =1.

— OO
definiert.

Analog zum diskreten Fall ordnen wir jeder Dichte fx eine
Verteilung oder Verteilungsfunktion F'x zu:

Fyx(z) :=Pr[X <] =Pr[{t cR |t < z}] = /_ fx(t) dt.



Beispiel 58 (Gleichverteilung)

Eine besonders einfache kontinuierliche Dichte stellt die
Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b] dar. Sie ist definiert durch

fir x € |a, b],

1
__ ) b—a
f(z) = {O sonst.

Die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung:

’

. 0 fir r < a,
F(:c):/ f(t)dt = ¢ =2 fira <z <b,
- 1 fir z > b.




14 - | | f(x) 1 14b
12 4 12t
1,0 4 10
0,8 4 08
0,6 - 4 06
04 - 1 04
02 - 1 02
0,0 0,0
0205 0.0 05 1,0 15 203

Gleichverteilung iiber dem Intervall |0, 1]

0,0

0,5

1,0

1,5



Beobachtungen: (Eigenschaften der Verteilungsfunktion)

@ Fx ist monoton steigend.

@ F'x ist stetig. Man spricht daher auch von einer , stetigen
Zufallsvariablen®.

@ Esgilt: lim, ., o Fx(x) =0 und lim, ., Fx(xz) = 1.

@ Jeder (auBer an endlich vielen Punkten) differenzierbaren
Funktion F', welche die zuvor genannten Eigenschaften erfiillt,
konnen wir eine Dichte f durch f(z) = F'(x) zuordnen.

Es gilt
Prla < X <b] = Fx(b) — Fx(a).



Bei den von uns betrachteten Dichten besteht zwischen den
Ereignissen ,,a < X <b", ,a < X <b", ,a <X <b" und
La < X < b" kein wesentlicher Unterschied, da

fOdt= | foydt= [ f@oydt= [ f(t)dt.

[a,b] la,b] [a,b] la,b|



1.2.1 Rechnen mit kontinuierlichen Zufallsvariablen
Sei Y := g(X) mit einer Funktion g : R — R.

Die Verteilung von Y erhalten wir durch

Fy(y) = PrlY <] = Prlg(¥) <] = | fx(t)et.

Hierbei bezeichnet C' := {t € R | g(t) < y} alle reellen Zahlen
t € R, fiir welche die Bedingung ,,Y < y" zutrifft. Das Integral
liber C' ist nur dann sinnvoll definiert, wenn C ein zulassiges
Ereignis darstellt. Aus der Verteilung Fy konnen wir durch
Differenzieren die Dichte fy ermitteln.



Beispiel 59

Sei X gleichverteilt auf dem Intervall |0, 1|. Fiir eine Konstante
A > 0 definieren wir die Zufallsvariable Y := —(1/\) In X.

Fy(y) =Pr[—(1/A) In X <y|] =Pr[ln X > —\y]
= Pr[X > e Y]
=1— Fx(e ™)

{1 —e N fiiry >0,

0 sonst.



Beispiel (Forts.)

Damit folgt mit fy (y) = Fy (y) sofort

e ™M fiiry >0,
fy(y) = {
0 sonst.

Eine Zufallsvariable mit einer solchen Dichte fy nennt man
exponentialverteilt.



Beispiel 60

Sei X eine beliebige Zufallsvariable. Fiir a,b € R mit a > 0
definieren wir die Zufallsvariable Y :=a - X +b.

Es gilt

—b —b
Fy(y):Pr[aX+b§y]:Pr[X§ya ]:FX (ya ),

und somit

() = ddey(y) _ de((g;b)/a) y (y—b) 2



Simulation von Zufallsvariablen

Unter der Simulation einer Zufallsvariablen X mit Dichte fx
versteht man die algorithmische Erzeugung von Zufallswerten,
deren Verteilung der Verteilung von X entspricht.

Dazu nehmen wir an, dass die zu simulierende Zufallsvariable X
eine stetige, im Bildbereich |0, 1| streng monoton wachsende
Verteilungsfunktion F'x besitzt. Weiter nehmen wir an, dass U eine
auf ]0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable ist, die wir simulieren
konnen.

Aus unserer Annahme iiber F'x folgt, dass es zu F'x eine
(eindeutige) inverse Funktion Fi' gibt mit Fy (Fy'(x)) = = fiir
alle x €]0, 1.



Sei nun

dann gilt



Beispiel 61

Im obigen Beispiel der Exponentialverteilung gilt Fx(t) =1 — ¢!
fiir £ > 0, und wir erhalten auf |0, 1| die Umkehrfunktion
F)}l(t) = —In(1 —¢). Also gilt X = F)EI(U) = —In(1-U0).

Statt X haben wir im Beispiel die Zufallsvariable — In U
betrachtet, die aber offensichtlich dieselbe Verteilung besitzt.



1.2.2 Kontinuierliche Zufallsvariablen als Grenzwerte
diskreter Zufallsvariablen

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable. Wir konnen aus X leicht
eine diskrete Zufallsvariable konstruieren, indem wir fiir ein festes
d > 0 definieren

Xs=n0 <= X € [nd,(n+1)d]firn e Z.
Fir X gilt

PI‘[X(S = n5] = FX((n + 1)5) — FX(n(S) :



1,0

0,8 -

0,6 -

04 -

0,2

0’0 = I I I I
-3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Fiir 0 — O nahert sich die Verteilung von X der Verteilung von X
immer mehr an.



1.2.3 Erwartungswert und Varianz

Definition 62

Fiir eine kontinuierliche Zufallsvariable X ist der Erwartungswert
definiert durch

E[X] = / Tt () dt,

sofern das Integral [~ _|t|- fx(t) dt endlich ist.

Fiir die Varianz gilt entsprechend
Var[X] = E[(X — E[X])?] = / (t —E[X])- fx(t) dt,

wenn E[(X — E[X])?] existiert.



Lemma 63

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable, und sei
Y :=g(X).

Dann gilt



Bewels:

Wir zeigen die Behauptung nur fiir den einfachen Fall, dass g eine
lineare Funktion ist, also Y :=a- X + b fiira,b € R und a > 0.

Es gilt (siehe obiges Beispiel)

E[a-X+b]:/oot-fy(t)dt:/wt-fx <t_b> Lt

Durch die Substitution u := (t — b)/a mit du = (1/a) dt erhalten

WIr
00

Ela - X + b :/ (au + b) fx (u) du.

—0o0



Beispiel 64

Fiir Erwartungswert und Varianz der Gleichverteilung ergibt sich

b 1 1 b
EIX| = t- dt = - t-dt
X] /a b—a b—a /a

_ 4210

B b’ — a® _a+b

- 2b—a) 2
1 b b2 b 2
E[X2]_b_a-/t2 dt = +§+a,
(a —b)°




1.2.4 Laplace-Prinzip in kontinuierlichen
Wahrscheinlichkeitsraumen

Das folgende Beispiel zeigt, dass im kontinuierlichen Fall die
Bedeutung von ,, gleichwahrscheinlich® nicht immer ganz klar sein
MUSS.

Bertrand’sches Paradoxon

Wir betrachten einen Kreis mit einem eingeschriebenen
gleichseitigen Dreieck. Was ist die Wahrscheinlichkeit, mit der die
Lange einer zufallig gewahlten Sehne die Seitenlange dieses
Dreiecks iibersteigt (Ereignis A).






Beobachtungen:

@ Die Seiten des Dreiecks haben Abstand 5 vom Mittelpunkt M.

@ Die Lage jeder Sehne ist (bis auf Rotation um M) durch einen
der folgenden Parameter festgelegt:

e Abstand d zum Kreismittelpunkt,
o Winkel ¢ mit dem Kreismittelpunkt.

Wir nehmen fiir jeden dieser Parameter Gleichverteilung an und
ermitteln Pr[A].

@ Sei d € [0, 7] gleichverteilt. A tritt ein, wenn d < 5, und es

folgt Pr[A] = 3.

@ Sei ¢ € [0°,180°] gleichverteilt. Fiir A muss gelten

p €]120°,180°], und es folgt somit Pr[A] = 3.



1.3 Mehrere kontinuierliche Zufallsvariablen

1.3.1 Mehrdimensionale Dichten
Definition 65

Zu zwei kontinuierlichen Zufallsvariablen X, Y wird der zugrunde
liegende gemeinsame Wahrscheinlichkeitsraum iiber R? durch eine
integrierbare (gemeinsame) Dichtefunktion fxy : R* — RS mit

/ / Fxy (@, y) dody = 1

beschrieben. Fiir ein Ereignis A C R? (das aus abzihlbar vielen
geschlossenen oder offenen Bereichen gebildet sein muss) gilt

PrlA] :/AfX,Y(xm?D dz dy.



Unter einem Bereich B verstehen wir dabei Mengen der Art
B={(z,y) eR?|a<z<bc<y<d} mita,bcdecR.

Dabei konnen die einzelnen Intervallgrenzen auch , offen” sein.



Analog zum eindimensionalen Fall ordnen wir der Dichte fx y eine
(gemeinsame) Verteilung Fxy : R? — [0,1] zu

Fxy(z,y) =Pr|X <z,Y <y|] = / / fxv(u,v)dudo.



1.3.2 Randverteilungen und Unabhangigkeit
Definition 66

Sei fxy die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X und Y.
Die Randverteilung der Variablen X ist gegeben durch

Fx(x)=Pr|X <zx| = /fE [/OO fxv(u,v) dv] du.
Analog nennen wir
@) = [ fevlao)de

die Randdichte von X . Entsprechende Definitionen gelten
symmetrisch fiir Y.



Definition 67

Zwei kontinuierliche Zufallsvariablen X und Y heien unabhangig,
wenn

PriX <aY <y]=Pr[X <a]-PrlY <y
fir alle x,y € R gilt.

Dies ist gleichbedeutend mit

Fxy(r,y) = Fx(x)- Fy(y).

Differentiation ergibt

fxy(@,y) = fx(x) fy(y).



Fiir mehrere Zufallsvariablen X1,...,X,, gilt analog: X1,..., X,
sind genau dann unabhangig, wenn

Fx, . x,(x1,...,2n) = Fx,(x1) ... Fx, (zn)

bzw.
fxiox. (@1, 2n) = fx, (1) oo fx, (2n)

fur alle x1,...,2, € R.



1.3.3 Summen von unabhangigen Zufallsvariablen

Satz 68

Seien X und Y unabhangige kontinuierliche Zufallsvariablen. Fiir
die Dichte von Z .= X +Y gilt
f22) = [ ix@)- frle -2 do.

Bewels:

Nach Definition der Verteilungsfunktion gilt
Fot) =PrZ <t =PrX+Y <d = [ fuy(oy)dacy
A(t)

wobei A(t) = {(z,y) € R? |z +y < t}.



Beweis (Forts.):

Aus der Unabhangigkeit von X und Y folgt

Fyz(t) = " fx(x) - fy(y) dzedy

- [ ([ nwa) e

Mittels der Substitution z := x + vy, d 2 = d y ergibt sich

t—x

fY dy—/ fy(z—x)dz

und somit

Fz(t) = /_too (/_Z fx(z)fy(z — ) df) dz.



2. Die Normalverteilung

Die Normalverteilung nimmt unter den stetigen Verteilungen eine
besonders prominente Position ein. Sie ist in gewisser Weise das
kontinuierliche Analogon zur Binomialverteilung wenn n — oo (bei
konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit p).

Definition 69

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wy = R heil3t

normalverteilt mit den Parametern 1 € R und o € R™, wenn sie
die Dichte

besitzt.



In Zeichen schreiben wir X ~ N (p, 0?).
N(0,1) heiBt Standardnormalverteilung. Die zugehorige Dichte
@©(x;0,1) kiirzen wir durch ¢(x) ab.

Die Verteilungsfunktion zu N (p, 0?) ist

Flz) = — /x exp(—(t_'u)2>dt—:<1>(a:;,u,a).

210 J—oo 202

Diese Funktion heiBt GauB'sche ®-Funktion (¢ ist nicht
geschlossen integrierbar).
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2.1 Erwartungswert und Varianz

Wir berechnen zunachst Erwartungswert und Varianz einer
Zufallsvariable X ~ N(0,1), d.h., wir betrachten den Speziallfall
p=0,0 =1 (Satz 71). Dann berechnen wir Erwartungswert und
Varianz fiir beliebige Werte der Parameter 1 und o. .

2.1.1 Der Fall X ~ N(0,1)

Lemma 70

I = / e~ /2 gy — V2.

Bewels:

Wir berechnen zunichst I?:

1'2 . (/OO 6—372/2 dﬂ?) </OO €y2/2dy)
/ / @2 4 dy .



Beweis (Forts.):

Wir gehen nun zu Polarkoordinaten liber und setzen x := 7 cos ¢
und y := rsin ¢. Dann ist
oxr Oy

5y i COS @ sing | 9 .2 N
g—‘;’; §—Z _| —rsing rcoso = r{cos"¢ +sin"¢) =r

und wir erhalten

27 o0 5 27 5 50
12:/ / e 2r drdgp = / [—e—r /2] do
0 0 0 0
27
:/ l1dop = 2m.
0



Satz 71
X sei N(0,1)-verteilt. Dann gilt

E[X] =0 und Var|X]=1.
Beweis:

E[X] = % /_Za: - exp <—‘”;> dz.

Da der Integrand punktsymmetrisch zu (0, 0) ist, folgt E[X]| = 0.



Beweis (Forts.):

Mittels Lemma 70 und durch partielle Integration erhalten wir

o0 CE2
V2T = / exp (—2> dr

— _x_Q - T2 _x_Q d
= rexp 5 + T~ - exp 5 T
— 00 — 00

N J/
-~

=0

Daraus folgt, dass E[X?] = 1 ist und somit
Var[X]| = E[X?] - E[X]* = 1.



2.1.2 Der allgemeine Fall
Lemma 72 (Lineare Transformation der Normalverteilung)

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit X ~ N (u, 0?).

Dann gilt fiir beliebiges a € R\ {0} und b € R, dassY =aX + b
normalverteilt ist mit Y ~ N (au + b, a’0?).

Bewels:

Wir betrachten zunachst den Fall ,a > 0":

—b
Pr[Y < y] = PrlaX + b <y] = Pr [ng ]

~ Voo ./—oo o <_ 207 > w




Beweis (Forts.):

Nach der Substitution v = (v —b)/a und du = (1/a) - d v erhalten

wir
1 y (v — ap — b)?
< p— * - d °
PrlY <y / exp ( 5,22 v

2maoc o0

Also Y ~ N(au +b,a?0?). Fiir a < 0 verlauft der Beweis
analog. []



Sei also X eine beliebige N (1, 0%)-verteilte Zufallsvariable X und
Y = 2H

o

Dann gilt nach Lemma 72 Y ~ N(0,1). Y heiBt auch normiert.

Ferner gilt

Pr[a<X§b]:Pr[a_'u<Y<b_’u]




Satz 73
X sei N(u, 0?)-verteilt. Dann gilt

E[X] = p und Var[X] = .

Bewels:

Nach Lemma 72 ist Y := % standardnormalverteilt. Ferner gilt
gemalB der Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

EX]|=ElcY +u| =0 -EY|+p=pn

und
Var[X] = Var[oY + u] = 0% - Var[Y] = o°.



2.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der
Binomialverteilung

Satz 74 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1,...,X, seien unabhiangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H, =X1+...+X,
flirn > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen

" np(1—p)

flir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.

Der Satz wird spater als Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes
bewiesen. (Satz 80 und Korollar 81).



Die folgende Aussage ist eine Konsequenz von Satz 74:

Korollar 75

Sei H,, ~ Bin(n, p) eine binomialverteilte Zufallsvariable. Die
Verteilung von H,, /n konvergiert gegen N (p,p(1 — p)/n) fiir
n — oQ.
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Vergleich von Binomial- und Normalverteilung

Bin(n, 0.3) bei 0.3n zentriert, mit +/0.3 - 0.7n horizontal gestaucht und vertikal gestreckt



Beispiel 76

Im Politbarometer von Juni 2007 erhielten die Parteien folgende
Ergebnisse: CDU/CSU 39%, SPD 31%, Linke.PDS 9%, Griine 8%,
FDP 8%, Sonstige 5%. Die Forschungsgruppe Wahlen E.V. sagt:
“Die Interviews wurden in der Zeit vom 29. bis 31. Mai 2007 bei
1.234 zufallig ausgewahlten Wahlberechtigten telefonisch
durchgefiihrt. Die Befragung ist reprasentativ fiir die
wahlberechtigte Bevolkerung in ganz Deutschland. Die
Fehlertoleranz bei den groBen Parteien betragt 2,7 Prozentpunkte,
bei den kleineren 1,4 Prozentpunkte.”

Wie werden diese Fehlertoleranzen berechnet?



Beispiel 76 (Forts.)

In diesen Studien wird normalerweise mit einer Konfidenz von 95%
gearbeitet. Zu berechnen ist also die Zahl 9, fiir die die W'keit,
dass bei 1234 befragten das Ergebniss der CDU/CSU im Intervall
0.39 — 6,0.39 + 9] liegt, 0.95 betragt.

Dazu modellieren wir die Befragung durch folgendes n-stufiges
Experiment (n = 1234). Eine Urne enthilt weisse und schwarze
Balle. In jeder Stufe wird ein zufalliger Ball aus der Urne extrahiert
und zuriick in die Urne gestellt. Sei p die W'keit, dass der Ball
schwarz ist. Fiir 1 <1 < n sei X; die Bernoulli-verteilte Variable,
die angibt, ob der i-te Ball schwarz ist. Die X;'s sind damit
unabhangig und identisch verteilt. Fiir groBes n lasst sich die
Verteilung der Variable H} durch die Standardnormalverteilung
approximieren. Wir nehmen also an, dass H} ~ N(0,1) gilt.



Beispiel 76 (Forts.)

Es gilt Pr[—2 < A(0,1) < 2] ~ 0.9554
(kann z.B. aus Tabellen entnommen werden).

Wir haben

0.95
Pr|-2 < H} < 2]

Q

= Prnp — 2\/np(1 —p) < H, <np+ 2\/np(1 —p)]

A

n n

— Pr[p—Q Mgﬂ D42 p(lp)]

Damit gilt: bei n befragten und 95% Konfidenz wird eine

Fehlertoleranz von ca. 2 @ erreicht.



Beispiel 76 (Forts.)

Da p(1 —p) < 1/4 fiir alle 0 < p < 1 erhalten wir

1 _H 1
0.95 ~ Pr[-2 < H < 2] < Pr {p_\[gngnwr\f
n n n

Damit gilt 0 < % fir alle p. In anderen Worten:

unabhangig vom Wert von p wird bei n befragten und

95% Konfidenz eine Fehlertoleranz von ca. ﬁ erreicht.

Bei n = 1234 erhalten wir eine Fehlertoleranz von N R 0.028

oder 2,8 Prozentpunkte fiir alle p.
Fiir p = 0.05 (die 5% Grenze fiir den Einzug im Bundestag)

erhalten wir eine Fehlertoleranz von 2 @ ~ (0.013 oder 1,3
Prozenktpunkte.



2.3 Summe von Normalverteilungen

Satz 77 (Additivitat der Normalverteilung)

Seien X1, ...,X,, unabhangige Zufallsvariablen mit
X; ~ N(ui,0?) (1 <i<mn). Esgilt: Die Zufallsvariable

Z=a1 X1+ ...+ a, X,

Ist normalverteilt mit Erwartungswert 1 = a1 + ... + appsn, und
Varianz 0 = a%0% + ...+ a202.

Bewels:

Wir beweisen zunachst den Fall n = 2 und a1 = a9 = 1. Nach
Satz 68 gilt fiir Z := X1 + X5, dass

f2:)= [ T bz =) Fr(y) dy
1 o0

1 ((z—y—m)?* (y— p)
_ 1 dy.
2mo109 /—oo P ( 2 < of i o3 ’

\ 4




Beweis (Forts.):

Wir setzen
jooi=pg e v = (2—p)/o
0% = 0%4—0% v% = v—v%

Damit ergibt sich unmittelbar

o2 — (2 —y —m)? X (y — p2)’ _ (2 — p1 — p2)°
2 0% a% U%—l—a% ’

woraus wir
2 2 2 2 2
_ Yoi — p201 + Yoy — 205 + 4103
01020

U2

ermitteln.



Beweis (Forts.):

Damit folgt fiir die gesuchte Dichte

1 v > v3
= - ——= |- ——= | dy.
fz(2) ST eXP( 2> /OOGXP( 2) Y

Wir substituieren noch

o
t:= vy und dt =

dy

0102

und erhalten

110 gy o () Lo ()

Mit Lemma 70 folgt, dass fz(z) = ¢(z; u, o) ist.




Beweis (Forts.):

Daraus erhalten wir die Behauptung fiir n = 2, denn den Fall

Z = a1 X1 + as Xo fiir beliebige Werte a1, a2 € R konnen wir
leicht mit Hilfe von Lemma 72 auf den soeben bewiesenen Fall
reduzieren. Durch Induktion kann die Aussage auf beliebige Werte

n € N verallgemeinert werden. []



3. Der zentraler Grenzwertsatz

Dieser Satz ist von groBer Bedeutung fiir die Anwendung der
Normalverteilung in der Statistik. Der Satz besagt, dass sich die
Verteilung einer Summe beliebiger unabhangiger Zufallsvariablen
(mit endlichem Erwartungswert und Varianz) der Normalverteilung
umso mehr annahert, je mehr Zufallsvariablen an der Summe
beteiligt sind.

Fiir den Beweis benotigen wir momenterzeugende Funktionen, die
in den nachsten Folien betrachtet werden.



3.1 Momenterzeugende Funktionen

Definition 78

Zu einer Zufallsvariablen X ist die momenterzeugende Funktion
gemal
Mx(s) = E[e*®] == / e’ - fx(t)dt

definiert.



Beispiel 79

Fiir eine auf |a, b] gleichverteilte Zufallsvariable U gilt

1

d
b—a *

b
My (t) = E[e!] = / el .

- [t(bet—x >]b

etb . eta,

t(b—a)




Beispiel (Forts.)

Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable N ~ N(0,1) gilt

L [T e e

_ /2. b /+OO e~ (1=6°/2 g¢
V2T J o

2
— ot /2.



Beispiel (Forts.)
Daraus ergibt sich fiir Y ~ N (u,0?) wegen % ~ N(0,1)

My (t) — E[th]

_ eth . ]E[e(t")'
— eth . MN(tU)
_ ptut(to)?/2

Y —p
o

)



Weiterer Beweis von Satz 77:

Bewels:

GemaB dem vorhergehenden Beispiel gilt
My, (t) = etmit(toi)?/2
Wegen der Unabhangigkeit der X; folgt

Mz(t) :E[et(a1X1+...+aan)] _ HE[B(ait)Xi]
1=1

— H Mx,(ait)
1=1

n
_ H 6ait,uz"|‘(ait0'i)2/2
1=1
_ etﬂ+(t0)2/2

Y

mit 4 = a1 + -+ + an ity und 02:a%0%+---+a%02.



3.2 Zentraler Grenzwertsatz

Satz 80 (Zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, besitzen jeweils dieselbe
Verteilung und seien unabhangig. Erwartungswert und Varianz von
X, existieren fiiri = 1,...,n und seien mit ;» bzw. 0* bezeichnet
(6% > 0).

Die Zufallsvariablen Y,, seien definiert durchY,, .= X1 + ...+ X,
flirn > 1. Dann folgt, dass die Zufallsvariablen

Y, —nu
o\/n

asymptotisch standardnormalverteilt sind, also Z,, ~ N (0, 1) fiir
n — oo.

Ly =




Etwas formaler ausgedriickt gilt: Die Folge der zu Z,, gehorenden
Verteilungsfunktionen F}, hat die Eigenschaft

lim F,(x) = ®(x) fir alle z € R.

n—oo

Wir sagen dazu auch: Die Verteilung von Z,, konvergiert gegen die
Standardnormalverteilung fiir n — oc.



Bewels:

Wir betrachten X := (X; —p)/ofiri=1,...,n mit E[X]| =0
und Var|X | = 1. Damit gilt (gemaB vorhergehendem Beispiel)

Mz(t) _ E[etZ] _ E[et(Xf—F...—FX;E)/\/ﬁ]
= MXf(t/\/ﬁ) S MXn(t/\/ﬁ) :
Fiir beliebiges 7 betrachten wir die Taylorentwicklung von

Mx+(t) =: h(t) an der Stelle t = 0

h(t) = h(0) + K (0) - t + hﬂéo) 42+ O®13).

Aus der Linearitat des Erwartungswerts folgt

K (t) = Ele! - XF] und B"(t) = E[e!X7 - (X)?].

1



Beweis (Forts.):
Damit gilt
h'(0) = E[X] = 0 und A" (0) = E[(X})?] = Var[X] = 1.

Durch Einsetzen in die Taylorreihe folgt h(t) = 1 +t2/2 + O(t?),
und wir kdnnen Mz(t) umschreiben zu

2 t3 " .
MZ(t):<1+2n+O<n3/2)) —>6t2/2 fir n — oo.

Aus der Konvergenz der momenterzeugenden Funktion folgt auch
die Konvergenz der Verteilung. Damit ist Z asymptotisch
normalverteilt.



Beweis (Forts.):

Die momenterzeugende Funktion existiert leider nicht bei allen
Zufallsvariablen und unser Beweis ist deshalb unvollstandig. Man
umgeht dieses Problem, indem man statt der momenterzeugenden
Funktion die so genannte charakteristische Funktion

Mx (t) = E[eX] betrachtet. Fiir Details verweisen wir auf die
einschlagige Literatur. []



Der Zentrale Grenzwertsatz hat die folgende intuitive Konsequenz:

Wenn eine ZufallsgréBe durch lineare Kombination vieler
unabhangiger, identisch verteilter ZufallsgroBen entsteht,
so erhalt man naherungsweise eine Normalverteilung.



Der Grenzwertsatz von de Moivre (Satz 74) ist ein Korollar des
Zentralen Grenzwertsatzes:

Korollar 81 (Grenzwertsatz von de Moivre)

X1,...,X, seien unabhiangige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt fiir die
Zufallsvariable H,, mit

H, =X1+...+4 X,
flirn > 1, dass die Verteilung der Zufallsvariablen

H> = Hn — np
v/np(1—p)

flir n — oo gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.




Bewels:

Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Zentralen
Grenzwertsatz, da u = ~E[H,] = p und
0? = LVar[H,] = p(1 — p).

on

Bemerkung

Wenn man Xy, ..., X, als Indikatorvariablen fiir das Eintreten
eines Ereignisses A bei n unabhangigen Wiederholungen eines
Experimentes interpretiert, dann gibt H,, die absolute Haufigkeit
von A an.



Historisch gesehen entstand Korollar 81 vor Satz 80.

Fiir den Fall p = 1/2 wurde Korollar 81 bereits von Abraham de
Moivre (1667—1754) bewiesen. De Moivre war gebiirtiger Franzose,
musste jedoch aufgrund seines protestantischen Glaubens nach
England fliehen. Dort wurde er unter anderem Mitglied der Royal
Society, erhielt jedoch niemals eine eigene Professur.

Die allgemeine Formulierung von Korollar 81 geht auf Pierre Simon
Laplace (1749-1827) zuriick. Allerdings vermutet man, dass die
Losung des allgemeinen Falls p # 1/2 bereits de Moivre bekannt
war.



3.3 Elementarer Beweis des Grenzwertsatzes von de Moivre
fir p=1/2

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit Prja < H3 < b] fiir
p=1/2und a,b € R mit a < b. Wenn die Verteilung von HJ , wie
in Korollar 81 angegeben, gegen N (0,1) konvergiert, so sollte

Prla < H; <b| ~ f:go(t) dt fur geniigend groBe n gelten.

Wir schreiben f(n) ~« g(n) fir lim, . f(n)/g(n) =1, wollen
also zeigen:

b
Prla < H5, <] ~ / @(t) dt.

Da fiir Hy,, ~ Bin(2n,1/2) gilt, dass E|H2,] = n und
Var|Ho,| = n/2 ist, erhalten wir

* —_—
HQn —



und es folgt

Prla < H5, < b =Prn+a\/n/2 < Hyp < n+by/n/2]
=Y Pr[Hoy =n+i]
1ely,

fir I, :={z€Z|a\y/n/2 <z <by/n/2}. Damit ist
2n 1\ "
< H; <b| = | = :

pria = o =0 Z(nﬂ') (2>

=Pn,:



Es gilt

oy on\ 1\ (2n)! [1\*"
i Pni =P n 2 (n)?2 \2

und mit der Stirling'schen Approximation fiir n!

. (2n)2" . e72" . /27 - 2n (1)2’” 1
Pn ™o (n™-e~™-/27n)?

2 V)

Ersetzen wir nun die p,; durch p; so entsteht dabei ein Fehler,

den wir mit ¢, ; 1= p;*’i bezeichnen.

n




Fiir i > 0 gilt

q,:(ﬁﬁ'@fn:: (2n)! - 1! - )
n,i (2. (n+ ! (n—10)!-(2n)!

1—1 . . |
““J':O(n_]) n—j+1 27 — 1
p— - _ 1_ |

_ ; ' H n 4+ j H

:1<n_|_.]) j=1 im1 n+]

N~
~
D=
N—
DN
S

Wegen der Symmetrie der Binomialkoeffizienten gilt ¢, —; = gn ,
womit auch der Fall 2 < 0 abgehandelt ist.



Man macht sich leicht klar, dass 1 — 1/x <Ilnx < x — 1 fiir z > 0
gilt. Damit schlieBen wir, dass

27 — 1 27 — 1
I J](1- =Y "In(1-
! ( n+j> . n( n+j)

j=1 j=1

‘25— 1 ‘95— 1
_Zn+j = _Z n—+1
j=1 j=1
i(i+1)—1 i2 i3

T n+i B _g+n(n+i)

32 1
-0 (5);

da i = O(y/n) fir i € I,.



Ebenso erhalten wir

In H<1—2TZ+_]1> >Z<1—(1_2£;]1>1>

J=1
L § ' 2j—1
= R e —
n—7+1 n—1

. .
ﬁ> < dn,i < e "

Wegen eFO/Vn) — 1 4 o(1) folgt daraus ¢, ; ~c i



Damit schatzen wir nun Prla < H < b) Weiter ab:

Prja < H;, <b] = an dn,i ™oo \/ﬁ Z

€1,

::Sn

Mit 0 := /2/n kdnnen wir die Summe S,, umschreiben zu

_— 66 2521
Sn= o= )

€1,

Diese Summe entspricht einer Naherung fiir

f; @(t)dt = \/%TT fb —t*/2 4t durch Aufteilung der integrierten

Flache in Balken der Breite 0. Fiir n — o0 konverglert die Flache
der Balken gegen das Integral, d. h. S, ~ f t) dt.

q.e.d.



4. Die Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist in gewisser Weise das kontinuierliche
Analogon zur geometrischen Verteilung. Wie die geometrische
Verteilung ist sie ,, gedachtnislos” ist. Sie spielt daher vor allem bei
der Modellierung von Wartezeiten eine groBe Rolle.



Definition 82

Eine Zufallsvariable X heilBt exponentialverteilt mit dem
Parameter A\, A > 0, wenn sie die Dichte

flz) =

A-e ™M falls z >0,
0 sonst

besitzt.

Fiir die entsprechende Verteilungsfunktion gilt (fiir x > 0)

F(z) = / A-e Mdt = [—G_M}: =1—e "
0

Fiir x < 0 gilt selbstverstandlich F'(z) = 0.



4.1 Erwartungswert und Varianz

IE[X]:/ t-X-e Mdt
0

— [t.(—e”‘t)} —|—/0 e M dt

0

1 ] 1
— 04+ |—=. _ -
3, =3



Analog erhalten wir

=)
{

und somit
Var|[ X |

t2 X e Mdt
(e

5B - —
= E[X?] — E[X]?
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4.2 Die Exponentialverteilung als Grenzwert der
geometrischen Verteilung

Erinnerung: Die Poisson-Verteilung lasst sich als Grenzwert der
Binomialverteilung darstellen.

Wir betrachten eine Folge geometrisch verteilter Zufallsvariablen
X, mit Parameter p,, = \/n. Fiir ein beliebiges k € N ist die
Wahrscheinlichkeit, dass X,, < k- n, gleich

kn kn—1
Pr[Xn < kn] — Z(l — pn)z_l "Pn = DPn- Z (1 - pn)z
i=1 1=0

1 — (1 —py)k" o
= Pn - ( Pn) :1—<1—)\) .
Pn



Wegen lim,, (1 — 2)™ = e~ gilt daher fiir die Zufallsvariablen
Y, = %Xn, dass

lim Pr[Y, <t| = lim Pr|X, <t-nj

n—oo n—oo

tn
= lim {1— <1—)\) }
n— 00 n

— 1 —e M.

Die Folge Y;, der (skalierten) geometrisch verteilten
Zufallsvariablen geht also fiir n — oo in eine exponentialverteilte
Zufallsvariable mit Parameter X iber.



4.3 Gedachtnislosigkeit
Satz 83 (Skalierung exponentialverteilter Variablen)

Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit dem Parameter
M. Fiir a > 0 ist die Zufallsvariable Y := a X wieder
exponentialverteilt mit dem Parameter \/a.

Bewels:

Fy(x) =Pr|Y < z] = PrjaX < 7z
refx ] - m ()

a a
Az

=1—e a.



Satz 84 (Gedéachtnislosigkeit)

Eine (positive) kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich

R st genau dann exponentialverteilt, wenn fiir alle z,y > 0 gilt,
dass

PriX >4y | X >y]=Pr[X > x]. (*)

Bewels:

Sei X exponentialverteilt mit Parameter A. Dann gilt
PriX >z 4y, X >y
Pr[X > y]

- Pr[X > 24y
 Pr[X >y
e~ Mz+y)

=y = e =Pr[X > z].

PriX >zx+4+y|X >yl =




Beweis (Forts.):

Sei umgekehrt X eine kontinuierliche Zufallsvariable, die die
Gleichung (x) erfiillt. Wir definieren g(x) := Pr[X > z]. Fir

x,y > 0 gilt

g(x +y) =Pr|X >x+y
=Pr[ X >x+y| X >y] Pr[X >y
= Pr[X > x| - Pr[X > y] = g(x)g(y) -

Daraus folgt durch wiederholte Anwendung

g(1) :g(%%----%—%) = (g(i))n fir allen € N

-~

n-mal

und somit insbesondere auch ¢(1/n) = (g(1))/™.



Beweis (Forts.):

Da X nur positive Werte annimmt, muss es ein n € N geben mit

g(1/n) > 0. Wegen 0 < g(1) <1 muss es daher auch ein A > 0

geben mit g(1) = ™.

Nun gilt fiir beliebige p,q € N
g(p/q) = 9(1/q)? = g(1)?/4,
und somit g(r) = e~ fiir alle r € Q.

Aufgrund der Stetigkeit folgt daraus

g(z) =e



Beispiel 85

Uber das Casium-Isotop #Cs ist bekannt, dass es eine mittlere
Lebensdauer von ungefihr 3,03 Jahren oder 1,55 - 10° Minuten
besitzt. Die Zufallsvariable X messe die Lebenszeit eines
bestimmten *Cs-Atoms. X ist exponentialverteilt mit dem
Parameter

1 1

A - —-—
E[X] 1,55 106

1
~ 0,645 -107° []

min

Da A den Kehrwert einer Zeit als Einheit besitzt, spricht man von
der Zerfallsrate. Auch bei anderen Anwendungen ist es liblich, A
als Rate einzufiihren.



4.4 Minimum von Exponentialverteilungen

Warten auf mehrere Ereignisse

Satz 86

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, seien unabhangig und
exponentialverteilt mit den Parametern \1, ..., \,,. Dann ist auch
X :=min{ Xy, ..., X, } exponentialverteilt mit dem Parameter
)\1 4 ...+ )\n

Bewelis:

Der allgemeine Fall folgt mittels Induktion aus dem fiir n = 2. Fiir
die Verteilungsfunktion F'x gilt:

1 — Fx(t) = Pr[X > t] = Primin{ X1, X2} > {]
= Pr|X; > t, Xo > t]
= Pr[X; > t| - Pr[Xs > {]

_ oMt et~ ()t




Anschaulich besagt Satz 86, dass sich die Raten addieren, wenn
man auf das erste Eintreten eines Ereignisses aus mehreren
unabhangigen Ereignissen wartet. Wenn beispielsweise ein Atom
die Zerfallsrate \ besitzt, so erhalten wir bei n Atomen die
Zerfallsrate n\ (wie uns auch die Intuition sagt).



Poisson-Prozess

Wir hatten bei der Diskussion der geometrischen und der
Poisson-Verteilung festgestellt:

Wenn der zeitliche Abstand der Treffer geometrisch verteilt ist, so
ist ihre Anzahl in einer festen Zeitspanne binomialverteilt.

Im Grenzwert n — oo, wobei wir die Trefferwahrscheinlichkeit mit
pn = A/n ansetzen, konvergiert die Binomialverteilung gegen die
Poisson-Verteilung und die geometrische Verteilung gegen die
Exponentialverteilung. Im Grenzwert n — oo erwarten wir deshalb
die folgende Aussage:

Wenn man Ereignisse zahlt, deren zeitlicher Abstand
exponentialverteilt ist, so ist die Anzahl dieser Ereignisse in einer
festen Zeitspanne Poisson-verteilt.



Seien 17,15 ... unabhangige exponentialverteilte Zufallsvariablen
mit Parameter \. Die Zufallsvariable 7; modelliert die Zeit, die
zwischen Treffer ¢ — 1 und ¢ vergeht.

Fiir den Zeitpunkt t > 0 definieren wir
X(t) :=max{ne N |T+...+ T, <t}

X (t) gibt also an, wie viele Treffer sich bis zur Zeit ¢ (von Zeit
Null ab) ereignet haben. Es gilt:



Fakt 87

Seien T1,T5, . .. unabhingige Zufallsvariablen und sei X (t) fiir

t > 0 wie oben definiert. Dann gilt: X (t) ist genau dann
Poisson-verteilt mit Parameter t\, wenn es sich bei 11,15, ... um
exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter A handelt.

Zum Zufallsexperiment, das durch 17,715, ... definiert ist, erhalten
wir fiir jeden Wert ¢ > 0 eine Zufallsvariable X (). Hierbei kdnnen
wir t als Zeit interpretieren und X (¢) als Verhalten des
Experiments zur Zeit t. Eine solche Familie (X (¢));~0 von
Zufallsvariablen nennt man allgemein einen stochastischen Prozess.
Der hier betrachtete Prozess, bei dem 17,75, ... unabhangige,
exponentialverteilte Zufallsvariablen sind, heiBt Poisson-Prozess
und stellt ein fundamentales und zugleich praktisch sehr
bedeutsames Beispiel fiir einen stochastischen Prozess dar.



Beispiel 88

Wir betrachten eine Menge von Jobs, die auf einem Prozessor
sequentiell abgearbeitet werden. Die Laufzeiten der Jobs seien
unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1/30[1/s].
Jeder Job bendtigt also im Mittel 30s.

GemaB Fakt 87 ist die Anzahl von Jobs, die in einer Minute
vollstandig ausgefiihrt werden, Poisson-verteilt mit Parameter

tA =60 (1/30) = 2.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Minute hochstens ein Job
abgearbeitet wird, betrdgt in diesem Fall (tA = 2)

e + the™ & 0,406 .



5. Verschiedene Approximationen der
Binomialverteilung

Sei H,, ~ Bin(n, p) eine binomialverteilte Zufallsvariable mit der
Verteilungsfunktion Fi,. Fir n — oo gilt

F,(t) =Pr|H,/n < t/n]

-+ (i) - (e
\/pl— \/pl—

Wir konnen F}, somit fiir groBe n durch ® approximieren. Diese
Approximation ist in der Praxis deshalb von Bedeutung, da die
Auswertung der Verteilungsfunktion der Binomialverteilung fiir
groBe n sehr aufwendig ist, wahrend fiir die Berechnung der
Normalverteilung effiziente numerische Methoden vorliegen.




Beispiel 89

Wenn man die Wahrscheinlichkeit berechnen mochte, mit der bei
10 Wiirfen mit einem idealen Wiirfel mehr als 500500-mal eine
gerade Augenzahl fallt, so muss man eigentlich folgenden Term

auswerten: )
10 106
106 1
1T = g — :

i=5,005-10°

Dies ist numerisch kaum effizient moglich.

Die numerische Integration der Dichte ¢ der Normalverteilung ist
hingegen relativ einfach. Auch andere Approximationen der
Verteilung @, beispielsweise durch Polynome, sind bekannt.
Entsprechende Funktionen werden in zahlreichen
Softwarebibliotheken als ,, black box" angeboten.



Beispiel

Mit der Approximation durch die Normalverteilung erhalten wir

105 — 5. 10°
ol [ 2:005-10° —5-10
V2,5 107

102
1 & 5-10
5 - 102

= 1—&(1) ~0,1573 .




Bei der Approximation der Binomialverteilung mit Hilfe von
Korollar 81 fithrt man oft noch eine so genannte
Stetigkeitskorrektur durch. Zur Berechnung von Pr|X < x| fiir
X ~ Bin(n,p) setzt man

Pr[X < z] ~ (322?:”?)

statt

pi s e (%jp_:f )

an.



Der Korrekturterm 1aBt sich in der Histogramm-Darstellung der
Binomialverteilung veranschaulichen. Die Binomialverteilung wird
dort durch Balken angegeben, deren Flache in etwa der Flache
unterhalb der Dichte ¢ von AN (0, 1) entspricht. Wenn man die
Flache der Balken mit , X < z" durch das Integral von ¢
approximieren mochte, so sollte man bis zum Ende des Balkens fiir
,X = x" integrieren und nicht nur bis zur Mitte. Dafiir sorgt der

Korrekturterm 0,5.



Approximationen fiir die Binomialverteilung

@ Approximation durch die Poisson-Verteilung: Bin(n, p) wird
approximiert durch Po(np). Diese Approximation funktioniert
sehr gut fiir seltene Ereignisse, d. h. wenn np sehr klein
gegeniiber n ist. Als Faustregel fordert man n > 30 und
p < 0,05.

@ Approximation durch die Chernoff-Schranken: Bei der
Berechnung der tails der Binomialverteilung liefern diese
Ungleichungen meist sehr gute Ergebnisse. lhre Starke liegt
darin, dass es sich bei den Schranken nicht um
Approximationen, sondern um echte Abschatzungen handelt.
Dies ist vor allem dann wichtig, wenn man nicht nur
numerische Naherungen erhalten mochte, sondern allgemeine
Aussagen tiber die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen
beweisen mochte.



@ Approximation durch die Normalverteilung: Als Faustregel sagt
man, dass die Verteilungsfunktion F,(¢) von Bin(n, p) durch

Fy(t) = ©((t — np)//p(1 — p)n)

approximiert werden kann, wenn np > 5 und n(1 —p) > 5 gilt.



Kapitel IV Induktive Statistik

1. Einfiihrung

Das Ziel der induktiven Statistik besteht darin, aus gemessenen
ZufallsgroBen auf die zugrunde liegenden GesetzmaBigkeiten zu
schlieBen. Im Gegensatz dazu spricht man von deskriptiver
Statistik, wenn man sich damit beschaftigt, groBe Datenmengen
verstandlich aufzubereiten, beispielsweise durch Berechnung des
Mittelwertes oder anderer abgeleiteter GroBen.



2. Schatzvariablen

Wir betrachten die Anzahl X von Lesezugriffen auf eine Festplatte
bis zum ersten Lesefehler und nehmen an, dass

Pr[X =i] = (1 — p)""!p, setzen also fiir X eine geometrische
Verteilung an. Dahinter verbirgt sich die Annahme, dass bei jedem
Zugriff unabhangig und mit jeweils derselben Wahrscheinlichkeit p
ein Lesefehler auftreten kann.

Unter diesen Annahmen ist die Verteilung der Zufallsvariablen X
eindeutig festgelegt. Allerdings entzieht sich der numerische Wert
des Parameters p noch unserer Kenntnis. Dieser soll daher nun
empirisch geschatzt werden. Statt p kdnnen wir ebensogut E|[X]
bestimmen, da wir daraus nach den Eigenschaften der

geometrischen Verteilung p mittels p = ﬁ berechnen konnen.



Dazu betrachten wir n baugleiche Platten und die zugehorigen
Zufallsvariablen X; (fiir 1 < i <mn), d.h. wir zdhlen fiir jede Platte
die Anzahl von Zugriffen bis zum ersten Lesefehler. Die
Zufallsvariablen X; sind dann unabhangig und besitzen jeweils
dieselbe Verteilung wie X. Wir fiihren also viele Kopien eines
bestimmten Zufallsexperiments aus, um Schliisse auf die
GesetzmaBigkeiten des einzelnen Experiments ziehen zu konnen.
Dies ist das Grundprinzip der induktiven Statistik. Die n
Messungen heiBen Stichproben, und die Variablen X; nennt man
Stichprobenvariablen.



Grundprinzip statistischer Verfahren

Wir erinnern an das Gesetz der groBen Zahlen (Satz 42) bzw. den
Zentralen Grenzwertsatz (Satz 80). Wenn man ein Experiment
geniigend oft wiederholt, so nahert sich der Durchschnitt der
Versuchsergebnisse immer mehr dem Verhalten an, das man ,,im
Mittel” erwarten wiirde. Je mehr Experimente wir also
durchfiihren, umso genauere und zuverlassigere Aussagen konnen
wir tber den zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum ableiten.
Auf diesem Grundprinzip beruhen alle statistischen Verfahren.



Um E|X| empirisch zu ermitteln, bietet es sich an, aus den
Zufallsvariablen X; das arithmetische Mittel X zu bilden, das
definiert ist durch

y = % zn:Xz
Es gilt
E[X] = > EIX] = - Y E[X] = E[X]

X liefert uns also im Mittel den gesuchten Wert E[X]. Da wir X
zur Bestimmung von E[X] verwenden, nennen wir X einen
Schéatzer fiir den Erwartungswert E| X]. Wegen der obigen
Eigenschaft ist X sogar ein so genannter erwartungstreuer

Schiatzer.



Definition 90

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit der Dichte f(x;8). Eine
Schatzvariable oder kurz Schatzer fiir den Parameter 6 der Dichte
von X ist eine Zufallsvariable, die aus mehreren (meist
unabhangigen und identisch verteilten) Stichprobenvariablen
zusammengesetzt ist. Ein Schatzer U heiBt erwartungstreu, wenn
gilt

E[U] = 6.

Bemerkung:

Die GréBe E[U — 6] nennt man Bias der Schatzvariablen U. Bei
erwartungstreuen Schatzvariablen ist der Bias gleich Null.



Der Schitzer X ist also ein erwartungstreuer Schitzer fiir den
Erwartungswert von X. Ein wichtiges MaB fiir die Giite eines
Schatzers ist die mittlere quadratische Abweichung, kurz MSE fiir
mean squared error genannt. Diese berechnet sich durch

MSE = E[(U — 6)?]. Wenn U erwartungstreu ist, so folgt
MSE = E[(U — E[U])?] = Var[U].

Definition 91

Wenn die Schatzvariable A eine kleinere mittlere quadratische
Abweichung besitzt als die Schatzvariable B, so sagt man, dass A
effizienter ist als B.

Eine Schatzvariable heiBt konsistent im quadratischen Mittel, wenn
MSE — 0 fiir n — oo gilt. Hierbei bezeichne n den Umfang der
Stichprobe.



Fiir X erhalten wir wegen der Unabhingigkeit von X1, ..., X,
ox

= ZVar[Xz-] = %Var[X].

MSFE = Var — Var




Bei jeder Verteilung mit endlicher Varianz folgt MSE = O(1/n)
und somit M SE — 0 fiir n — oco. Der Schiatzer X ist also
konsistent.

Aus der Konsistenz von X im quadratischen Mittel kénnen wir mit
Hilfe des Satzes von Chebyshev (siehe Satz 40) folgende
Konsequenz ableiten. Sei € > 0 beliebig, aber fest. Dann gilt

Var[X]|

Pr{[X — 0] > e] = Pr[[X —E[X]| > ¢] < —

fiir n — oo. Fiir geniigend groBe n liegen also die Werte von X
beliebig nahe am gesuchten Wert § = E[X]. Diese Eigenschaft
nennt man auch schwache Konsistenz, da sie aus der Konsistenz
im quadratischen Mittel folgt.



Als nichstes betrachten wir eine weitere von X abgeleitete
Schatzvariable:

Si= | —— S (xi - X2

\n—lizl

Wir zeigen, dass S? ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz
von X ist. Sei u := E[X] = E[X;] = E[X].

(Xi = X)) =(Xs —p+p—X)?
= (X; —p)* 4+ (= X)* +2(X; — p) (e — X)

= (X — )%+ (u—X)% — EZ(XZ (X5 — )
- ”;2()(,& — 1)+ (p— X)? —%Z(Xz (X — )



Fiir je zwei unabhangige Zufallsvariablen X;, X; mit ¢ # j gilt

E[(Xs —pw)(Xj — )] = E[X; — ] - E[X; — u]
(E[Xi] —p) - (B[Xj] —p) = 0-0

Daraus folgt

n— 2

n

_9 _
= - Var[ X;| + Var[X].
n

E[(X; — X)%] = E[(X; — p0)?] + E[(p — X)°]




Wegen Var[X;] = Var[X] und Var[X]| = 1 Var[X] folgt nun

n

— — 1
E[(X; - X)?] = —— - Var[X],
n
und somit gilt fiir S?
[ —
E[S?] = — Y E[(X; — X)?]
i=1
1 n—1
=——7n - Var| X ] = Var|X].

S? ist also eine erwartungstreue Schitzvariable fiir die Varianz
von X.



Die vorangegangene Rechnung erklart, warum man als Schatzer
nicht

n !
% > (Xi—X)* £ 57
1=1

verwendet, wie man vielleicht intuitiv erwarten wirde.



Definition 92

Die Zufallsvariablen

n

1< 1 _
X = E;Xi und S? := - D (X - X)?

n — :
=1

heiBen Stichprobenmittel bzw. Stichprobenvarianz der Stichprobe
X1,...,X,. X und S? sind erwartungstreue Schitzer fiir den
Erwartungswert bzw. die Varianz.



2.1 Maximume-Likelihood-Prinzip zur Konstruktion von
Schatzvariablen

Wir betrachten nun ein Verfahren zur Konstruktion von
Schatzvariablen fiir Parameter von Verteilungen. Sei

X = (X1,...,Xp).
Bei X1,...,X,, handelt es sich um unabhangige Kopien der
Zufallsvariablen X mit der Dichte f(x;0). Hierbei sei 6 der
gesuchte Parameter der Verteilung. Wir setzen

f(z;0) = Pr[X = x|,
wobei 6 ein Parameter der Verteilung ist.

Wenn wir den Parameter explizit angeben wollen, so schreiben wir
dafiir auch f(x;60) = Pry|X = x]|. Eine Stichprobe liefert fiir jede
Variable X; einen Wert x;. Diese Werte fassen wir ebenfalls zu
einem Vektor ¥ = (x1,...,xy,) zusammen.



Der Ausdruck

L(%;0) := Hf(:cz,ﬁ) = HPI’Q[Xi = 4]
1=1 1=1
unabh.

=" Prg| X1 =21,..., X, = z,]

entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass wir die Stichprobe &
erhalten, wenn wir den Parameter mit dem Wert 6 belegen.

Wir betrachten nun eine feste Stichprobe & und fassen L(T;0)
somit als Funktion von 6 auf. In diesem Fall nennen wir L die
Likelihood-Funktion der Stichprobe.



Es erscheint sinnvoll, zu einer gegebenen Stichprobe & den
Parameter 6 so zu wahlen, dass L(x;6#) maximal wird.

Definition 93

Ein Schitzwert 6 fiir den Parameter einer Verteilung f(x;0) heiBt
Maximum-Likelihood-Schatzwert (ML-Schatzwert) fiir eine
Stichprobe Z, wenn gilt

AN

L(Z;0) < L(x;0) fiir alle 6.



Beispiel 94

Wir konstruieren mit der ML-Methode einen Schatzer fiir den
Parameter p der Bernoulli-Verteilung. Es gilt Pr,|X; = 1| = p und
Pr,|X; = 0] =1 — p. Daraus schlieBen wir, dass

Pr,[X; = x;] = p* (1 — p)' =%, und stellen die Likelihood-Funktion

L(Zp) =] [p" - A —p)'™™
1=1
auf.

Wir suchen als Schatzer fiir p den Wert, an dem die Funktion L
maximal wird. Wir erhal;bcen

In L(#p) = » (xi-Inp+ (1 — ;) - In(1 - p))
i=1
=nx-lnp+ (n —nx) - In(1 — p).
Hierbei bezeichnet Z das arithmetische Mittel £ Y7 | z;.



Beispiel (Forts.)
Wir finden das Maximum durch Nullsetzen der Ableitung:

din L(Z;p) nx n—nx _ 0

dp p l1—-p

Diese Gleichung hat die Lésung p = .



Beispiel 95

Die Zufallsvariable X sei N (p,o?)-verteilt, und wir suchen
Schatzvariablen fiir die Parameter 1 und o. Nach Definition der
Likelihood-Funktion gilt

L(F; 1, 02) = ( %O)n ﬁexp( ”)2).

1=1

Durch Logarithmieren erhalten wir

In L(Z; 1, 0°) = —n(ln V271 4+ Ino) + E : (_ (%2 2'“) ) .
o
i=1




Beispiel 95

Fiir die Nullstellen der Ableitungen ergibt sich
Oln L —zn:xi_'ui()

2
ou —~ 0
Oln L N o= (z; — p)?
= —— — 07
Jo o —|—2221 o3
also
1 n
=T d 2 _ i — 2.
p=2z und o°=— ;(x 1)

Wir haben also durch die ML-Methode , fast” das
Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz erhalten. Allerdings
besitzt der Schatzer fiir die Varianz hier den Vorfaktor % statt
ﬁ. Die ML-Schatzvariable fiir die Varianz ist somit nicht
erwartungstreu.



3. Konfidenzintervalle

Bei der Verwendung von Schatzvariablen geht man davon aus, dass
der erhaltene Schatzwert ,,nahe” beim gesuchten Parameter 6
liegt. Die Schatzungen werden , besser”, je groBer die betrachtete
Stichprobe ist. Diese Angaben sind aus quantitativer Sicht
natirlich unbefriedigend, da nicht erkennbar ist, wie gut man sich
auf den Schatzwert verlassen kann.

Die Losung dieses Problems besteht darin, statt einer
Schatzvariablen U zwei Schatzer U; und Uy zu betrachten. U7 und
Us werden so gewahlt, dass

Pr[UlgﬁgUg]Zl—a.

Die Wahrscheinlichkeit 1 — o heiBt Konfidenzniveau und kann dem
,Sicherheitsbediirfnis” angepasst werden.



Wenn wir fiir eine konkrete Stichprobe die Schatzer Uy und Us
berechnen und davon ausgehen, dass 6 € Uy, Us] ist, so ziehen wir
hochstens mit Wahrscheinlichkeit « einen falschen Schluss.

[U1, Us] heiBt Konfidenzintervall.

In vielen Fallen verwendet man nur eine Schatzvariable U und
konstruiert mittels Uy :=U — 0 und Uy := U + 0 ein
symmetrisches Konfidenzintervall [U — §,U + 9.



Sei X eine N (u, 0?)-verteilte Zufallsvariable, und seien
X1,...,X, n zugehorige Stichprobenvariablen. Gemal der
Additivitat der Normalverteilung (siehe Satz 77) ist das

. - R 2
Stichprobenmittel X ebenfalls normalverteilt mit X ~ N (u, Z-).
Wir suchen fiir X ein symmetrisches Konfidenzintervall.

Nach Lemma 72 ist o
X —p
o

7 =+/n

standardnormalverteilt.



Fiir Z betrachten wir das Konfidenzintervall [—c¢, ¢| fiir ein
geeignetes ¢ > 0 und setzen

Pr[—chgc];l—oz.

Auflosen nach u ergibt

|
Pr X—— < X+—|=1-n0.
N NG



Den Parameter ¢ wahlen wir wie folgt:

!

Prl—c < Z <] =®(c) — ®(—c) =1- .

Wegen der Symmetrie von @ gilt &(—x) =1 — ®&(x) und wir
erhalten

B(c) = D(—c)=2-Dlc) —1=1—a = @(c)zl—%,

also



Definition 96

X sei eine stetige Zufallsvariable mit Verteilung Fx. Eine Zahl x,
mit

Fx (mv) =7
heiBt v-Quantil von X bzw. der Verteilung F'x.

Definition 97

Fir die Standardnormalverteilung bezeichnet 2., das y-Quantil.



Damit konnen wir das gesuchte Konfidenzintervall angeben durch

Z(l_%)O'

/n

Z(l_%)O'

K=|X-
/n

, X +




4. Testen von Hypothesen

4.1 Einfuhrung

Bislang haben wir versucht, Parameter von Verteilungen zu
schatzen. In der Praxis ist man jedoch oft an der eigentlichen
Kenntnis dieser Parameter gar nicht interessiert, sondern man
mochte gewisse, damit zusammenhangende Behauptungen
liberpriifen.

Im Folgenden stellen wir die Bestandteile eines statistischen Tests
anhand eines abstrakten Beispiels vor. Wir betrachten dazu eine
Zufallsvariable X mit Pr[X =1 =pund Pr[lX =0 =1—p.
Durch einen Test soll iiberpriift werden, ob p < 1/3 oder p > 1/3
gilt.



Definition eines Tests

Wir betrachten eine Stichprobe von n unabhangigen
Stichprobenvariablen X7, ..., X,,, die dieselbe Verteilung wie die
Zufallsvariable X besitzen. Zu einem zugehorigen
Stichprobenvektor £ miissen wir nun die Frage beantworten, ob wir
fiir diesen Versuchsausgang die Hypothese ,p > 1/3" annehmen
oder ablehnen.

Zu definieren ist die Menge

K := {&¥ € R"; & fiihrt zur Ablehnung der Hypothese}.

)

K nennen wir den Ablehnungsbereich oder den kritischen Bereich
des Tests.



Gewohnlich wird K konstruiert, indem man die Zufallsvariablen
X1,...,X, zu einer neuen Variablen T', der so genannten
TestgroBe, zusammenfasst. Dann unterteilt man den
Wertebereich R von 1" in mehrere Bereiche, die entweder zur
Ablehnung der Hypothese fiihren sollen oder nicht. Dabei
betrachtet man meist ein einzelnes halboffenes oder
abgeschlossenes Intervall und spricht dann von einem einseitigen
bzw. von einem zweiseitigen Test.

Die Menge K C R enthalte die Werte von T', die zur Ablehnung
der Hypothese fithren sollen. Da wir Tests immer lber eine
TestgroBe definieren, werden wir der Einfachheit halber auch K als
Ablehnungsbereich bezeichnen. KCR entspricht direkt dem

Ablehnungbereich K = T—1(K) C R", wie wir ihn oben festgelegt
haben.



Die zu iiberpriifende Hypothese bezeichnen wir mit Hy und
sprechen deshalb auch von der Nullhypothese. Bei manchen Tests
formuliert man noch eine zweite Hypothese Hy, die so genannte
Alternative. Im Beispiel konnen wir

Hozp21/3undH1:p<1/3

setzen.

Manchmal verzichtet man darauf, H; anzugeben. Dann besteht die
Alternative wie oben einfach darin, dass H nicht gilt. In diesem
Fall nennen wir Hy triviale Alternative.



Ein echter, also nicht-trivialer Alternativtest lage beispielsweise vor,
wenn wir ansetzen

H):p>1/3und Hy: p <1/6.

Beispiel 98

Wir untersuchen eine Festplatte, von der bekannt ist, dass sie zu
einer von zwei Baureihen gehort. Die mittleren Zugriffszeiten dieser
Baureihen betragen 9ms bzw. 12ms. Wir mochten nun
herausfinden, zu welchem Typ die betrachtete Festplatte gehort,
indem wir die Zugriffszeit bei n Zugriffen bestimmen. Hier wiirde
man dann ansetzen: Hy : 1 <9 und Hy := pu > 12, wobei u die
mittlere Zugriffszeit bezeichnet.



Fehler bei statistischen Tests

Bei jedem statistischen Test konnen mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit falsche Schliisse gezogen werden. Dieser Fall
tritt beispielsweise ein, wenn Hy gilt, aber das Ergebnis x der
Stichprobe im Ablehnungsbereich K liegt.

Dann spricht man von einem Fehler 1. Art.

Analog erhalten wir einen Fehler 2. Art, wenn Hy nicht gilt und &
nicht im Ablehnungsbereich liegt.

Fehler 1. Art : Hj gilt, wird aber abgelehnt.
Fehler 2. Art . Hj gilt nicht, wird aber angenommen.



Fiir die Beurteilung eines Tests ist es wesentlich, mit welcher
Wahrscheinlichkeit diese beiden Fehler eintreten konnen. Ziel ist es
natirlich, diese Wahrscheinlichkeiten moglichst klein zu halten.
Allerdings sind die Minimierung des Fehlers 1. Art und des Fehlers
2. Art gegenlaufige Ziele, so dass ein verniinftiger Ausgleich
zwischen beiden Fehlern gefunden werden muss. Wenn man
beispielsweise K = () setzt, so erhdlt man Wahrscheinlichkeit Null
fir den Fehler 1. Art, da Hy immer angenommen wird. Allerdings
tritt der Fehler 2. Art dann mit Wahrscheinlichkeit Eins ein, wenn

Hy nicht gilt.



Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art wird mit «
bezeichnet, und man spricht deshalb gelegentlich vom a-Fehler. «
heiBt auch Signifikanzniveau des Tests.

In der Praxis ist es iiblich, sich ein Signifikanzniveau « vorzugeben
(ibliche Werte hierfiir sind 0,05, 0,01 oder 0,001) und dann den
Test so auszulegen (also den Ablehnungsbereich K so zu
bestimmen), dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art den
Wert o besitzt.



Konstruktion eines einfachen Tests

Wir konstruieren einen Test fiir den Parameter p einer
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X. Wir setzen

Ho : p > po, Hy :p < po.
Als TestgroBe verwenden wir

T:=X1+...+X,.

Fiir groBere Wahrscheinlichkeiten p erwarten wir auch groBere
Werte fiir T'. Deshalb ist es sinnvoll, einen Ablehnungsbereich der
Art K := |0, k] fir T' zu wahlen, wobei k € R geeignet festzulegen
ist. Wir konstruieren hier also einen einseitigen Test, wahrend fiir
eine Nullhypothese Hy : p = pg sowohl zu kleine als auch zu groB3e
Werte von T' zur Ablehnung von H fiihren sollten und somit ein
zweiseitiger Test vorzuziehen ware.



T ist binomialverteilt. Da wir von einem groBen
Stichprobenumfang n ausgehen, bietet es sich an, die Verteilung
von T nach dem Grenzwertsatz von de Moivre (siehe Korollar 81)
durch die Normalverteilung zu approximieren.

Sei -
o L

" /ap(l—p)

T ist annihernd standardnormalverteilt.




Wir berechnen fiir jeden Wert von k (K = |0, k]) das zugehorige
Signifikanzniveau o des Tests.

Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art = max Pr, [T € K]
peHo '

= max Pr,|T < k]
peHo '

Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art = sup Pr, [T € K]
pEH;

= sup Prp|T > k]
peH,




Fir den Fehler 1. Art a erhalten wir

a = max Pr,|T < k] = Prp—p, [T < k]
pP=Po

k—np

\/np 1—p
T k — npo - & k — npo |
v1po(1 — po) v/npo(l — po)

— Prp:po

= Pr




Unter Verwendung der Quantile der Standardnormalverteilung
ergibt sich damit:

o Ist k so gewihlt, dass (k — npo)/+/npo(1 — po) = 24, o ist
das Signifikanzniveau gleich .

@ Ist das gewiinschte Signifikanzniveau o des Tests vorgegeben,
so erhalt man den Wert k = k(n) in Abhdngigkeit vom
Umfang n der Stichprobe durch

k= 2o - v/npo(1 — po) + npo. (7)

Kleinere Werte fiir k verkleinern zwar den Fehler 1. Art, vergroBern
jedoch den Annahmebereich und damit die Wahrscheinlichkeit fiir

einen Fehler 2. Art.



Bei echten Alternativtests werden fiir hinreichend groBe
Stichproben und einen geeignet eingestellten Ablehnungsbereich
beide Testfehler klein.

Beispiel 99

Die Abbruchrate p der Transaktionen in einem
Online-Datenbanksystem wurde bereits friiher einmal ermittelt.
Allerdings sind die entsprechenden Daten verloren gegangen und
die Entwickler erinnern sich nur noch, dass das Ergebnis entweder
p =1/3 oder p = 1/6 lautete. Unter dieser Annahme wiirde man
den Test wie folgt ansetzen:

Hy:p>1/3, H{:p<1/6.



Beispiel (Forts.)

Fiir den Fehler 2. Art erhalt man nun:

Fehlerwahrsch. 2. Art = max Pr,|T > k|
p<1/6

k—(1/6)-n
~1— :
(m/@) - (5/6>n>

Mit den obigen Werten k = 25 und n = 100 ergibt sich mit

(150— 100
)
V5 - 10

ein Fehler 2. Art der GroBe 0,0129, wahrend sich fiir die triviale
Alternative Hy : p < 1/3 ein Wert von etwa 0,95 ergibt.

) — &(\/5) &~ 0,9871



4.2 Praktische Anwendung statistischer Tests

Das im vorhergehenden Abschnitt konstruierte Testverfahren

taucht in der Literatur unter dem Namen approximativer
Binomialtest auf.

Die folgende Tabelle 1 gibt einen Uberblick iiber die Eckdaten
dieses Tests.



Tabelle: Approximativer Binomialtest

Annahmen:
X1,...,Xy seien unabhangig und identisch verteilt mit Pr[X; = 1| = p und Pr[X; =
0] = 1 — p, wobei p unbekannt sei. n sei hinreichend groB, so dass die Approximation
aus Korollar 81 brauchbare Ergebnisse liefert.

Hypothesen:
a) Ho:p=po gegen Hj:p# po,
b) Ho:p>po gegen Hi:p<po,
c) Ho:p<po gegen Hi:p>po.
TestgroBe:

h — npg

"~ Vnpo(1 —po)’

wobei h := X1 + ...+ X,, die Haufigkeit bezeichnet, mit der die Ereignisse X; = 1
aufgetreten sind.

Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:

a) |Z|>z_a
b) Z < z,,
C) 4 > 2_q-



4.3 Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

1. Schritt: Formulierung von Annahmen. Ganz ohne Annahmen kommt
man meist nicht aus. Ubliche Annahmen betreffen meist die
Verteilung der Stichprobenvariablen und deren
Unabhangigkeit.

2. Schritt: Formulierung der Nullhypothese.
3. Schritt: Auswahl des Testverfahrens.
4. Schritt: Durchfiihrung des Tests und Entscheidung.



4.4 Ausgewadhlte statistische Tests

4.4.1 Wie findet man das richtige Testverfahren?

Statistische Tests kann man nach mehreren Kriterien in Klassen
einteilen.

@ Anzahl der beteiligten ZufallsgroBBen
Sollen zwei ZufallsgroBen mit potentiell unterschiedlichen
Verteilungen verglichen werden, fiir die jeweils eine Stichprobe
erzeugt wird, (Zwei-Stichproben-Test) oder wird nur eine
einzelne ZufallsgroBe untersucht (Ein-Stichproben-Test)?



Bei der Fragestellung

Betragt die mittlere Zugriffszeit auf einen
Datenbankserver im Mittel héchstens 10ms?

hat man es mit einem Ein-Stichproben-Test zu tun, wahrend die
Untersuchung der Frage

Hat Datenbankserver A eine kiirzere mittlere Zugriffszeit
als Datenbankserver B?

auf einen Zwei-Stichproben-Test fiihrt.



@ Formulierung der Nullhypothese
Welche GroBe dient zur Definition der Nullhypothese? Hierbei
werden in erster Linie Tests unterschieden, die Aussagen iber
verschiedene so genannte Lageparameter treffen, wie z.B. den
Erwartungswert oder die Varianz der zugrunde liegenden
Verteilungen.

Im Zwei-Stichproben-Fall konnte man beispielsweise
untersuchen, ob der Erwartungswert der ZufallsgroBe A groBer
oder kleiner als bei ZufallsgroBe B ist.

Gelegentlich wird zur Formulierung der Nullhypothese auch
der so genannte Median betrachtet: Der Median einer
Verteilung entspricht dem (kleinsten) Wert & mit F'(x) = 1/2.

Neben solchen Tests auf Lageparameter gibt es z.B. auch
Tests, die auf eine vorgegebene Verteilung oder auf ein MaB
fir die Abhangigkeit verschiedener ZufallsgroBen testen.



@ Annahmen iiber die ZufallsgroBBen
Was ist iiber die Verteilung der untersuchten GroBe(n)
bekannt? Bei entsprechenden Annahmen konnte es sich z.B.

um die Art der Verteilung, den Erwartungswert oder die
Varianz handeln.



4.4.2 Ein-Stichproben-Tests fiir Lageparameter

Beim approximativen Binomialtest wird ausgenutzt, dass die
Binomialverteilung fiir groBe n nach dem Grenzwertsatz von de
Moivre (Korollar 81) gegen die Normalverteilung konvergiert. Aus
diesem Grund kann man diesen Test auch als Spezialfall eines
allgemeineren Testverfahrens ansehen, namlich des GauBtest, der
nun dargestellt wird.



Tabelle: GauBtest

Annahmen:

X1,..., X, seien unabhingig und identisch verteilt mit X; ~ N(u,o?),
wobei o bekannt ist.
Alternativ gelte E[X;] = pu und Var[X;] = 02, und n sei groB genug.

Hypothesen:
a) Ho:p=po gegen Hi:p# po,
b) Ho:p>po gegen Hi:p < po,
c) Ho:p<po gegen Hi:p> po.
TestgroBe:

X — po
o

Z = vn.

Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:

a) |Z| > Rl—a/2
b) Z < za,
c) Z>zi_q.



Der GauBtest hat den Nachteil, dass man die Varianz o2 der
beteiligten ZufallsgroBen kennen muss.

Wenn diese unbekannt ist, so liegt es nahe, die Varianz durch die
Stichprobenvarianz S? (siehe Definition 92) anzunihern. Dies fiihrt
auf den so genannten t-Test, der in der folgenden Ubersicht

dargestellt ist.



Tabelle: t-Test

Annahmen:

X1,..., X, seien unabhingig und identisch verteilt mit X; ~ N (i, 0?).
Alternativ gelte E[X;] = pu und Var[X;] = 02, und n sei groB genug.

Hypothesen:
a) Ho:p=po gegen Hi:p# po,
b) Ho:p>po gegen Hi:p < po,
c) Ho:p<po gegen Hi:p> po.
TestgroBe:
X —
T = S,UO V.

Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:

a) |T‘ > tn—l,l—a/Qr
b) T < tn_l’a,
C) T'>th—11-a-



Hierbei gibt ¢,,_1 1_o das (1 — a)-Quantil der t-Verteilung mit

n — 1 Freiheitsgraden an. Die t-Verteilung taucht manchmal auch
unter dem Namen Student-Verteilung auf, da sie urspriinglich
unter dem Pseudonym ,, Student” publiziert wurde.

Wir gehen an dieser Stelle nicht darauf ein, wieso die TestgroBe die
t-Verteilung besitzt, sondern weisen nur darauf hin, dass die Dichte
dieser Verteilung (eigentlich handelt es sich um eine ganze Familie
von Verteilungen, da die Anzahl der Freiheitsgrade jeweils noch
gewahlt werden kann) der Dichte der Normalverteilung dhnelt. Fiir
groBe n (Faustregel: n > 30) liegen die beiden Dichten so genau
libereinander, dass man in der Praxis die t-Verteilung durch die
Normalverteilung annahert.



0,0

. ~ <
\'. - -

_— e ., _— - ]

-4,0 -2,0 0,0 2,0 4,0

Dichte der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden



Als weitere Beispiele fiir gangige Ein-Stichproben-Tests zu
Lageparametern seien der Wilcoxon-Test und der y?-Varianztest
genannt. Ersterer dient zum Testen von Hypothesen zum Median,
wahrend der zweite Test Hypothesen zur Varianz beinhaltet.



4.4.3 Zwei-Stichproben-Tests fiir Lageparameter

Bei Zwei-Stichproben-Tests wollen wir das Verhaltnis von
Lageparametern untersuchen. Besonders wichtig sind hierbei Tests
zum Erwartungswert. Fiir zwei ZufallsgroBen X und Y konnten wir
beispielsweise die Frage untersuchen, ob fiir die Erwartungswerte
tx und py gilt, dass ux = py ist.



Tabelle: Zwei-Stichproben-t-Test

Annahmen:
Xi,...,X,,undYy,...,Y, seien unabhingig und jeweils identisch verteilt, wobei
X; ~N(ux,0%) und Y; ~ N (uy, 0% ) gelte. Die Varianzen seien identisch, also
O%( = 0'}2/.
Hypothesen:
a) Ho:px =py gegen Hi:px # py,
b) Hy:px >py gegen Hi:pux <py,
c) Ho:pux <py gegen Hi:px > puy.
TestgroBe:

. n+m—2 X-Y
Ii= 141 ' 2 9
m n \/(m—l)SX—I—(n—l)SY

Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:

a) ‘T’ > tm+n—2,1—a/2/
b) T < tm+’n—2,0u
C) T > tm—|—n—2,1—a-



Vom Zwei-Stichproben-t-Test findet man in der Literatur noch
zusatzliche Varianten, die auch dann einsetzbar sind, wenn die
beteiligten ZufallsgroBen nicht dieselbe Varianz besitzen. Der beim

Ein-Stichproben-Fall erwahnte Wilcoxon-Test kann ebenfalls auf
den Zwei-Stichproben-Fall iibertragen werden.



4.4.4 Nicht an Lageparametern orientierte Tests

Wir betrachten in diesem Abschnitt exemplarisch den
Y?-Anpassungstest. Bei einem Anpassungstest wird nicht nur der
Lageparameter einer Verteilung getestet, sondern es wird die
Verteilung als Ganzes untersucht.

Beim approximativen Binomialtest (siehe Tabelle 1) haben wir
streng genommen bereits einen Anpassungstest durchgefiihrt. Bei
der Nullhypothese Hy : p = pg wird untersucht, ob es sich bei der
betrachteten ZufallsgroBe um eine Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable mit Parameter py handelt. Beim y?-Test gehen wir
nun einen Schritt weiter: Wir nehmen an, dass die ZufallsgroBe X
genau k verschiedene Werte annimmt. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei Wx = {1,...,k}. Die Nullhypothese lautet nun

H()ZPI‘[X:’I:]:]?Z' fUI”L:L,k



Tabelle: x2-Anpassungstest

Annahmen:
X1, ...,X, seien unabhingig und identisch verteilt mit Wx, = {1,...,k}.

Hypothesen:

Hy : Pr[X
Hy : Pr[X

il=p; firi=1,... k,

i] # p; fiir mindestens ein i € {1,...,k},

TestgroBe:

g =

=1

wobei h; die Haufigkeit angibt, mit der X1,..., X, den Wert i angenommen
haben.

Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:

2 .
T'> Xp—1,1-a

dabei sollte gelten, dass np; > 1 fiir alle i und np; > 5 fiir mindestens 80% der
Werte1 =1,... k.



Fiir die TestgréBe T wird niaherungsweise eine y2-Verteilung mit

k — 1 Freiheitsgraden angenommen. Die Werte dieser Verteilung
finden sich in entsprechenden Tabellen in der Literatur. Damit
diese Approximation gerechtfertigt ist, sollte gelten, dass np; > 1
fir alle ¢ und np; > 5 fir mindestens 80% der Werte i = 1,.. ., k.
Das v-Quantil einer y2-Verteilung mit k Freiheitsgraden bezeichen

wir mit X% "



Dichte der y?-Verteilung mit n Freiheitsgraden



Beispiel 100

Als Anwendung fiir den X2—Test wollen wir tberpriifen, ob der
Zufallszahlengenerator von Maple eine gute Approximation der
Gleichverteilung liefert. Dazu lassen wir Maple n = 100000
Zufallszahlen aus der Menge {1,...,10} generieren. Wir erwarten,
dass jede dieser Zahlen mit gleicher Wahrscheinlichkeit

p1 = ... = pio = 1/10 auftritt. Dies sei unsere Nullhypothese, die
wir mit einem Signifikanzniveau von a = 0,05 testen wollen.

Beispiel:

h;1/10102|10070|{9972{9803|10002|10065|10133|9943{10009|9901

Fiir den Wert der TestgroBe gilt T' = 8,9946. Ferner erhalten wir
Xg’()’% ~ 16,919. Der Test liefert also keinen Grund, die

Nullhypothese abzulehnen.



Das Prinzip des x2-Anpassungstests kann in leicht abgewandelter
Form auch noch zum Testen einiger anderer Hypothesen verwendet
werden: Beim y?-Homogenitatstest wird iiberpriift, ob zwei oder
mehrere Verteilungen identisch sind, wahrend beim
y?-Unabhingigkeitstest zwei ZufallsgroBen auf Unabhingigkeit
untersucht werden. Beschreibungen dieser Tests findet man in der
Literatur.



Kapitel V Stochastische Prozesse

1. Einfiihrung

Wir betrachten zeitliche Folgen von Zufallsexperimenten.
Mathematisch beschreibt man diese durch einen so genannten
stochastischen Prozess. Darunter versteht man eine Folge von
Zufallsvariablen (X});c7, die das Verhalten des Systems zu
verschiedenen Zeitpunkten ¢ angeben.



Wenn wir T' = Ny annehmen, sprechen wir von einem
stochastischen Prozess mit diskreter Zeit. Lasst man andererseits
T = R(J{ zu, so spricht man von stochastischen Prozessen mit
kontinuierlicher Zeit.

Eine besonders einfache Art von stochastischen Prozessen sind so
genannte Markov-Ketten. Diese haben die Eigenschaft, dass der
nachste Zustand des Prozesses zwar vom aktuellen Zustand
abhangen darf, nicht aber von der Historie, d.h. davon, wie der
aktuelle Zustand erreicht wurde.



2. Prozesse mit diskreter Zeit

2.1 Markov-Ketten
Definition 101

Eine (endliche) Markov-Kette (mit diskreter Zeit) liber der
Zustandsmenge S = {0,...,n — 1} besteht aus einer unendlichen
Folge von Zufallsvariablen (X;):cn, mit Wertemenge S sowie einer
Startverteilung qg mit qOT € R". Die Komponenten von ¢ sind
hierbei > 0 und addieren sich zu 1. Fiir jede Indexmenge

I C{0,...,t— 1} und beliebige Zustinde 1, j, s (k € I) gilt

Pr[Xt—l—l :j‘Xt:Z', Vk eI : Xk:Sk]:
PI’[XH_l :] ’ Xt == Z] . (8)



Sind die Werte
ng p— PI’[XH_l :j ‘ Xt = Z]

von t unabhangig, so nennt man die Markov-Kette (zeit)homogen.
In diesem Fall definiert man die Ubergangsmatrix durch

P = (pij)o<ij<n- Wenn man S = Ny zuldsst, so spricht man von
einer unendlichen Markov-Kette.



Bedingung (8) heiBt Markov-Bedingung und besagt:

Wenn wir den Zustand 7 zum Zeitpunkt ¢ kennen, so hangt die
Ubergangswahrscheinlichkeit zum Folgezustand j nur von ¢ und j
ab. Die Vergangenheit (Zustinde zu Zeitpunkten < t) der
Markov-Kette spielt keine Rolle. Das ,, Gedachtnis™ der
Markov-Kette besteht also nur aus ihrem aktuellen Zustand und sie
,weilB" nicht, wie sie dorthin gekommen ist.

Bei einer zeithomogenen Markov-Kette hat die (absolute) Zeit ¢
keinen Einfluss auf die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij, d.h. das
Systemverhalten wird nur durch den aktuellen Zustand bestimmt
und nicht durch eine absolute Uhr.



Wahrscheinlichkeitsraum einer Markov-Kette

Nehmen wir an, dass wir die Kette von der Zeit 0 bis zur Zeit ¢
beobachten wollen. Wir bezeichnen die Folge von Zustanden, die
von der Kette in dieser Zeit durchlaufen wurde, mit

T = (x0,21,...,T4). Q2 C ST sei die Menge moglicher
Zustandsfolgen. Einer beliebigen Folge w := (zg, 21, ..., %) € €2
ordnen wir die Wahrscheinlichkeit

Pr|w HPr =x; | X;—1 = xj_1]

zu. Dadurch erhalten wir einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
im Sinne der Definition.



Beispiel 102

PI'[XH_l =1 ‘ Xt = 1] — 0,9, PI’[XH_l =1 ’ Xt — O] — 0,2
Pr[X:i1=0| X, =1]=0,1, Pr[X;41 =0| X; = 0] = 0,8

0,2

0,8 0,9

0,1



Einen bestimmten Ablauf des Systems kann man sich als so
genannten Random Walk vorstellen.

Wenn wir beispielsweise uns zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Knoten 1
(also Xg = 1), dann fiihren von dort zwei Kanten weiter, ndmlich
zu den Knoten 0 und 1. Diese Kanten sind mit
Wahrscheinlichkeiten beschriftet, die sich zu Eins addieren. Gemal3
dieser Wahrscheinlichkeiten entscheiden wir zufallig, wohin wir uns

im nachsten Schritt begeben.



Wir konnen auch die Frage beantworten, mit welcher
Wahrscheinlichkeit wir uns zum Zeitpunkt ¢ = 2 im Knoten 1
befinden. Da wir vereinbarungsgemaB beim Knoten 1 starten, gibt
es zwei mogliche Wege der Lange zwei durch den Graphen mit
Endknoten 1, namlich ,111" und ,,101". Die Wahrscheinlichkeiten
fiir diese Wege lauten 0,9 - 0,9 = 0,9% bzw. 0,1 - 0,2. Insgesamt
erhalten wir also eine Wahrscheinlichkeit von 0,81 + 0,02 = 0.,83.

Auch eine Aussage iiber die erwartete Anzahl Schritte, die wir im
Knoten 1 bis zum ersten Ubergang zu Knoten 0 verbleiben, ist
schnell getroffen. Die Wahrscheinlichkeit, dass man genau k&
Schritte verbleibt, ist (0,9)* - 0,1. Die Anzahl Schritte ist also
geometrisch verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit 0,1. Der
Erwartungswert ist daher 1/0,1 = 10.



2.2 Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten

Wir beschreiben die Situation zum Zeitpunkt ¢ durch einen
Zustandsvektor ¢; (den wir als Zeilenvektor schreiben). Die i-te
Komponente (q;); bezeichnet dabei die Wahrscheinlichkeit, mit der
sich die Kette nach ¢ Schritten im Zustand ¢ aufhalt.

Es gilt
n—1
PrXep1 =kl =) Pr[Xy =k | X, =] Pr[X, =4,
1=0
also n—1
(@ )k = > _ ik - (@i

1=0

bzw. in Matrixschreibweise

Qt+1ZQt°P-



Mit der Matrixschreibweise konnen wir ¢; einfach durch die
Startverteilung qp ausdriicken:

g =qo- P".
Ebenso gilt wegen der Zeithomogenitat allgemein fiir alle ¢, kK € N:
Gi+k = gt - P".

Die Eintrage von P* geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
Ubergang vom Zustand ¢ zum Zustand j in genau k Schritten
erfolgt.



Exponentiation von Matrizen

Wenn P diagonalisierbar ist, so existiert eine Diagonalmatrix D
und eine invertierbare Matrix B, so dass P = B - D - B~ ! gilt.
Diese erhalten wir durch Berechnung der Eigenwerte und
Eigenvektoren von P und durch Transformation von P in den
Raum der Eigenvektoren.

Dann gilt
Pc—pB.DF.B71.



Beispiel 103

0,8 0,2
b= (0,1 0,9)
Durch Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms

der Matrix (P — X - I) erhalten wir die Eigenwerte 0,7 und 1, sowie
die zugehorigen (rechten) Eigenvektoren

() ()



Beispiel 103

Damit

und

Damit ergibt sich beispielsweise

ps_ (21 073 0 —3
o\l 1 0o 13 %

{0,562 0,438
~\0,219 0,781

WIN Wl



2.3 Ankunftswahrscheinlichkeiten und Ubergangszeiten

Bei der Analyse von Markov-Ketten treten oftmals Fragestellungen
auf, die sich auf zwei bestimmte Zustande 7 und j beziehen:

@ Wie wahrscheinlich ist es, von 7 irgendwann nach j zu
kommen?

@ Wie viele Schritte bendtigt die Kette im Mittel, um von ¢
nach j zu gelangen?



Definition 104
Die Zufallsvariable
Ti; :=min{n > 1| X,, = j, wenn Xy = i}

zahlt die Anzahl der Schritte, die von der Markov-Kette fiir den
Weg von i nach j bendtigt werden. T;; nennen wir die

Ubergangszeit (engl. hitting time) vom Zustand i zum Zustand j.
Wenn j nie erreicht wird, setzen wir T;; = oo.

Ferner definieren wir h;; := E[T};].

Die Wahrscheinlichkeit, vom Zustand 7 nach beliebig vielen
Schritten in den Zustand j zu gelangen, nennen wir
Ankunftswahrscheinlichkeit f;;. Formal definieren wir

fij — PI‘[T%J' < OO]



Im Fall i = j gilt Tj; = 0 und somit auch h;; = 0, sowie f; = 1.
Anschaulich ist dies klar: Wenn Anfangs- und Zielzustand identisch
sind, so ist die Ubergangszeit gleich Null. Fiir viele Zwecke ist es
andererseits auch interessant zu messen, wie lange es dauert, bis
Zustand 7 zu einem spateren Zeitpunkt wieder besucht wird. Wir
erganzen Definition 104 fiir diesen Fall.

Definition 105

Die Zufallsvariable

T; :=min{n > 1| X,, =14, wenn Xy =i}
zahlt die Anzahl Schritte, die von der Markov-Kette bendétigt
werden, um von ¢ nach i zuriickzukehren (Riickkehrzeit, engl.
recurrence time. Der Erwartungswert sei h; := E[T;]. Die

Wahrscheinlichkeit mit der T; einen endlichen Wert annimmt,
nennt man Riickkehrwahrscheinlichkeit:

= PI‘[T; < OO]



Beispiel 106

0 (o—0— @C@D

Beispiel zur Berechnung von fij und h;;

Wir betrachten die obige Markov-Kette. Einige Besonderheiten
fallen sofort auf:

@ Beginnt man im Zustand 0, so kann man niemals einen der

librigen Zustinde erreichen. Die Ubergangszeiten Ty;, Toe und
T()3 sind daher oo



Beispiel 106

PO D

@ Beginnt man im Zustand 1, so entscheidet sich im ersten
Schritt, ob die Kette sich zukiinftig im ,, linken Teil"
(Zustand 0) oder im ,rechten Teil” (Zustand 2 und 3)
aufhilt. Fiir die Ubergangszeit T} gilt daher

1 falls X1 =0,
119 =
oo falls X7 = 2.

Wegen Pr[X; =0 | Xg = 1] = 0,5 folgt fio = 0,5 und
E[T1o] =



Beispiel 106

0 (o—0— @13@

@ Beginnt man im Zustand 2 oder 3, so wird die Kette auch
weiterhin zwischen der Zustanden 2 und 3 , hin und her
pendeln®. Genauer:

Die Anzahl der Schritte, in denen die Kette im Zustand 3
bleibt, ist geometrisch verteilt mit Parameter 0,5. Der
Zustand 3 wird daher im Mittel nach 1/0,5 = 2 Schritten
verlassen. Da Zustand 2 der einzige Nachbar von 3 ist, folgt
h3o = 2 und somit insbesondere auch f35 = 1.



Lemma 107
Fiir die erwarteten Ubergangs-/Riickkehrzeiten gilt

hij =1+ Zpikhkj flir alle 1,7 € S,1 #£ 7,
=

hj =1+ pjkhij
k)

sofern die Erwartungswerte h;; und hy; existieren.

Fiir die Ankunfts-/Riickkehrwahrscheinlichkeiten gilt analog

fij =pij+ > _ pifes fiir alle i, j € S,i # j;
k7]

fi=pij+ Y pinfes -
k#j



Bewels:

Sei ¢ # 7. Wir bedingen auf das Ergebnis des ersten Schritts der
Markov-Kette und erhalten aufgrund der Gedachtnislosigkeit
Pl“[Tij < 0 ‘ X1 = k] — PI’[Tkj < OO] fur k #] sowie

PI‘[Tij < 0 ’ X1 :]] =1.

fij =Pr[T; <oo] =) Pr[Ti; <oo| X1 =k] py
keS

= Pij + Z Pr[Tk; < oo] - pir = pij + Zpikfkj :
k#j k7]

Die Ableitung fiir f; (also ¢ = 7) ist analog.



Bewels:

Sei wiederum ¢ # 5. Wegen der Gedachtnislosigkeit folgt

E[T;; | X1 = k| = 1+ E|[Ty,] fir k # j. Ferner gilt

E[T;; | X1 =j]=1.

Bedingen wir wieder auf das Ergebnis des ersten Schritts, so folgt
(siehe Satz 13):

]’LJ—E[ @] ZE Z]‘Xl_k] Pik
keS

= Dij + Z(l + E[Tk]) -pik = 1+ Z P - Dik-
k= k#j

Wiederum ist die Herleitung fiir i; analog. []



Beispiel 108

0 (o—0— @C@D

Fiir die Berechnung der Ubergangszeiten fiir die Zustinde 2 und 3
erhalten wir die Gleichungen

ho = 1+ hga, hs =1+ 3 - has
und
hog = 1, h32:1—|—%h32:2.

Durch Losen dieses Gleichungssystems erhalten wir die Werte

ho =3, hg = 1,5, hogg = 1 und h3y = 2, die man leicht verifiziert.
Die Ankunftswahrscheinlichkeiten lassen sich analog herleiten. Man
erhalt fo = f3 = fo3 = f32 = 1.



2.4 Das Gamblers Ruin Problem

Anna und Bodo spielen Poker, bis einer von ihnen bankrott ist. A
verfiigt liber Kapital a, und B setzt eine Geldmenge in H6he von
m — a aufs Spiel. Insgesamt sind also m Geldeinheiten am Spiel
beteiligt. In jeder Pokerrunde setzen A und B jeweils eine
Geldeinheit. A gewinnt jedes Spiel mit Wahrscheinlichkeit p. B
tragt folglich mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p den Sieg davon.
Wir nehmen an, dass diese Wahrscheinlichkeiten vom bisherigen
Spielverlauf und insbesondere vom Kapitalstand der Spieler
unabhangig sind.



Wir modellieren das Spiel durch die Markov-Kette
1 1
E 3 p D D D .
q q q q

A interessiert sich fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der sie B in den
Ruin treibt, also fiir die Wahrscheinlichkeit f, ,, (wir schreiben hier
der Deutlichkeit halber f; ; statt f;;).

Wir erhalten:
fi,m — p'fi—l—l,m"'Q'fi—l,m fir 1 §i<m_1a (9)
fm—l,m = p+q- fm—Q,ma

Jom = 0.



Wir wollen nun f; ,,, allgemein als Funktion von m berechnen.
Dazu beobachten wir zunachst, dass wir (9) wegen fp,m =1
umschreiben konnen zu

fixtm = (1/p) - fim — (q/p) - ficim firl <i<m.  (10)

Wir erganzen (10) um die Anfangswerte

fo,m = 0 und fl,m — f

(Fiir den Moment fassen wir & als Variable auf. Nach Losung der

Rekursion werden wir £ so wahlen, dass die Bedingung f, m =1
erfiillt ist.)



Als Losung dieser linearen homogenen Rekursionsgleichung
2. Ordnung (10) ergibt sich fiir p # 1/2:

o _ps 1(1_17)2
o2p—1 p |

Setzen wir nun ¢ = m, so folgt aus f,, m, = 1, dass

2p — 1

G- (7))

£ =

gelten muss.



Insgesamt erhalten wir somit das Ergebnis:

()

jM‘l_Giyr
D

Fiir p = 1/2 verlauft die Rechnung dhnlich.
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Wir wollen berechnen, wie lange A und B im Mittel spielen
konnen, bis einer von ihnen bankrott geht.

hqam eignet sich dazu i.a. nicht (warum?).

Wir betrachten stattdessen:

TZ-’ .=, Anzahl der Schritte von Zustand 7 nach
Zustand 0 oder m”

und setzen

Offensichtlich gilt dy = d,,, =0 und fiir 1 <7 <m

di =qd;—1 +pdi1 +1.



Beispiel (Forts.)

Wir betrachten nun nur den Fall p = q = 1/2 und erhalten

di=1-(m—1) firallei=0,...,m.

Wegen d; < mi < m? folgt also, dass das Spiel unabhingig vom
Startzustand im Mittel nach héchstens m? Schritten beendet ist.



2.5 Stationare Verteilung

Reale dynamische Systeme laufen oft iiber eine lange Zeit. Fiir
solche Systeme ist es sinnvoll, das Verhalten fiir ¢t — oo zu
berechnen.

Wir betrachten wieder die Markov-Kette aus unserem Beispiel. Wir
hatten gezeigt, dass fiir die Ubergangsmatrix P gilt:

~92 1 l() _ 1
—B.D.Rp1 = . [ 10 . 3
r=p0es <1l>(01><§

QOB Q| =
N



Daraus folgt

Pt:B-Dt.Blz(

-2 1
1 1

und fur ¢t — oo erhalten wir

—2 1
. t .
tlggop _(1 1)

0 0
0 1

)(

OO Q| =

W= Wl

IO QO =

W WD



Fiir eine beliebige Startverteilung qo = (a,1 — a) folgt

)

1 _|_1(1 ) 2 +2(1 (1 2>
=|za+-(1—-a), za+=(1—-a) ] =(=, 2).
3 3 "3 3 373

t—00

W W~
WD WIS

lim Qt:tlim QO'Pt:(aal—a)'<

N——"



Das System konvergiert also unabhangig vom Startzustand in eine
feste Verteilung. Der zugehérige Zustandsvektor m = (%, %) hat
eine interessante Eigenschaft:

1 2, (08 02\ 1 2
7TP—(§, 3)<071 079)_(37 g)_ﬂ'

7 ist also ein Eigenvektor der Matrix P zum Eigenwert 1 beziiglich
Multiplikation von links. Dies bedeutet: Wenn die Kette einmal den
Zustandsvektor m angenommen hat, so bleibt dieser bei allen
weiteren Ubergingen erhalten.



Definition 110

P sei die Ubergangsmatrix einer Markov-Kette. Einen
Zustandsvektor m mit m = 7 - P nennen wir stationare Verteilung
der Markov-Kette.

Besitzen alle Markov-Ketten die Eigenschaft, dass sie unabhangig
vom Startzustand in eine bestimmte stationadre Verteilung
konvergieren?

Nein!



q

Eine Markov-Kette mit absorbierenden Zustinden

Die Abbildung zeigt die Kette aus dem ,,gamblers ruin problem”
flir m = 2. Man sieht sofort, dass hier sowohl 7, = (1,0,0) als
auch mo = (0,0, 1) stationdre Verteilungen sind. Die beiden
Zustinde 0 und 2 haben jeweils keine ausgehenden Kanten. Solche

Zustande heiBen absorbierend.



Definition 111

Wir bezeichnen einen Zustand 7 als absorbierend, wenn aus ihm
keine Ubergange herausfiihren, d.h. p;; = 0 fiir alle 7 # ¢ und
fO|g|iCh Di; = 1.

Ein Zustand 7 heiBt transient, wenn f; < 1, d.h. mit positiver
Wahrscheinlichkeit 1 — f; > 0 kehrt der Prozess nach einem
Besuch in 7 nie mehr dorthin zurtick.

Ein Zustand 2 mit f; = 1 heiBt rekurrent.



Definition 112

Eine Markov-Kette heiB3t irreduzibel, wenn es fiir alle

Zustandspaare 7,7 € S eine Zahl n € N gibt, so dass p(T.”)

i; > 0.
Die Definition besagt anschaulich, dass jeder Zustand von jedem
anderen Zustand aus mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht

werden kann, wenn man nur geniigend viele Schritte durchfiihrt.
Dies ist bei endlichen Markov-Ketten genau dann der Fall, wenn

der gerichtete Graph des Ubergangsdiagramms stark
zusammenhangend ist.



Lemma 113

Fiir irreduzible endliche Markov-Ketten gilt: f;; = Pr[T;; < oo] =1
flir alle Zustande i, 5 € S. Zusatzlich gilt auch, dass die
Erwartungswerte h;; = E|T;;] alle existieren.



Bewels:

Wir betrachten zunachst den Beweis fiir die Existenz von h;;.

Fiir jeden Zustand k gibt es nach Definition der Irreduzibilitdt ein
Nk, So dass plg’“) > 0. Wir halten nj fest und setzen n := max ny
und p := miny pg;.k).

Von einem beliebigen Zustand aus gelangen wir nach hochstens n
Schritten mit Wahrscheinlichkeit mindestens p nach j. Wir
unterteilen die Zeit in Phasen zu n Schritten und nennen eine
Phase erfolgreich, wenn wahrend dieser Phase ein Besuch bei j
stattgefunden hat. Die Anzahl von Phasen bis zur ersten
erfolgreichen Phase konnen wir durch eine geometrische Verteilung
mit Parameter p abschatzen. Die erwartete Anzahl von Phasen ist
somit hochstens 1/p und wir schlieBen h;; < (1/p)n. Daraus folgt
sofort, dass auch f;; = Pr[T;; < oo] = 1. ]



Satz 114

Eine irreduzible endliche Markov-Kette besitzt eine eindeutige
stationdre Verteilung m und es gilt m; = 1/h;; fiir alle j € S.

Bewels:

Wir zeigen zunachst, dass es einen Vektor m # 0 mit m = 7w P gibt.
Sei e := (1,...,1)! der Einheitsvektor und I die Einheitsmatrix.
Fiir jede Ubergangsmatrix P gilt P - e = e, da sich die Eintrige der
Zeilen von P zu Eins addieren. Daraus folgt

0 =Pe—e= (P —I)e und die Matrix P — I ist somit singular.
Damit ist auch die transponierte Matrix (P — I)1 = PT — T
singuldr. Es gibt also einen (Spalten-)Vektor m # 0 mit

(P —I)-7 =0 bzw. 71’ P = 71", Wir betrachten zunichst den
Fall, dass ) . m; # 0. Dann konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 7
normiert ist, also dass > . m; =1 gilt.



Beweis (Forts.):

Wegen Lemma 113 existieren die Erwartungswerte h;;. Fir jeden
Zustand j € S gelten somit nach Lemma 107 die Gleichungen

Wihij = 7T7;(1 + Zpikhk]’) fuire e S, 1 7& 7.
k#j

Wir addieren diese Gleichungen und erhalten wegen ) . m; =1

7Tjhj‘|‘z77ihij = 1—|—ZZ7T7;pikhkj

1#£] 1€5 k#£j
= 1+thjz77ipik:1+zﬂ'khkj-
k#£j 1€S k+#£j

Wegen h; > 1 ist auch m; = 1/h; positiv und 7 stellt somit einen
zulassigen Zustandsvektor dar.

Fiir den Fall > . m; = 0 zeigt dieselbe Rechnung wie zuvor, dass
m; = 0 fir alle 5 € § gilt. Dies steht im Widerspruch zu m # 0. [



Auch wenn eine Markov-Kette irreduzibel ist und somit eine
eindeutige stationare Verteilung besitzt, so muss sie nicht
zwangslaufig in diese Verteilung konvergieren.

1

o@iic
1

Eine Markov-Kette mit periodischen Zustanden

Als Startverteilung nehmen wir ¢y = (1,0) an. Es gilt:

~J(1,0) falls t gerade,
" (0,1) sonst.

Die Kette pendelt also zwischen den beiden Zustandsvektoren
(1,0) und (0,1) hin und her.



Definition 115

Die Periode eines Zustands j ist definiert als die groBte Zahl
¢ € N, so dass gilt:

{nENo\p§?)>O}§{i-f\i€Ng}

Ein Zustand mit Periode £ = 1 heiBt aperiodisch. Wir nennen eine
Markov-Kette aperiodisch, wenn alle Zustande aperiodisch sind.



Fiir ein n € N gilt pz(?) > (0 genau dann, wenn es im

Ubergangsdiagramm einen geschlossenen Weg von i nach i der
Lange n gibt.

Damit folgt insbesondere:
Ein Zustand ¢ € S einer endlichen Markov-Kette ist sicherlich dann
aperiodisch, wenn er im Ubergangsdiagramm

@ eine Schleife besitzt (also p;; > 0) oder

@ auf mindestens zwei geschlossenen Wegen W5 und Wy liegt,
deren Langen [y und I5 teilerfremd sind (fiir die also

gg'T(l1,1) =1 gilt).



Lemma 116

Ein Zustand 1 € S ist genau dann aperiodisch, falls gilt: Es gibt ein
ng € N, so dass p(n) > 0 fiir alle n € N,n > ny.

27

Bewels:

Da je zwei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen teilerfremd sind,
folgt aus der Existenz eines ng mit der im Lemma angegebenen
Eigenschaft sofort die Aperiodizitat des Zustands. Nehmen wir
daher umgekehrt an, dass der Zustand ¢ aperiodisch ist. Mit Hilfe
des erweiterten euklidischen Algorithmus kann man die folgende
Aussage zeigen. Fiir je zwei natiirliche Zahlen a,b € N gibt es ein
ng € N, so dass gilt: Bezeichnet d := ggT(a,b) den groBten
gemeinsamen Teiler von a und b, so gibt es fiir alle n € N, n > ny
nichtnegative Zahlen x,y € Ng mit nd = xa + yb.



Beweis (Forts.):

Wegen pgfwyb) > (p,f,f’))"” - ( g,))y folgt daraus unmittelbar: Gilt fiir
[9) 3ls auch pg-))

a,b € N, dass sowohl p; positiv sind, so gilt auch

p{" > 0 fiir alle n € N, n > no.

Aus der Aperiodizitat des Zustand ¢ folgt andererseits, dass es
Werte aq, ..., ar geben muss mit pg”) > 0 und der Eigenschaft,
dass fir diy = ggT(ag,a1) und d; := ggT(d;—1,a;) firi=2,...,k
giltdy >do > - >dp =1.

Aus beiden Beobachtungen zusammen folgt die Behauptung. []



Korollar 117

Fiir irreduzible, aperiodische endliche Markov-Ketten gilt: Es gibt
ein t € N, so dass unabhangig vom Startzustand (q;); > 0 fiir alle
1€ S.

Bewels:

Aus der Irreduzibilitat folgt, dass die Markov-Kette jeden Zustand
1 € S irgendwann besuchen wird. Wegen Lemma 116 wissen wir
ferner, dass die Kette hinreichend viele Schritte nach dem ersten
Besuch in ¢ in jedem folgenden Zeitschritt mit positiver
Wahrscheinlichkeit zu ¢ zurtickkehren wird. Da die Kette endlich
ist, gibt es daher ein ng, so dass die Kette sich unabhangig vom
Startzustand fiir alle n > ng in jedem Zustand ¢ € S mit positiver
Wahrscheinlichkeit aufhalt. []



Die Aperiodizitat einer irreduziblen Markov-Kette kann auf
einfache Weise sichergestellt werden. Man fligt an alle Zustande so
genannte Schleifen an. Diese versieht man mit der
Ubergangswahrscheinlichkeit p = 1/2 und halbiert die
Wahrscheinlichkeiten an allen iibrigen Kanten.

1,0 0,7
-
0,3 1,0
Einfiihrung von Schleifen

Bei irreduziblen Ketten geniigt es, eine einzige Schleife
einzufiihren, um die Aperiodizitat der Kette sicherzustellen.

Definition 118

Irreduzible, aperiodische Markov-Ketten nennt man ergodisch.



Satz 119 (Fundamentalsatz fiir ergodische Markov-Ketten)

Fiir jede ergodische endliche Markov-Kette (X¢)ien, gilt
unabhangig vom Startzustand

lim ¢q,, = m,
"n—>00

wobeil T die eindeutige stationare Verteilung der Kette bezeichnet.

Bewels:

GemaB Satz 114 existiert eine stationdre Verteilung 7. Wir zeigen,
dass fiir beliebige Zustande 7 und £ gilt

(n)

p;. — m  firn — oo.

Daraus folgt die Behauptung, da

(Qn)k — Z(CIO)z‘ 'pz(-Z) — Tk - Z(QO)Z' = Tk.

€S €S



Beweis (Forts.):

(Y:)ten, sei eine unabhingige Kopie der Kette (X¢)ien,. Flir den
Prozess Z; := (X¢,Y;) (t € Ng), bei dem die Ketten X; und Y;
gewissermalen ,, parallel” betrieben werden, gilt also

Pr[(Xt—Fla}/;H-l) — (]:ca]y) ‘ (Xtan) — (szzy)]
= Pr[Xep =Jo | X = o] PrYign = Jjy | Y =4y

(Zt)ten, ist daher ebenfalls eine Markov-Kette. Fiir die

Wabhrscheinlichkeit, in n Schritten von (i, %,) nach (jz,j,) zu
gelangen, erhadlt man analog Pi, . Piyj,
gemaB Lemma 116 positiv ist. (Z;);,en ist daher ebenfalls

ergodisch.

was fiir geniigend groBes n



Beweis (Forts.):

Wir starten nun Z; so, dass die Ketten X; und Y, in verschiedenen
Zustanden ¢, bzw. 7, beginnen, und interessieren uns fiir den
Zeitpunkt H, bei dem sich X; und Y; zum ersten Mal im gleichen
/Zustand befinden.

Die Menge der Zustande von Z; ist gegeben durch § x 5. Wir
definieren die Menge

M :={(x,y) e Sx S |x =y}
von Zustanden der Kette Z;, an denen sich X; und Y; , treffen”.
Definieren wir nun die Treffzeit H durch

H := maX{T%xﬂy (Jac,jy) ‘ (ZCE?Z?J) S S X S? (Jﬂhjy) S M}7
so folgt aus Lemma 113 und der Endlichkeit der Markov-Kette
sofort, dass Pr|H < oo] =1 und E|H] < oc.



Beweis (Forts.):

Da die weitere Entwicklung der Ketten X; und Y; ab dem
Zeitpunkt H nur vom Zustand Xz = Yy und der Ubergangsmatrix
abhangt, wird jeder Zustand s € S zu den Zeiten t > H von X,
und Y; mit derselben Wahrscheinlichkeit angenommen. Es gilt also
Pr|[X; =s|t> H| =Pr|Y; =s |t > H] und somit auch

Pr|X; =s,t > H| =PrlY; =s,t > HJ. (11)

Als Startzustand wahlen wir fir die Kette X; den Zustand ¢,
wahrend Y; in der stationdren Verteilung 7w beginnt (und natiirlich
auch bleibt). Damit erhalten wir fiir einen beliebigen Zustand

ke Sundn>1

P\ — | = |Pr[X, = k] — Pr[Y, = k]|
= |Pr[X,, =k,n> H|+Pr|X, =k,n< H|
—Pr|lY, =k,n> H] - Pr|Y, =k,n < H||.



Beweis (Forts.):

Nun konnen wir (11) anwenden und schlieBen, dass
P\ — | = |Pr[X, = k,n < H] — Pr[Y, = k,n < H]|.
Zur Abschatzung dieses Ausdrucks benutzen wir die Abschatzung
|Pr[AN B] — Pr[ANC]| < Pr[A].
fiir beliebige Ereignisse A, B und C' (die offensichtlich ist).

Wir erhalten
\pgz) — 1| = Prin < HJ.

Da Pr[H < oo] =1, gilt Prjn < H] — 0 fiir n — oo, d.h. die

(n)

Wahrscheinlichkeiten piZ konvergieren fiir n — oo gegen .

[]
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