Technische Universitat Miinchen Sommersemester 2007
Institut fiir Informatik

Prof. Dr. Javier Esparza

Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Wiederholungsklausur

LOSUNG

Hinwetis: Bei allen Aufgaben wird neben dem gefragten Ergebnis eine kurze Begriindung erwartet.

Aufgabe 1 24+24+24+2 P

(a) Geben Sie die erzeugende Funktion der Zufallsvariablen X mit Wx = {0,1,2} und Pr[X = 0] = I, Pr[X = 1] =

an.

(b) Fiir die diskrete Zufallsvariable X gelte Wx = N = {0,1,2,...}. X sei gedéchtnislos mit Erwartungswert
E[X] = 3. Geben Sie Var[X] an.

(c) Es sei X eine Zufallsvariable mit parametrisierter Dichte fx (x;6). U sei ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6 mit
E[3U + 2] = 3. Geben Sie 6 an.

(d) Esseien A, B Ereignisse im diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, Pr) mit Pr[A], Pr[B] > 0. A := Q\ A bezeichne

das Komplementereignis zu A. A und B seien unabhéingig. Weiterhin gelte Pr[A|B] = 3. Bestimmen Sie Pr[A].
Antwort:
=) 1 1 )
Gx(z) = 1 + 3% + ﬁzz.

(b) Da X gedéchtnislos mit Erwartungswert 3 ist, muss X ~ Geo() gelten. Damit folgt Var[X] = 1% = ??g = 6.

(c) Da U erwartungstreu ist, gilt E[U] = 6. Wegen 3 = E[3U + 2] = 3E[U] + 2 = 36 + 2 folgt § = 1.
(d) Da A und B unabhingig sind, sind auch A und B unabhéngig. Daher folgt Pr[A|B] = Pr[A] und somit Pr[A] = 1.

Es ergibt sich daher Pr[A] = 2.

Aufgabe 2 24+3+3 P

Sie sind — zumindest fiir diese Aufgabe — Besitzer eines Hauses in Kalifornien. Da Sie sich vor Einbrechern schiitzen
wollen, haben Sie Thr Haus mit einer Alarmanlage ausstatten lassen. Die Alarmanlage kann entweder durch einen

Einbruch oder durch ein Erdbeben ausgeltst werden.

A bezeichne das Ereignis, dass der Alarm aktiviert wird. B bezeichne das Ereignis, dass die Erde bebt. Schliefllich sei
mit E das Ereignis bezeichnet, dass in das Haus eingebrochen wird.

Mit Wahrscheinlichkeit Pr[B] = 0.02 bebt die Erde, mit Wahrscheinlichkeit Pr[E] = 0.01 findet ein Einbruch statt.

Wir nehmen an, dass B und E unabhéngig sind.

Fiir die Aktivierung des Alarms gilt weiter

Pr[A|B N E] = 0.95, Pr[A|B N E] = 0.94, Pr[A|BN E] = 0.29, Pr[A[BNE] = 0.01.



(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit Pr[A], dass der Alarm ausgelost wird.

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit Pr[E|A], dass ein Einbruch vorliegt, falls der Alarm ausgelost wird.

(¢) Da Sie auf Grund einer Klausur aufler Haus sind, bitten Sie Thren Nachbarn Arnold, Sie anzurufen, falls er den

Alarm hort. Nun ist Thr Nachbar Arnold auch noch in der Politik tétig, und ruft Sie daher auch gelegentlich an,

um Sie iiber den Vorteil von mit Biodiesel betriebenen 20l-Autos aufzuklaren.

Bezeichnet T' das Ereignis, dass Arnold Sie per Telefon anruft, so gilt

Pr[T|4] = 0.9.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit Pr[E N A NTJ.

Hinweis: Da Arnold nur zwischen Alarm und kein Alarm unterscheiden kann, nehmen wir an, dass Pr[T|ANE] =
Pr[T|A N E] = Pr[T|A] gilt.

Antwort:
(a) Es gilt
Pr[A] = (Pr[A|B,E]-Pr[B]+ Pr[A|B, E]-Pr[B]) - Pr[E] + (Pr[A|B, E]- Pr[B] + Pr[A|B, E] - Pr[B]) - Pr[E]
= 0.00019 + 0.009212 4- 0.005742 4 0.009702
= 0.024846.
(b)
_ Pr[ANnE]
Pr[E|A] = “Prd]
_ Prl[ANENB]+Pr[AnEnN B]
B Pr[A]
_ Pr[A|E, B] - Pr[E] - Pr[B] + Pr[A|E, B] - Pr[E] - Pr[B]
B Pr[A]
— (Pr[A|E, B] - Pr[B] + Pr[A|E, B] - Pr[B]) - giﬂ
= (0.019+0.9212) - %
0.009402
= 0021846 ~ 0.378411.
(c)
Pr[E,A,T| = Pr[T|A, E]-Pr[A|E] - Pr[E]
= Pr[T|A] - Pr[A|E] - Pr[E]
_ Pi(4]
= Pr[T|A]-Pr[E|A4]- Pr[E] - Pr[E]
= Pr[T|A] - Pr[E|A] - Pr[A]
~ 0.9-0.378411 - 0.024846 = 0.008462.
Aufgabe 3 444 P

Die stetigen Zufallsvariablen X;, X5 seien unabhingig und identisch gleichverteilt iiber dem Intervall [1,3]. Die X;

besitzen somit jeweils die Dichte

falls t € [1,3]

sonst

1
f<t>={§



(a) Zeigen Sie, dass Y := max{X;, X2} die Dichte

Iy (t) :{

Bestimmen Sie hierfiir zunéchst die Verteilungsfunktion von Y'!

<(t—1) fallstell,3

sonst

O =

besitzt.

(b) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y.

Antwort:
(a) .
Fy(t)=Pr[Y <t] =Pr[X; <t, Xy <t,..., X, <t] = [[Pr[X; < t] = F(1)"
=1
Es folgt
n—1 _
_ iir tela t—a 1 (t—a)"t 1
—FL(t)=n-F)"L. ) gl (12 a . —n. — (-1
fr(t) =Fy(t)=n-F() f(t) U e " a2 (t-1)

b
t— n—1
E[Y] = /t n. =0 dt
R (b—a)
b—a
— (bn) ~/t”+a v dt
_an
t=0
n 7
N n+1(b—a)+af§
o (t—a!
t—a)"™
E[Y? = t?
[ } / n (b_a)n
t=a
b—a
- (b_”a)n : /(t+a)2-t"*1-dt
t=0
b—a
_ n n+l n 2 n—1
= e "t L 2q " ot dt
—a
t=0
n n 8 17
- b—a)? +2a- b— P=24+_-+41=—
npam @) T2 e ta =24 g4 1=3
17 49 51—-49 2
Y] = E[YY-E[Y]?="- 2= ==,
Var[Y] [Y7] [Y] 39 9 9

Aufgabe 4

444 P

Sie sind mit der Organisation einer Klausur beauftragt worden. Fiir die Klausur sind n = 100 Studenten angemeldet.

Um einen passenden Horsaal zu finden, wollen Sie die Zahl N der Studenten, die tatséchlich zur Priifung erscheinen,

abschétzen.

Sie modellieren daher jeden der n Studenten durch eine binomial-verteilte Zufallsvariable X; mit X; ~ Bin(1,0.9),
wobei Pr[X; = 1] = 0.9 die Wahrscheinlichkeit ist, dass Student i zur Klausur kommt. Weiterhin nehmen Sie an, dass

jeder Student unabhéingig von seinen Komilitonen zur Klausur erscheint.



Die Anzahl Y der Studenten, die zur Klausur erscheinen, ist dann ebenfalls binomial-verteilt. Es existiert also eine

kleinste Zahl N*, so dass mit mindestens Wahrscheinlichkeit 0.95 hochstens N* viele Studenten zur Klausur erscheinen.

Da es Thnen zu aufwendig ist, N* direkt zu bestimmen, approximieren Sie die Binomialverteilung, um eine méoglichst

kleine obere Schranke fiir N* zu finden.

(a) Der Einfachheit wegen verwenden Sie zunéichst die Markov-Ungleichung, um eine moglichst kleine obere Schranke

fir N* zu bestimmen. Welche Zahl erhalten Sie unter Verwendung der Markov-Ungleichung?

(b) Da die Markov-Ungleichung Thnen nicht wirklich hilft, benutzen Sie die Standardnormalverteilung zur Approxi-
mation der Binomialverteilung, um eine moglichst kleine obere Schranke fiir N* zu finden. Welche obere Schranke

erhalten Sie nun?
Hinweis: ®(1.645) ~ 0.95.
Antwort:
(a) Setze Y :=3> "  X; mit E[Y] =n-p=90 und Var[Y] =n-p-(1—p) =9.

Es soll ein moglichst kleines Nj; bestimmt werden, so dass
Pr[Y < Ny > 0.95.

Mittels der Markov-Ungleichung

Pr[Y > ] < y

ergibt sich

Pr[Y < Nyl =1-Pr[Y > Ny]=1-Pr[Y > Ny +1] > 1 — NE[Y] =0.95.

m+1
Damit folgt: By
Ny = [0[05]— —‘ = 1799.
(b) Nach dem ZGWS (mit Stetigkeitskorrektur) gilt:
Y —E[Y] = Ng-—E[Y]

Pr[Y < Ng] =Pr

<

VVarlY] T /Var[Y]

Laut Hinweis ist ®(1.645) ~ 0.95, was auf

o Ns(+0.5) —E[Y]\ [ Ns(+0.5) —90
”(D( Var[Y] >¢< e )

Ng + (0.5) — 90

= 1.645
V9

und damit auf
Ng = [\/@ 1.645 + 90(—0.5)1 — 95

fithrt.

Aufgabe 5 24+3+3 P

Die Firma S. produziert Fahrradreifen und verspricht, dass ihre durchschnittliche Laufleistung mindestens 8 Mm
(=8000 Kilometer) betriigt. Herr M., der seit Jahren die Produkte der Firma S. benutzt, méchte diese Angabe auf
Glaubwiirdigkeit tiberpriifen. Aus seinen Aufzeichnungen weif} er, dass die letzten vier Reifenwechsel an seinem Fahrrad
nach folgenden Laufleistungen (in Mm) stattgefunden haben: 7, 3, 7, 7. Herr M. bekommt den Verdacht, dass die Reifen

nicht so dauerhaft sind, wie die Firma behauptet.
(a) Berechnen Sie das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz fiir die Reifen des Herrn M.

(b) Aus seiner Stochastik-Vorlesung kann sich Herr M. an folgende statistische Tests erinnern:



Gauftest: X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit X; ~ N (u,0?), wobei 0 bekannt ist.
TestgroBe: Z := %\/ﬁ
Ablehnungskriterium: |Z| > z1_q 2 fiir Ho : p = po, Z < 2q fiir Ho: pp > po bzw. Z > 214 fiir Ho: pp < pio.

t-Test: X1,..., X, unabhingig und identisch verteilt mit X; ~ N (u, 0?).

Testgrofe: T := %\/ﬁ

Ablehnungskriterium: [T > t,_1 1_q /2 fiir Ho : g = po, T < tn_1,o fiiv Ho: pp > po bzw. T > t, 11 fiir
Ho: p < po.

Zwei-Stichproben-t-Test: X1,..., X, und Y7,...,Y, unabhingig und jeweils identisch verteilt mit gleicher
Standardabweichung, d.h. X; ~ N (ux,0?) und Y; ~ N (py, 0?).

. o n+m—2 | X-Y
Testgrofe: T := Sl R N
Ablehnungskriterium: |T'| > tp,4n_91-a/2 fir Ho: px = py, T < tmin-2a fir Ho: px > py bzw.
T> tm+n72,1fa fiir HO: nx < Ky -

Formulieren Sie die Aussage der Firma als Nullhypothese und wé#hlen Sie unter den oben angegebenen Tests

einen geeigneten aus. Begriinden Sie fiir jeden Test, warum er geeignet oder ungeeignet ist.

(c) Fiihren Sie den von Ihnen in (b) gewéhlten Test durch, d.h., berechnen Sie die Testgrofe und iiberpriifen Sie, ob

das Ablehnungskriterium erfiillt ist. Verwenden Sie ein Signifikanzniveau o = 0.05 sowie die unten angegebenen

Quantile. (Hinweis: Die zugrundeliegenden Verteilungen sind symmetrisch zu 0.)

Antwort:

(a) X =

20.95 | 20.975 | 13,095 | ©3,0.975 | t4,0.95 | ts,0.975 | 16,0.95 | t6,0.975
1.645 | 1.960 | 2.353 3.182 2.132 2.776 1.943 2.447

2=6,7=31+9+1+1)=4.

(b) Der Zwei-Stichproben-Test ist offensichtlich ungeeignet, weil wir nur eine Stichprobe haben. Der Gaufitest ist
ungeeignet, weil die Standardabweichung nicht bekannt ist. Es verbleibt der ¢-Test mit Nullhypothese Hy: p >

8 =:
(c) T=

Das

Ho
X_ _
S =3 2= -2

Ablehnungskriterium 7' < ¢,,_1, = —tn—1,1—a = —t3,0.95 = —2.353 ist nicht erfiillt. Die Aussage der Firma

kann also durch das Testergebnis nicht abgelehnt werden.



