Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie - Test 2

Sommersemester 2007

Name:

Vorname:

Matrikelnr.:

Studiengang:

Hinweise
e Sie sollten insgesamt 4 Blétter erhalten haben.
e Tragen Sie bitte Ihre Antworten in den dafiir jeweils vorgesehenen Platz auf
den Aufgabenbléittern ein.
e Sie kdnnen maximal 10 Punkte erreichen.

e Fiillen Sie die untenstehende Tabelle bitte nicht aus.
e Viel Erfolg.
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Aufgabe 1 1.5P +15P =3P

Miro und Ballack sind zwei Fufballspieler. In einem beliebigen Fufiballspiel schieft Miro mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — p kein Tor, Ballack mit Wahrscheinlichkeit 1 — p’. Seien M bzw. B die Zufallsva-
riablen, die angeben, wie viele Spiele Miro bzw. Ballack brauchen, um zum ersten Mal ein Tor zu
erzielen. Dann ist M ~ Geo(p) und B ~ Geo(p'). Da die beiden in verschiedenen Ligen spielen, sind

M und B unabhingig voneinander.

l.a) Sei Z := min{M, B} die Zahl der Spiele, die vergeht, bis einer von beiden ein Tor schiefit. Zeigen

Sie, dass auch Z geometrisch verteilt ist, und berechnen Sie den Parameter der Verteilung.
Antwort:
e 1. Moglichkeit:

M = k bedeutet, dass Miro erst im k.ten Spiel trifft, B = [, dass Ballack erst im [.ten Spiel
trifft. Es ist dabei egal, ob die Spiele gleichzeitig, oder zeitlich versetzt stattfinden!

Z = min{B, M} zdhlt damit einfach die Spieltage, bis schliellich einer der beiden das erste
Mal trifft. Die Wahrscheinlichkeit, dass beide in ihrem jeweiligen i.ten Spiel nicht treffen, ist

(1-=p)(1—=p).
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der beiden trifft, ist also
1-(1-pA—-p)=p+p —pp.

Da Z = k nun gerade bedeutet, dass Miro und Ballack in ihren ersten & — 1 Spielen jeweils

nicht treffen, zumindest einer von beiden jedoch im k.ten Spiel, folgt
Pr(Z =K = ((1-p)(L =) (0 + 9 —pp),

d.h. Z ist geometrisch verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p 4+ p" — pp'.
e 2. Moglichkeit:

Man zeigt zunéchst, dass Z gedéchtnislos ist fiir k£,1 > 0

PHZ > h+1]Z>k+1] = DAL

Pr[M>k+1,B>k+]
Pr[M>1,B>1]
Pr[M>k+1] Pr[B>k+l]
Pr[M>I] ~  Pr[B>]]

= PrtlM>k+1|M>1-Pr[B>k+1|B >l
= Pr[M > k] -Pr[B > k]
= Pr[Z > k]

Nach der Ubung gilt dann, dass Z ~ Geo(Pr[Z = 1]) verteilt sind. Dabei gilt

Pr[Z=1]=Pt[M=1,B>1]+Pr[M >1,B=1]+Pr[M=1,B=1=p+p —pp'.



o 3. Moglichkeit:

Man rechnet einfach nach entsprechend z.B. Aufgabe 1.1 oder der zweiten Aufgabe im ersten
Test oder dem Beweis aus der Vorlesung bzgl. des Minimums zweier exp-verteilter, unabhéngi-

ger Zufallsvariablen:
Pr[Z > k| = Pr[M >k, B > k] = Pr[M > k] - Pr[B > k] = (1 —p)* - (1 —p)F !,

also
Pr(Z = k] =Pr(Z 2 K = Pr(Z = k+1] = (1 -p)(1 = )" - (p+p —pp).

Es folgt wieder Z ~ Geo(p + p' — pp').



1.b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Miro vor Ballack ein Tor schiefit, d.h. Pr[M < B].
Antwort:

Man verwendet hier am besten den Satz iiber die totale W’keit bzgl. der Ereignisse [M = k|

Pr[M < B] = Y° Pr[M =k, B> k+1]
= Y p(l=p)t-(1=p)*
= p(1-p) 3, (A—p)(—p)!

p(1-p’) _ _p—pp

1—(1—p)(1—p") p+p'—pp"’

Das Ereignis [M = k,B > k + 1] besagt dabei, dass Miro im k.ten Spiell trifft, Ballack jedoch
frithestens im k + 1.ten Spiel, d.h. Ballack darf in den ersten k£ Spielen nicht treffen - das geschieht
gerade mit Wkeit (1 — p’)*, wobei man noch die Unabhingigkeit der Zufallsvariablen verwenden

muss.



Aufgabe 2 1P +2P +1P=4P

In einem zu Beginn schwarzen Bild der Auflésung A - b wird n-mal rein zuféllig ein Pixel gleichverteilt
ausgewahlt und auf die Farbe Weifl gesetzt. Ein Pixel kann somit durchaus mehrmals ausgewéhlt

werden.

Fir 1 <i < h-bsei X; die Zufallsvariable, welche angibt, wie viele Pixel zufillig gewahlt werden
miissen, wenn bereits ¢ — 1 weifl eingeférbt sind, um noch einen schwarzen Pixel zu erhalten. Die Sum-
me S = Z?:bl X, gibt dann gerade an, wie oft Pixel zufillig gewéhlt werden miissen, bis schliellich

jeder Pixel auf Weifl gesetzt wurde.
2.a) Geben Sie die Dichte der Zufallsvariable X; an. Begriinden Sie Ihre Antwort.
Antwort:

Nach Aufgabenstellung zahlt X;, wie oft Pixel zufillig gezogen werden, bis schliefSlich ein schwarzer

Pixel ausgewahlt wird, wobei genau ¢ — 1 Pixel weif} sind.

D.h. X; = k bedeutet gerade, dass zunéchst k — 1 mal ein weifler Pixel gezogen wurde und schlieSlich

der k.te Pixel schwarz war.

Da jeder Pixel mit derselben Wkeit % gezogen wird (Gleichverteilung!), wird mit W’keit % ein

weiler Pixel gezogen, mit W'keit 1 — % ein schwarzer.

X; ist daher geometrisch verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p; := 1 — %



2.b) Schétzen Sie nun den Erwartungswert von S fiir h = b = 10 mittels

k
1

E -~ 2.30-log;yk+0.58
i

i=1
ab. log,, z ist hierbei der Logarithmus von x zur Basis 10. Begriinden Sie Ihre Rechenschritte.
Antwort:

Man nutzt zunéchst die Linearitdt des Erwartungswerts aus und erhélt:

E[S] = ZE[XZ-]

Da X; gemeometrisch verteilt ist mit Erfolgsw’keit p; = 1 — =1 = 2t folgt
1 hb
EX]=—=——.
pi  hb—i+1
Insgesamt ergibt sich also
hb hb

hb 1
E[5] Zhb—i—i—l Zhb—z’—i—l

i=1 =1

Man muss entweder sehen oder sich aus der Vorlesung oder den Ubungen daran erinnern, dass

gilt.

Anwenden der Approximation liefert also

E[S] = hb (2.3 - log,,(hb) + 0.58) = 100 (4.6 4 0.58) = 518.



2.c) Ermitteln Sie mit Hilfe der Markov-Ungleichung

E[S]

eine untere Schranke n* fiir die Anzahl n von Pixeln, die zuféllig auf Weify gesetzt werden
miissen, damit fiir n > n* das Bild mit Wahrscheinlichkeit > 0.99 vollkommen weif3 ist. Dabei
gelte wieder h = b = 10.

Antwort:

Nach Aufgabenstellung werden zufillig insgesamt n Pixel gewéhlt und auf weifl gesetzt. Gesucht ist

nun ein n*, so dass fiir n > n* mit einer Wahrscheinlichkeit > 0.99 das gesamte Bild weif} ist.
Wie viele Pixel wir insgesamt ziehen miissen, damit das Bild komplett weif} ist, gibt gerade S an.
Gesucht ist daher ein moglichst kleines n* mit

Pr[S < n*] > 0.99).

Wenn wir dann n > n* Pixel zufillig wéihlen, so ist mit Wkeit > 0.99 das gesamte Bild dann weifi.

Hierfiir soll die Markov-Ungleichung verwendet werden:

E[S 518 !
1] =1 > (0.99.
n—+1 n+1

PriS<n|=1-Pr[S>n]=1-Pr[S>n+1]>1—-

Auflosen nach n fithrt auf
n > 51800 — 1 = 51799 =: n*.



Aufgabe 3 3P

Die Zufallsvariable Y gebe die Zeit an, die ein Professor braucht, um einen Beweis zu erklédren. Hierbei

nehmen wir an, dass Y die Dichte

fry) =

0 sonst

{ N-e M firy > 1

besitzt. Laut unbestétigten Untersuchungen ist der Prozentsatz der Studenten, welche dem Beweis

bis zum Schluss folgen, dann durch die Zufallsvariable Z := 1/Y gegeben.
Bestimmen Sie die Dichte der Zufallsvariable Z.
Antwort:

Die Aufgabe orientiert sich an A8.1: wieder ist nur die Verteilung bzw. die Dichte von Y und wie Z

von Y abhéngt bekannt.

In den Ubungen wurde hierfiir der Losungsweg vorgestellt, dass zuniichst die Verteilung von Z auf

die Verteilung von Y zuriickgefithrt wird. Danach kann die Dichte durch Ableiten bestimmt werden.

Wegen Z = 1/Y und Y € [1,00) folgt Z € (0,1]. Fir 2 < 0 folgt Fiz(z) = 0, fiir z > 1 folgt
Fz(z) = 1. Es bleibt z € (0, 1]:

Fylz) = PrlZ < 2] = Pr[1)Y < 2] = Pr[é <Y]=1-Prfy < %] - Fy(é).

Fir Fy(y) mit y € [1,00) gilt
Fy(y)=1—e 07,

also
Fy(z) = eX1-2),

Die Dichte iiber (0, 1] ergibt sich dann durch Ableiten zu:

Insgesamt also

A0 A falls 2 € (0,1]
0 sonst

Anmerkung:

Leider liegt das Missverstindnis vor, dass auch bei stetig verteilten Zufallsvariablen fy(y) =

Pr[Y = y] gelten wiirde - das ist aber falsch!

Man macht sich das am besten wie folgt klar: Sei X eine beliebige, stetig verteilt Zufallsvariable,

dann gilt

PriXelx—hax+h]]=Prlx —h< X <a+h|=Fx(xr+h)— Fx(z—h).



Léasst man nun h > 0 gegen 0 gehen, so folgt

Pr[X =z] = }llir%Pr[x —h<X<z+h]= ,llir%(FX(x +h)—Fx(z—h)) =Fx(z) — Fx(z) =0.
Wiirde also Pr[X = z| = fx(z) gelten, so miisste fx(z) = 0 fiir alle z € R folgen - was natiirlich

nicht sein kann, da ffooo fx(z)dz =1 gelten muss.

Eine weiter Moglichkeit, sich diesen Sachverhalt zu merken ist, dass eine Dichte durchaus Werte

grofer 1 annehmen kann (siehe z.B. die Exponentialverteilung fiir A > 1, dort gilt Ae 0 = \ > 1).

Somit kann eine Dichte (im Fall stetiger Verteilungen) i.A. keine W’keit angeben! Der Ausdruck
Dichte bezieht sich einzig darauf, dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir ein gewisses Ereignis durch

Summation (d.h. Integration) iiber die Dichte ergibt - analog zum diskreten Fall.



