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LOSUNG

Diskrete Strukturen — Endterm

Beachten Sie: Soweit nicht anders angegeben, ist stets eine Begriindung bzw. der Rechenweg anzugeben!

Aufgabe 1 4P

Zeigen Sie mit Hilfe aussagenlogischer Resolution, dass folgende Formel F giiltig ist:

F=pe-r)VAr)V(opA-q)V-(g— (pVr))

Loésung:

F=@+-r)V@EAr)V(pA-q)V-(g—(pVr))
(pA=r)V(=p A=) V(pAT)V (Zp A=g) V(=g Vp V)
(pA=r)V(=p A=)V (pAT)V(mpA=qg) V(g A—pA-T)

~F=-((pA-r)V(op A=) V(pAT)V (mp A—g) V(g A—p A )
=(pVr)A@EV-r)A(mpV-r) APV A(ngVpVT)
Klauselmengendarstellung:
{{=p.r}, {p, v} {=p, ~r}. {p, ¢} {~¢, p,7}}
Eine mogliche Resolution:
{-p,7} o=} {-p,-r} {p,q} {~a,p,7}

{-r}
{-»r} {—q,p}

{a} {—aq}

O
Damit ist =F unerfiillbar, also F' giiltig.

Aufgabe 2 3P

Zeigen Sie mit Hilfe der Aquivalenzregeln aus der Vorlesung, dass F = G gilt.

Markieren Sie bei jedem Umformungsschritt die betrqffene Teilformel. Innerhalb eines Umformungsschritt darf beliebig héufig
die Assoziativitit, Kommutativitit und eine weitere Aquivalenz (z.B. DeMorgan) angewendet werden.

F = Vx—'Vy((—'P(a:,y) A=Q(y)) V ~VzP(z, z)) G := (VaIyP(z,y) V IyQ(y)) A VaVzP(z,z)



Loésung:

F =Va—y( (=P(z,y) AN —Q(y)) V VzP(z, z))

(
= Vo Iy- ((—|P(ac, ) A=Q(y)) V ~VzP(z, z))
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=Vax <E|y(P(x, y)V Q(y)) AVzP(z, z))

=VaIy(P(z,y) V Q(y)) AVaVzP(z, 2)
=Vz(JyP(z,y) vV yQ(y)) AVaVzP(z, )

= (Vz3yP(z,y) V JyQ(y)) AVavzP(z, z)
=G

Aufgabe 3 1P4+2P+1P=4P

Sei R ein 2-stelliges Pridikatensymbol, und f ein 1-stelliges Funktionensymbol. Weiter gelte:

(a)
(b)

F :=Vz=R(z,z) A VzVyVz ((R(z,y) A R(y, 2)) = R(z,2)) A Vz R(z, f(z))
Geben Sie eine zu F passende Struktur Sy mit [F](S;) =0 an.
(

Geben Sie eine zu F passende Struktur Sp mit [F](S2) =1 an.

Sel nun:

()

G :=F Az IyVz—(R(z,z) V R(z,y))
Geben Sie eine zu G passende Struktur S mit [G](S3) = 1 an.

Losung: Vorbemerkung: Am einfachsten fasst man R wie iiblich als Kantenrelation eines gerichteten Graphen auf (Kante
von x nach y, falls (z,y) € R):

die erste Bedingung (R irreflexiv) bedeutet dann, dass der Graph keine Schleifen besitzen darf;

die zweite Bedingung (R transitiv) besagt, dass es zu jedem Pfad der Linge > 2 eine Kante vom Start- zum Zielknoten
des Pfades geben muss; insbesondere muss der Graph somit kreisfrei sein.

f muss jedem Knoten x einen seiner Nachfolger bzgl. R zuordnen; insbesondere muss also jeder Knoten eine ausgehende
Kante haben.

Insgesamt muss es unendlich viele Knoten geben: in jede endliche Knotenmenge wiirde f einen Kreis induzieren, womit
auf Grund der Transitivitdt auch eine Schleife existieren miisste, was aber der Irreflexivitéit widersprechen wiirde.

Passende Struktur S; = (Uy, I1), unter der sich F' nicht zu wahr auswertet:

Moglichkeiten: Endliches Universum; Schleifen; nicht transitiv; f bildet nicht auf Nachfolger bzgl. R ab; usw. Beispiele:
o Ui ={a}, Bi ={(a,a)}, f1(a) = a.
o Uy =N, Ry = {(2,7) |z €N}, f(z) =z

Passende Struktur Sy = (Us, I2), unter der sich F' zu wahr auswertet:

Einfachste Méglichkeit: Man wihlt Uy =N, Ry = {(z,y) € N? |z <y}, f(z) =2 + 1.

Die zusitzliche Forderung 3z JyVz —(R(z,x) V R(z,y)) besagt, es soll Elemente x und y geben, welche bzgl. R keinen
Vorgiinger (keine eingehende Kante) haben; es wird allerdings nicht verlangt, dass « und y verschieden sind; insofern
reduziert sich die Anforderung zu 3a2Vz-R(z, x).

Die oben angegebene Losung aus (b) ist also auch eine Losung fiir (c).



Aufgabe 4 3P+1P=4P

Sei f: N x N — N eine Funktion mit
e f(n,1) = f(1,m) =1 fir alle n,m > 1.
o f(m,n) < f(m,n—1)+ f(m —1,n) fir alle n,m > 1.

m+n—2

) fur alle n,m > 1.
m—

(a) Zeigen Sie durch eine geeignete Induktion: f(m,n) < (

Hinweis: Unterscheiden Sie genau zwischen Induktionsbasis und Induktionsschritt. Geben Sie im Induktionsschritt die
Induktionsvoraussetzung explizit an. Fiir die Induktion gibt es mehrere Moglichkeiten. Z.B. kénnen Sie (miissen jedoch
nicht) verwenden, dass die Relation <C N? x N2 mit (a,b) < (¢,d) <> a < cAb < dA (a,b) # (c,d) wohlfundiert ist.

(b) Verwenden Sie n! € Q((n/e)”) und n! € O(n(n/e)), um f(m,m) € O(m2%™) zu zeigen.

Loésung:
(a) e Induktion nach K :=m +n:
— Induktionsbeginn: Es gelte K =2, dh. m=n=1 (da 0 € N).
Nach Aufgabentext gilt f(1,1) = 1, womit sofort f(1,1) < (Lﬂf) = (8) =1 folgt.
— Induktionsschritt K — K + 1:

)

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle m,n € N mit m+n < K + 1 gelte f(m,n) < (

Nach Aufgabentext gilt f(m,n) < f(m—1,n)+ f(m,n—1), fallsm > 1 An > 1; ansonsten (d.h. m =1Vn = 1)
gilt f(m,n) =1.

Der Fall m =1 Vv n =1 folgt analog zu Induktionsbeginn: Ohne Einschrankung gelte m = 1; dann ergibt sich
1= f(L,n) < (7379 =1
ImFallm >1An>1gilt m+(n—1) = (m—1)+n = K, so dass die Induktionsvoraussetzung auf f(m,n — 1)

und f(m — 1,n) angewendet werden kann.

Mittels der Pascal’schen Identitit ((}) = ("') + (}~1)) oder durch explizites Nachrechnen folgt dann:

f(m7n) S f(m _ 17”) + f(m,n _ 1) — (m—1+n—2) + (m+n—1—2) — (m+n—2)'

m—1-1 m—1 m—1

In beiden Féllen folgt somit die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.
e Induktion mittels <:

M s ¥(m,n) € N?: (V(a,b) =< (m,n): f(a,b) < (a;rfl 2) — f(m,n) < (m;ﬁ12>)

zeigen. Der Induktionsbeginn besteht implizit aus den Paaren (m,n) € N2, die bzgl. < keinen Vorgiinger besitzen.
Das ist hier nur (1,1). Ansonsten liuft die Induktion quasi analog zu oben:

— Induktionsbeginn: Es gelte m =n = 1.

Nach Aufgabentext gilt f(1,1) = 1, womit sofort f(1,1) < (1‘1{;2) = (8) =1 folgt.

— Induktionsschritt: Sei (m,n) € N? beliebig. Ohne Einschriinkung gelte (m,n) # (1,1) (siehe Induktionsbeginn).

).

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle (a,b) < (m,n) gelte f(a,b) < (

Wie oben muss man wieder die Falle m > 1 An > 1 und m = 1V n = 1 unterscheiden, wobei der Fall
m =1V n =1 identisch behandelt wird.

Im Fall m > 1 An > 1 folgt (m—1,n) < (m,n) und (m,n — 1) < (m,n), so dass die Induktionsvoraussetzung
wieder auf f(m—1,n) und f(m,n—1) angewendet werden darf, womit wieder mittels der Pascal’schen Identitét
die Behauptung folgt.

(b) Nach (a) gilt f(m,m) < (*"7). Es reicht somit (*”*~7) € O(m2*™) zu zeigen.

m—1 m—1

Zuerst lost man die Landau-Symbole auf (alle Funktionen nehmen nur positive Werte an):

nl e Q((n/e)") = 3Cy € (0,00)INy € NVn > Ny: nl > Cy - (n/e)".
n! € O(n(n/e)") & 3Cy € (0,00)AN; € NVn > Ny: n! < Cq -n(n/e)™.

Damit gilt fiir alle n > Ny = max(Ny, Ny)

0<Cp-(n/e)" <n! <Cin(n/e)".



Hieraus folgt fiir alle n > No:

92m

(Qm) _ (2m)! < C1(2m)(2m/e)?™ _ 20,
(mh)? = C§(m/e)>m g

m

D.h. es gilt (27;”) € O(m2™) mit den Konstanten Ny := max(Ng, N;) und Cs := % Somit gilt also auch (27;":22) €

O((m —1)22m=2) C O(m2*™).

Aufgabe 5 3P+1P=4P

Prof. Evilsparza muss eine Klausur benoten, an der N = 100 Studenten teilnehmen. Es sind nur die Noten 1,2, 3,4, 5 moglich.
Wie viele mogliche Notenverteilungen gibt es, wenn Prof. Evilsparza
(a) nur daran interessiert ist, wie hiiufig eine Note erreicht wurde, wobei mindestens 30 Studenten eine 4 bekommen sollen?
(b) von jedem Studenten die Note explizit wissen mdchte, wobei mindestens 30 Studenten eine 4 bekommen sollen?

Die genauen Zahlenwerte miissen nicht angegeben werden. Es reicht in allen Fillen, die gesuchten Werte mit Hilfe bekannter
Zahlkoeffizienten darzustellen. Die Ausdriicke sollten jedoch moglichst einfach sein, unnotig komplizierte Ausdriicke werden
gef. nicht gewertet.

Losung:
(a) Man ist an den Zihlvektoren {(n1,na,n3,n4,n5) € NJ | n1 + na + n3 + ng + ns = 100 A ny > 30} interessiert.

Die Menge lisst auch schreiben als {(n1, n2,n3, ks, n5) € N5 | nq + na + n3 + kg + ns = 70}.

7O+571) ]

Durch die iibliche unére Kodierung der Zahlvektoren erhilt man ( e

(b) Man wihlt fiir £ = 30...100 aus 100 gerade k Personen aus, welche eine 4 bekommen, fiir den Rest withlt man eine
beliebige Note aus den vier verbleibenden Noten {1,2,3,5} aus:

ZkZSO (120)4100_k

Aufgabe 6 3P+1P=4P

(a) Wie viele reflexive Relationen R C [10] x [10] gibt es?
(b) Wie viele antisymmetrische Relationen R C [10] x [10] gibt es?

Begriinden Sie IThre Antwort. Die genauen Zahlenwerte miissen nicht angegeben werden. Es reicht in allen Fillen, die gesuch-
ten Werte mit Hilfe bekannter Z&hlkoeffizienten darzustellen. Die Ausdriicke sollten jedoch mdoglichst einfach sein, unnotig
komplizierte Ausdriicke werden ggf. nicht gewertet.

Loésung:

(a) Von den 100 moglichen Paaren, miissen die 10 Paare aus {(4,7) | ¢ € [10]} in R enthalten sein; bei den verbleibenden 90
Paaren hat man freie Wahl: 29,

(b) Eine antisymmetrische Relation darf reflexiv sein; man muss also fiir jedes Element z € [10] entscheiden, ob (z,x) in R
liegt; fiir jedes ungeordnete Paar {z,y} (z # y) muss man dann noch entscheiden, ob man keines der beiden oder genau

eines der beiden geordneten Paare aufnimmt. Insgesamt: 210 . 39:10/2,
Aufgabe 7 4P
Sei X eine endliche, nicht leere Menge, und seien {A;, Ao, ..., A,}, {B1, Ba, ..., By} zwei beliebige Partitionen von X mit der
Eigenschaft, dass alle Klassen gleich viele Elemente enthalten (41| =...=|A,| =|B1i| =...=|By])-
Zeigen Sie:

Es gibt eine Menge R C X, sodass Vi € [n]: |[A;NR|=1und Vi € [n]: |B;NR| =1.

Hinweis: Definieren Sie einen geeigneten bipartiten Graphen mit Knotenpartition Vo = {A;,..., A}, Vi = {B1,..., By}, so
dass auf diesen Graphen der Heiratssatz aus der Vorlesung angewendet werden kann:

»,Jede Frau kann genau dann mit einem ihrer Wunschkandidaten verheiratet werden, wenn je k Frauen zusammen mindestens
k Wunschkandidaten haben.”



Losung: Sei N := |X|. Dann gilt |4;| = |B;| = N/n.

Man betrachte den bipartiten Graphen mit Knoten Vo = {A44,..., A,} und Vi = {By,..., B, }. Es gibt genau dann eine Kanten
{Ai, Bj}, wenn Az N Bj 7& (Z)

Sei T' C Vj eine beliebige k-elementige Teilmenge. Da (A, ..., A,) eine Partition von X ist mit |4;| = N/n, iiberdecken die
Mengen aus T' genau N/n - k Elemente aus X. Da auch (By, Bs, ..., B,) eine Partition von X mit |B;| = N/n ist, muss T'
zu mindestens |T'| Knoten aus V; benachbart sein — wiiren hichstens |T'| — 1 Knoten in der Nachbarschaft von T, so kénnten
diese nur (|7'| — 1) - N/n Knoten iiberdecken. Damit gibt es nach dem Hereitssatz ein Matching. Zu jeder Paarung (A;, B;) des
Matchings wéhlt man ein beliebiges x € A; N B; als Représentant.

Aufgabe 8 3P+1P=4P

(a) Wie viele verschiedene Wurzelbdume gibt es beziiglich der Knotenmenge [n]?
(b) Wie viele verschiedene , Wurzelwilder” gibt es beziiglich der Knotenmenge [n]?

Bemerkung: Ein Wurzelwald sei ein Wald von Wurzelbéumen.Uberlegen Sie sich, wie man jeden Wurzelwald mit Kno-
tenmenge [n] eindeutig mit einem Wurzelbaum mit Knotenmenge [n + 1] und Wurzel n 4 1 identifizieren kann.

Losung:
(a) Es gibt n"~2 viele Béume iiber [n]. Um einen Wurzelbaum zu erhalten, muss man noch die Wurzel wihlen: n - n" 2.

(b) Jeden Wurzelwald iiber der Knotenmenge [n] kann man eindeutig zu einem Wurzelbaum iiber der Knotenmenge [n + 1]
mit Wurzel n + 1 machen: Man verbindet einfach n + 1 mit den Wurzeln der Wurzelbdume des Waldes. Diese Abbildung
von den Wurzelwéldern iiber [n] in die Biume iiber [n+1] (bzw. Wurzelbdume mit Wurzel n+1) ist offensichtlich injektiv;
sie ist auch surjektiv, da wir aus jedem Wurzelbaum iiber [n + 1] mit Wurzel n + 1 einen Wurzelwald iiber [n] durch
Entfernen von n + 1 erhalten, wobei die Kinder von n + 1 die Wurzeln der Wurzelbdume des Wurzelwaldes werden.

Nun gibt es (n + 1)"*172 verschiedene Biume iiber [n + 1]. Da die Wurzel stets n + 1 ist, gibt es somit auch (n + 1)"~1
Wurzelbiume iiber [n + 1], die gerade n + 1 als Wurzel haben, womit wiederum folgt, dass es auch (n + 1)"~! viele
Wurzelwilder iiber [n] gibt.

Aufgabe 9 je 1P = 6P

Sei G = (V, E) ein endlicher, einfacher Graph. Wir nehmen an, dass die Knoten V' = {v;,vs,...,v,} nach aufsteigendem
Knotengrad aufgezahlt werden, d.h. deg(v;) < deg(v;) fiir 1 < ¢ < j < n. Dann ist die Gradfolge von G gerade die Sequenz

(deg(v1), deg(va), . . ., deg(vn)).
Begriinden Sie jeweils kurz, ob
(a) es einen einfachen Graphen mit der Gradfolge (1,2,3,4,4,5) gibt.
(b) es einen einfachen Graphen mit der Gradfolge (2,2,3,5,5,5) gibt.
(c) es einen Baum mit Gradfolge (2,3, 3,4,4) gibt.
(d) jeder einfache Graph mit Gradfolge (1,1,2,2,2,2) ein Baum ist.
(e) es einen planaren einfachen Graphen mit der Gradfolge (4,4,5,5,5,5) gibt.
(f) jeder Graph mit Gradfolge (2,2,2,2,3,3,3,3) 4-farbbar ist.
Losung:
(a) Es Anzahl der Knoten mit ungeradem Knotengrad muss gerade sein bzw. der Gesamtgrad muss gerade sein.
Alternativ: Verfahren aus den Ubungen zur Reduktion der Gradfolgen.

(b) Der Graph soll sechs Knoten besitzen, wobei drei davon mit jedem anderen Knoten verbunden sind. Damit muss jeder
Knoten mindestens Grad 3 haben.

Alternativ: Verfahren aus den Ubungen zur Reduktion der Gradfolgen.
(¢) Jeder Baum hat mindestens ein Blatt, also einen Knoten vom Grad 1.
(d) Nein. Man betrachte z.B. den Graphen, der aus dem C4 und dem Pfad mit 2 Knoten besteht.

(e) Es gilt: 2|E| = Zle d; = 26, also |E| = 13. Weiter gilt |V| = 6. Damit ist die notwendige Bedingung |E| < 3|V| —6
nicht erfiillt.



(f) Ein solcher Graph kann keinen zu K5 isomorphen Teilgraph enthalten: Hierfiir miisste es mindestens 5 Knoten vom Grad
4 geben.

Weiterhin kann ein solcher Graph auch keinen zu K3 3 isomorphen Teilgraph enthalten: Hierfiir miisste mindestens 6
Knoten vom Grad 3 geben.

Somit ist jeder Graph mit dieser Gradfolge nach Kuratowski planar und damit auch 4-farbbar.

Alternativ: Jeder Graph mit maximalem Kontengrad D ldsst sich mit 1 + D Farben firben (Beweis ist nicht verlangt).

Aufgabe 10 je 1P =3P

Wir betrachten die multiplikative Gruppe (Z%,-n,1) modulo N := 97 - 103 = 9991.
(a) Berechnen Sie |Z%].

(b) Berechnen Sie das Inverse von 23 in (Z},-n,1) mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus. Geben Sie alle
relevanten Zwischenschritte an.

Hinweis: Sie diirfen ggT'(5,9) =25+ (—1) - 9 verwenden.

(c) Berechnen Sie 23971 in (Z%;, N, 1).

Losung:
(a) o(N)=(97—1)(103 — 1) = 9792.
(b) a1 =23, by =9991, k1 = |b1/a1] = 434.
ag =9, by =23, ko = |ba/az] = 2.
a3 =5,b3=9,g8T(5,9)=2-5+(—1)-9 ~ (x3,y3) = (2,—1).

1\ _ [~k 1 _ —ky 1 NEAAEE —434 1 . -2 1 _ 2\ (2172
) L1 0 1 0 y3 ) 1 0 1 0 -1/ 7\ -5
Somit ggT(ar,b1) = a1 -x1 + by -y1 =23-2172 49991 - (=5) = 1.

Somit 2371 =y 2172.

(c) 239791 =) 239791 mod ©(N) = 93-1 = 2172



