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HA-LOsung

Diskrete Strukturen — Nachholklausur

Beachten Sie: Soweit nicht anders angegeben, ist stets eine Begriindung bzw. der Rechenweg anzugeben!

Aufgabe 1 1P4+2P+2P+2P=TP
Wir betrachten folgende aussagenlogische Formel iiber den aussagenlogischen Variablen p, g, r, s:

F=({((pvaA-(g=r)AV-(s®q)))
(a) Geben Sie den Syntaxbaum von F' an.
(b) Stellen Sie die Wahrheitstabelle zu F' auf.

Die Spalten fiir die Belegungen miissen von links nach rechts mit p gr s beschriftet sein. Es reicht, die Wahrheitswerte
fiir Teilformeln nur soweit zu bestimmen, dass der Wahrheitswerteverlauf von F' eindeutig bestimmt ist. Bis auf diese
Ausnahme muss die Tabelle dem in der Vorlesung und in den Ubungen verwendeten Format entsprechen!

(¢) Geben Sie eine aussagenlogische Formel G in DNF mit G = F mit einer minimalen Anzahl von Disjunktionen an.

(d) Geben Sie eine aussagenlogische Formel H in KNF mit H = F mit einer minimalen Anzahl von Konjunktionen an.

Losung: ((pVg) A=(g—=1)A(pV —(s®q)))

/\/ \\/
VANVAN
AN |
/\ A




=
~—
—
(S
=
~
~
~
i
—~
VA
K
~
~
~—

e e il e e == N el e NN NoNol ket
== =m0 OO0 RRFFEFEOOOOKR
_H —_, OO0, EFEF OO RFERFOORFEOOIS
— O R O OFROFROFRORFROROl®
o e e e = O OO O
OO OO0 FH,HOOOOI>
H)—‘OO!—‘H)—*)—*)—‘)—‘OO)—‘)—‘)—‘H‘L
OO R OODODOODOODOO OO O O>
—F R R RPRRRRRRORRORROROIK
HF O R OO RO RHR,ROROORRORRD

OC O R OO0 OORFEHOOOO
OO R RFRPROROORORFORFO]
OO OO R KPR OOOORFRFRF ]

Es empfiehlt sich die Teilformel —(¢ — r) auszuwerten, da sich hierdurch die dariiberliegenden Konjunktionen (bis auf vier
Félle mit 8(q) = 1, 8(r) = 0) direkt zu False auswerten lassen.

DNF: (pAgA—T)V (g A1 A—s)
KNF: g A=r A (pV —s).

Aufgabe 2 3P

Der ITE-Operator ist durch ITE(p,q,7) := ((p = ¢) A (—p — 7)) definiert (p, q,r aussagenlogische Variablen).
Geben Sie eine aussagenlogische Formel F' = ITE(zo, G, H) an, so dass fiir jede zu F passende Belegung j gilt:

[F1(8) = 1 gdw. ((8(w0) +26(21))" - (Blyo) +26(y1)) ) mod 4 = (z0) +26(=1)

Beachten Sie: In F' sollen ausschliellich die aussagenlogischen Variablen xg, x1, yo, Y1, 20, 21 vorkommen. Die Teilformeln G, H
miissen entsprechend geeignet gewihlt werden. Es reicht G und H anzugeben.

Losung: Sei z = S(zg) + 26(x1) und entsprechend y und z.

Da man effektiv modulo 4 rechnet, soll man also eine aussagenlogische Formel angeben, die den Werteverlauf von
z=2x% ymod 4

beschreibt. Nun gilt modulo 4: 2% =4 0 fiir x € {0,2}, was 8(z0) = 0 entspricht, und 22 =4 1 fiir z € {1,3}, was B(xg) = 1
entspricht.

Damit folgt:

ITE(zo, ((y0 <> 20) A (Y1 <> 21)), (720 A —21)) = ((m@0 — (—20 A —21)) A (20 = (Yo <> 20) A (Y1 < 21))))

Aufgabe 3 4P

Die Anzahl A,, der Paare von Killerkaninchen im Jahr n (mit n € Ny) folgt folgender GesetzméBigkeit:
Ag=3 A =2 Ay =5 Apts =6A,40 — 114,41 + 64,
Zeigen Sie mittels Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:
A, =-3/2-2"2 1+ 5/2.3" +13/2

Geben Sie explizit Induktionsbasis und Induktionsschritt an. Unterscheiden Sie weiterhin im Induktionsschritt explizit nach
Induktionssannahme, der im Induktionsschritt zu zeigenden Behauptung und deren Beweis.



Losung: Induktionsbasis: Fiir n € {0, 1,2} soll gelten
3=4dco+ 1+ ¢ 2=28ca+ 3c1 + ¢ 5 = 16¢3 + 9¢co + ¢o
Auflssen fiithrt auf ¢y =5/2, ¢ = —3/2 und ¢p = 13/2
Nach Wahl der Konstanten gilt somit die Induktionsbasis.
Induktionsschritt: Sei n € Ny beliebig fixiert.
Annahme: Fiir m € {n,n + 1,n + 2} gilt 4,, = —=3/2-2m*2 +5/2.3™ +13/2.
Zu zeigen: A, 3 = —3/2-2"5 4 5/2.3"3 +13/2

Beweis:
Anvs "2 64,40 — 114,41 + 64,

TAn 6. (—3/2- 274 4 5/2. 372 +13/2)

—  11-(=3/2-2"T3 4+ 5/2.3"F1 1 13/2)

+  6-(—=3/2-2"*24+5/2.3"+13/2)

= —3/2-2"%5.(6/2 —11/4 +6/8)

4+ 5/2-3"3.(6/3 —11/9+6/27)

+  13/2-(6—11+6)

= —3/2-2"%5.(24/8 —22/8 4 6/8)

+  5/2-3"F3.(54/27 — 33/27 + 6/27)

+  13/2-(6-—11+6)

= =3/2.2"T545/2.3"T3 4 13/2
Aufgabe 4 2P4+2P4-2P+2P=8P

Mit Graph ist im Folgenden stets ein endlicher, einfacher, ungerichteter Graph gemeint.

Sei G = (V, E) ein Graph. Wir nehmen an, dass die Knoten V' = {v1,va, ..., v, } nach aufsteigendem Knotengrad aufgezihlt wer-
den, d.h. deg(v;) < deg(v;) fiir 1 < < j < n. Dann ist die Gradfolge von G gerade die Sequenz (deg(v1), deg(vs), ..., deg(vy)).

Begriinden Sie jeweils,
(a) ob jeder Graph mit Gradfolge (1,1,2,2,2,2,3,3) zusammenhéngend ist.
(b) ob alle Graphen mit Gradfolge (4,4,4,4,4) isomorph zueinander sind.
(c) ob es einen vier-farbbaren Graphen mit Gradfolge (2,2,4,4,4,4,4) gibt.
(d) ob jeder Graph mit Gradfolge (2,2,2,2,2,2) ein perfektes Matching besitzt.

Loésung:
(a) nein, z.B. zwei disjunkte Kopien von ab, bc, bd, cd (Kantenrelation als geordnete Tupel).

(b) ja, bei genau 5 Knoten muss jeder Knoten mit jedem anderen verbunden sein, damit jeder Knoten Grad 4 hat, d.h. es
muss stets £ = (‘2/) mit |[V| =5 gelten, also bis auf Isomorphie der K.

(c) ja: ab,ac,be,bd, be, cd, cf,de,df  ef, eqg, fg

(d) nein, z.B. zwei Kopien des Cj

Aufgabe 5 2P+2P=4P

Hinweis: Stellen Sie die gesuchten Zahlen als Terme in Abhéingigkeit von n € N (und & € N im Fall von (b)) mittels der
Zahlkoeffizienten aus der Vorlesung moglichst einfach dar. Begriinden Sie genau, wie Sie auf IThr Ergebnis gekommen sind.
Fehlende Begriindungen oder zu komplizierte Terme fithren zu Punktabzug und ggf. zu 0 Punkten.

(a) Wie viele Wurzelbdume der Hohe < 3 gibt es mit genau n+1 Knoten (n € N), wenn isomorphe Wurzelbdume identifiziert,
d.h. nur einmal gezdhlt werden?

Bemerkung: Nach Vorlesung ist die Hohe eines Wurzelbaums die Lénge eines ldngsten Pfades von der Wurzel zu einem
Blatt plus 1.

Beispiel: Bis auf Isomorphie gibt es folgende Wurzelbdume der Hohe < 3 mit 4 Knoten (Wurzel als Quadrat):



AT

(b) S1,82,...,Sn bezeichnen n € N unterschiedlich grofie Scheiben: die Scheibe S; darf auf die Scheibe S; genau dann gelegt
werden, wenn j < ¢ gilt. Es darf immer hochstens eine Scheibe direkt auf einer anderen Scheibe liegen (siehe unten).

Wie viele Moglichkeiten gibt es dann, die n Scheiben zu k € N Tiirmen zu stapeln? Die Reihenfolge der Tiirme ist egal.

Beispiel: Fir n =4 und k = 2 gibt es unter anderem folgende Mdoglichkeiten:

e e s N e A = B

Loésung:
(a) Fallunterscheidung nach n:
Fiir n > 0 kann man die Anzahl der Kinder k& der Wurzel beliebig aus [n] wihlen.
(n = 0 darf auch weggelassen werden, da nach Aufgabenstellung n € N.)

Da der Baum hochstens Hohe 3 haben soll, miissen alle verbleibenden n — k Knoten Blétter sein, welche an einem der
k Kinder der Wurzel hingen. Da die Bezeichner der Knoten keine Rolle spielen, ist nur die Anzahl nq,...,ng > 0 an
Knoten in jedem der k Teilbdume, welche an der Wurzel hiangen, entscheidend, d.h. man muss nur die nq,...,ng so
wéhlen, dass n; +na + ... +ng, = n mit n; > 0 gilt. Hierfiir gibt es P, ; Moglichkeiten.

Insgesamt gibt es somit ZZ:O P, x = Pop,n Wurzelbdume mit n + 1 Knoten der Hohe < 2.

Fiir n = 0 gibt es nur eine Moglichkeit: die Wurzel ist auch gleichzeitig das einzige Blatt. Offensichtlich ist somit auch
hier die Anzahl durch Py = P2y, = 1 gegeben.

(b) Sy.k: Die Reihenfolge, in der die Boxen ineinander gestapelt werden miissen, ist eindeutig bestimmt, da man stets die
néchst groflere Box verwenden muss, um die aktuell kleinste Box einzupacken. Damit muss man die n Boxen nur in &
(nicht leere) Klassen unterteilen. Die Anzahl der Moglichkeiten hierfiir ist gerade durch S, i gegeben.

Aufgabe 6 3P+3P=6P

Sei p(X) = 1+ X + X3+ X4+ X8. p(X) ist irreduzibel bzgl. Zs[X]. Somit ist Zs[X]/p(X) ein Kérper mit genau 28 Elementen.
(a) Bestimmen Sie das Produkt von X 4+ X7 und 1+ X3 + X* in Zy[X]/p(X).
(b) Bestimmen Sie das bzgl. der Multiplikation Inverse von q(X) =1+ X + X3 in Zy[X]/p(X).

Verwenden Sie hierfiir den erweiterten Euklidischen Algorithmus und tabellieren Sie alle Rechenschritte entsprechend der
Ubungen in einer Tabelle der folgenden Gestalt:

a(X) b(X) | B(X) | (X))
1+ X+X3 1+ X+X34+XT4+X8

Insbesondere sollte in jeder Zeile stets grad(a(X)) < grad(b(X)), b(X) = k(X)a(X)+<b(X) mod a(X)) und ggT(a(X),b(X)) =
s(X)a(X) + t(X)b(X) gelten, wobei grad(-) den Grad eines Polynoms angibt.

Losung:

(a) (iiberpriifen)

(X4+X) (1+X+X) =X+ X'+ X+ X+ X0+ XM = ) X+ X+ X+ X+ X0 =, ) X + X2

a(X) b(X) —k(X) 5(X) t(X)
I+ XT+X? 14X+ X+ X1 X[ 1+ X2+ X3+ X5 XO4 X7 1+XT4X?
X? 1+ X'+ X3 X! 14+ X'+ X2 1+ X!
1+ X! X? 1+ X! 1+ X! 1

1 1+ X! 1+ X! 1 0

Das multiplikative Inverse von 1+ X + X? ist damit durch X% + X7 in Zy[X]/p(X) gegeben.



Aufgabe 7 2P+2P=4P
Sei f C A x B eine Relation. Eine Relation ist genau dann eine Funktion, wenn es fiir jedes a € A genau ein b € B gibt, sodass
(a,b) € f. Weiterhin bezeichne B4 die Menge aller Funktionen f C A x B. Zeigen Sie:

(a) BY ={0}.

(b) 04 =0, wenn A # (.

Losung: Da f COx B=0bzw. f C Ax ) =0 ist in beiden Fillen die leere Menge die einzig in Frage kommende Funktion.
(a) Die Menge A ist leer. Damit gibt es kein a € A und somit auch keine Anforderung an B. Deswegen ist ) € BY.

(b) Die Menge A ist nicht leer. Damit miisste es fiir jedes a € A genau ein b € B geben. Da B aber leer ist, kann diese
Bedingung nie wahr sein und somit gibt es keine solche Funktion.

Aufgabe 8 2P+2P=4P
Sie spielen ein Wiirfelspiel, bei dem Sie gewinnen, wenn Thr Gegner mit keinem seiner Wiirfel eine Zahl wiirfelt, die grofler als
die grofite von Thnen gewiirfelte Zahl ist. Jeder Wiirfel ist dabei wie iiblich mit den Ziffern 1 bis 6 beschriftet.

Beispiel: Sie verwenden 2 Wiirfel, ihr Gegenspieler 3 Wiirfel. Ein mogliches Wiirfelergebnis wire dann durch (1,4, 2,4, 3)
beschrieben, wobei die ersten beiden Komponenten die von Thnen gewiirfelten Zahlen angeben, die verbleibenden drei die von
Threm Gegenspieler gewiirfelten Zahlen. In diesem Beispiel hétten Sie gewonnen, da die héchste von Thnen gewiirfelte Zahl eine
4 ist, und Thr Gegenspieler mit keinem seiner Wiirfe eine 5 oder 6 erhalten hat.

Geben Sie jeweils die Anzahl der Wiirfelergebnisse (inkl. Rechenweg und Begriindung) an, bei denen Sie gewinnen, wenn
(a) ihr Gegenspieler mit einem, Sie mit zwei Wiirfeln spielen.

(b) ihr Gegenspieler mit zwei, Sie mit drei Wiirfeln spielen.

Losung:
(a) |{(sl,52,g) c6]?lg< max(sl,sz)}} =63 — |{(sl,52,g) € [6]® | g > max(sq, 52)}| =63 — Z§=1(9 —1)2 =6% - 55 =161
Fiir gegebenes g muss (s1, s2) € [6]% \ [g — 1]? gelten.
(b) [{(s1,52,53,91,92) € [6]° | max(g1, g2) < max(sy, s2,53)}| = 23:1(92 —(9—1)?)(6* — (9 —1)*) = 5593

Fir gegebenes g = max{g1, g2} muss (s1, 52, 53) € [6]°\ [g — 1* und (91,92) € [g]2 \ [g — 1]? gelten.



