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1 Einfiihrung

1.1 Presburger Arithmetik

[Mojzesz Presburger 1904-1943]

Definition 1.1.1: Syntax ¢ fiir Formeln in Presburger Arithmetik, x, y, z stehen fiir beliebige
Variablen (iiber N), n fiir eine beliebige Konstante aus N:

pr=r=n|lrz+y=z|-p|leVe|dr:p

Makros: o Ay = =((—p) V (—9)), Ve :p=-Jo:~px—y=z=x=y+=2
Definition 1.1.2: Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variablen.
Beispiel 1.1.3:

e | =Vadydz: 2x + 5y = 32
e v, =Vady:5r —3y =2

Anmerkung: Trotz der Einschrinkung auf N kann auch in Z gerechnet werden mit z; = a;—b:
21 22’2@32 : (z’—l—al :bl/\i+a2:bg)\/(i+b1 :az/\i+52:a2)

Problem:

e Eingabe: Satz ¢

e Entscheide, ob ¢ wahr ist.
Wenn man als atomare Formel z - y = z zulésst, ist das Problem unentscheidbar (Godel).
Ziel: Zeige, dass Presburger Arithmetik entscheidbar ist.

Idee: Konstruiere Sprachen und Automaten zu Formeln.

Definition 1.1.4: Sei p(x1,...,x,) eine Formel mit freien Variablen z1, ..., z,.
bl,l bl,s s
Lig)=1<| |- | : [edo.) [1L:=> 2 b olls, ... 1n)
bn,l bn,s k=1
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Konstruiere nun induktiv einen Automaten A, mit L(A,) = L(yp).

e p=zx=nundn=>,_, 281by &
W bii ~ b2~ b e
ot —O—0O ——(=o

o p(r,y,2)=x+y==2

0
0
iy
(Der rechte Zustand speichert einen Ubertrag)

e —p: L(—p) = L(p). Benotigt Algorithmus zum Negieren eines Automaten (traditionell:
DFA, F' = Q\F)

e oV L(p V) = L(p) U L(Y). Vereinigen von Automaten (besonders einfach mit
NFA und mehreren Startzusténden)

o dx;: ¢: L(3x; : ¢) = m(L(p)), wobei 7; die i-te Komponente entfernt:
ﬁi(bly N 7bn) — (bla e 7bi—1a bi+17 ceey bn)

mi(v1vg .. vs) = (1) (ve) . T (vs)

Fiir einen Satz ¢ gilt nun:
L(A,) # 0 < ¢ wahr

Achtung:
e Grofle von A, kann exponentiell sein in Gréfle von A,
e Grofie von As,,., kann exponentiell sein in Grofie von A,
e = doppelt exponentiell untere Platzschranke

Zusammenfassung:

e _Spurtechnik®, funktioniert fiir beliebige automatische Strukturen, d.h. atomare For-
meln lassen sich als Automaten darstellen.

e Automatenkonstruktion und Algorithmen auf Automaten liefern Entscheidungsalgo-
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rithmus fiir Presburger Arithmetik

e Insbesondere Abschluss unter Booleschen Operationen und Projektionen

1.2 Biichi-Automaten (BA)

(Julius Richard Biichi 1924-1984, BA 1962 ,erfunden®)
Definition 1.2.1: A = (Q, %, 6, Qo, F') mit endlicher Zustandsmenge (), endlichem Alphabet
¥, Ubergangsrelation 6 C Q x ¥ x Q, Startzustéinden Qg und Endzustinden F ist ein (nicht-
deterministischer) Biichi-Automat (NBA, sieht also aus wie ein gewohnlicher NFA).
Ein Biichi-Automat arbeitet auf unendlichen Wértern ¥¢(= {a: N — £}).
= qoq1qz - - - € Q¥ heifit Lauf von A auf a € ¢, wenn gy € Qo und Vi € N : (¢, o, giv1) € 6.
A akzeptiert ein Wort o € ¥¢ <& o € L(A) :< Jein Lauf von A auf «, der einen Endzustand
unendlich oft durchlauft.
Beispiel 1.2.2:

a,b b

w4

L(A) = {a € {a,b}" | |al. € N} = {a,b}" {b}"

Angenommen, L(A) wird von einem deterministischer Biichi-Automat B akzeptiert:

Fiir alle w € a,b* gilt wb* € L(B), d.h. In: g0 5 ¢1, Qo = {q0} .1 € F
Also lasst sich folgende Kette aufbauen:
ab™1 ab™2

o—0—¢@- - Q1:q2,... € F =3 <j:q =gq; (da Q und F endlich)
= ab™ ...ab" (ab™+! ... ab™)¥ € L(B), Widerspruch!

Also existiert kein deterministischer Biichi-Automat, der L(A) akzeptiert, und determinis-
tische Biichi-Automaten erkennen echt weniger Sprachen als nicht-deterministische Biichi-
Automaten.

Achtung: Es geniigt nicht, dass alle (oder unendliche viele) endlichen Prefixe eines unendli-
chen Wortes akzeptiert werden! Zum Beispiel akzeptieren Biichi-Automaten, deren Endzu-
stdnde ,,Sackgassen“ sind oder nur in solche fithren, kein einziges Wort.

Beispiel 1.2.3:

f OO
L(A) =0
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Problem: Wie kann man das Komplement zu einem Biichi-Automaten finden? Und wie auf-
wandig?

1.3 Intermezzo: Der Satz von Ramsey

(Frank Plempton Ramsey 1903-1930)

Satz 1.3.1: (Ramsey) Sei G = (V, E) ein unendlicher Graph, E = (alternativ: jeder

V
2
Knoten braucht unendlich viele ausgehende Kanten). Sei ¢ : E — C' eine Kantenfirbung mit
|C| < oo. Dann existiert V' C V' mit

o V| =00

!/
e |c (E N (‘g )) | = 1, d.h. die Kanten in V"’ sind einfarbig.

Beweis. Ohne Einschrankung: V' ist abzéhlbar (sonst wihle abziahlbare Teilmenge). Setze Vj
= V. Sei v; € V;_;. Es gibt eine Farbe k, so dass v; unendliche viele ausgehende Kanten mit
dieser Farbe hat.

Wihle unendliches V; C V;_1\ {v;} mit c({{v;,w} | w € V;}) = k.

Férbe v; mit ¢(v;) = k.

Nun ist ¢ : vy, v9,... = C eine Knotenfirbung.

Es existiert eine Farbe [, die als Farbung von vy, vs, ... unendlich oft vorkommt.

V= {w)d (v) =1}

Alle Kanten in V' haben die Farbe 1: c¢({v;,v;}) =1, v;,v; € V. O

1.4 w-reguldare Worter

Definition 1.4.1: e X*: endliche Worter, X7 = ¥*\ {¢}
o ¥ ={f:N— X}: unendliche Worter
o XX =3"Ux¥

o L= {wws...|w €L} CL®fir LCX* e = e[l C ¥ fiir L C 5+,
Definition 1.4.2: L C ¥¥ ist w-reguldr :< INBAA: L(A) =L
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Beispiel 1.4.3:

L(.A1> = L(Az) = {a, b}* b

b a b a
b a,b

L(A3) = L(Ay) = 2*\L(A)

Korollar 1.4.4: Deterministische Biichi-Automaten sind nicht abgeschlossen unter Komple-
ment.

Korollar 1.4.5: Minimale (det. oder nicht-det.) Biichi-Automaten sind nicht eindeutig.

1.4.1 Einige Abschlusseigenschaften von w-reguldaren Sprachen

Sei A; = (Qi, %, 0:, Qoi, Fi), i =1,2.
o L(A)UL(Ay) = L(AUA,)
o L(A))NL(A2) = L(B) mit B=(Q1 X Q2 x {1,2},%,0,Qo, F) mit
0 = {(pl,pz,i) = (01,92, 7) | Px = @i, pi € Fy & #j}

Qo = Qo1 X Qo2 x {1,2}
F=0QxF,x{2} (oder F} x @ x {1})
Proposition 1.4.6: V C X7 regulir = V¥ C ¥¢ ist w-regulér.

Beweis. Sei A ein DFA fiir V. Ohne Einschréankung: ¢y ist von keinem anderen Zustand
erreichbar.
Zu jeder Kante p = ¢, q € F fiige Kante p % ¢o hinzu.

F' = {qo} O



1 FEinfiihrung

Anmerkung: Wenn V™ = L,(A), dannist V¥ C L,(A) - allerdings kann A als Biichi-Automat
echt mehr Worte erkennen.

Proposition 1.4.7: U C ¥X* regular, K C X% w-regulér.
= UK C X¥ ist w-regulér.

Beweis. Zu jeder Kante p = ¢,q € Fy fiige Kanten p = Qo,x hinzu, Qo = Qou, F =
Fy O

Satz 1.4.8: (Biichli) L w-regulir < L =J_, U;V¥ fiir U;, V; C 7 regulér.

Beweis. ,,<=*: nach Abschlusseigenschaften
‘=t Wy = {w cxt|p> q} regular, L= |J Wy,Wg [

q0 € Qo
qge F

Korollar 1.4.9: L(A) # () <= Ju,v € X7 : wv® € L(A) <= Ju,v € 519 .y € L(A)
Korollar 1.4.10: Es ist entscheidbar, ob L(A) # (.

1.4.2 Komplementabschluss von w-regularen Sprachen

Definition 1.4.11: Seien u,v € X", A NBA.

USAVEVPGEQ P q P qp R g & D g
=4 hat Index < €l® alle Aquivalenzklassen [u]4 = {v|v =4 u} sind reguléir (Schnitt von
2|@Q|?* vielen Automaten).

Lemma 1.4.12:
[l alvfa N L(A) # 0 = [u]alv] € L(A)
Beweis. Sei a = ugvivy... € L(A),up € [u]a,v; € [v]a. Seil B = uguivh ..., uy € [u]a,v] €

[U:IA' (X v v
Laufr =qy — ¢1 — ¢2 —p Q3. ..

. . . . V4
Es existieren unendliche viele ¢; —r g;11

Lauf 1 — ug vy )
aurr =qyo —q1 — Qg2 —rqs3...

Es existieren unendliche viele ¢; ~5p gi1,= 3 € L(A) ]

Lemma 1.4.13: Vo € ¥¥Ju,v € ¥ mit a € [u]4[v]%

Beweis. Betrachte Positionen {0,1,...} in dem Wort o = ajasag. .. als Knoten eines Gra-
phen mit den Kanten {(7,7) | i < j}; eine Kante (¢, 7) wird dabei mit [a;11a;42...a;]4 ge-
farbt.
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Nach Satz von Ramsey gibt es eine Farbe [v] 4, die die Farbe aller Kanten zwischen unendlich
vielen Knoten V' C V ist; sei n der kleinste dieser Knoten V' und u := aqas. .. a,, dann ist

a € [ulfv]a.

[v]4

o [u] 4 . . . .

Korollar 1.4.14: ¥*\L(A) = U [u] 4[v] 4
[u] 4[] ANL(A)=0
= Komplementierung ist effektiv!



2 MSO-Logik iiber Wortern

Definition 2.15: e . monadic secondary-order” (MSO) [<, +1]:
pu=T|L\Nz)=alz=ylz<ylr=y+ 1z € Y|-p|loVo|Tz:¢FY : ¢

(x steht fiir eine Position, Y fiir eine Menge)
e first order” (FO) [<,+1]: kein x € Y, kein Y : ¢
e EMSO [<,+1]: FY;...3Y, : p(Y1,...,Ys) mit ¢ enthélt kein ,3Y : o~

e FO C EMSO C MSO
Definition 2.16: Semantik auf Wortern:

e Variablen laufen iiber Positionen

e Mengenvariablen laufen iiber Mengen von Positionen

~

e \(z) = a bedeutet, dass Position x mit a beschriftet ist (,A“ = ,label®)
Definition 2.17: Ubliche Makros:

Ve :p=-3rx: -, VY 1 p=-3Y : —p

e NY==(—p V1Y)

r=y+l=y<axAVz:(z<yVvze<z)
= FO[<,+1] = FO[<], EMSO[<,+1] = EMSOI[<], MSO[<,+1] = MSOI<]

r<y=V¥Y:(z+1leYANMzeY:z+1€Y)) syeY

= MSO[<] = MSO[+1]

Achtung: FO[<] # FO[+1] !

Beispiel 2.18: L = (bb | a)¥

p=VaVy: (ANz)=aAAXy)=ahz<yANVz:ANz)=a—2<zxVy<2)
-V (zeYANNVz:z€Y o 2+1¢Y)ANy¢gY)

(x und y aufeinanderfolgende a-Positionen)

L= L(yp)
Bemerkung: ¢ € FO[<] mit L(¢)) = L
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Satz 2.19: (Biichi, Elgot) Sei L C ¥“. Dann sind dquivalent:
a) L ist w-regulir

b) L ist definierbar in EMSO[<]

¢) L ist definierbar in M SO[<, +1]

d) L ist definierbar in M SO[+1]

Beweis. ,b) = ¢)“, ,¢) = d)* schon gezeigt.
»a) = b)“ Sel A= (Q,%,0,q, F) ein NBA, Q@ ={qo, -, Gm}

o = 3Y,,..., Y, : </\ Vy: (y¢YiVy¢ Y})) (nur ein Zustand pro Position)
i#]
A |V \/ (xeY,ANANz)=aNnz+1€Y)) (Zustandsiibergénge)
(gi,a,q5)€0
Nl ey (Startzustand)
A ( \/ Vedy: (x <yAyé€ Y;)) (Akzeptanz)
g EF

,d) = a): Spurtechnik:

Sei ¢ ein Satz in M SO[<,+1]. Ohne Einschrénkung haben alle Variablen eindeutige Namen
T1y oy Th, Yegn, Y1

Erweitertes Alphabet ¥ = 3 x {0, 1}

Idee:
« a; | Qg | ag | A4 | Qs
1 0O[0]0]1]0
To 070|001
T3 0O[0]1]01]0O0
Tk, 01110 0
Vi | L]0 [ 1110
Yiee |1 10 0|11
Y, 111107 17]0

In den z;-Reihen steht dabei nur eine 1 pro Zeile, und die Semantik ist wie folgt:

10
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e In der j-ten Spalte von z; steht eine 1 < x; = j
e In der j-ten Spalte von Y; steht eine 1 < j € Y]
Ziel: Automat Aw mit (Oé,.fCl, R ,ilfk,Y]H_l, R ,Yz) S L(A¢) = o, T, ... ,.CL"k,Y]H_l, o ,YE = ¢

Fiir nicht angegeben Komponenten werden alle méglichen Kombinationen eingesetzt:

(8) o (8)

ez, €Y | *

o 1 Ao Ay, N Ay, (ohne Einschrinkung selben freien Variablen)

e dx; : 2, dY; : ¢: Entfernen der i-ten Komponente durch Projektion.

11
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e —7): Komplementbildung von A, geschnitten mit den , Konsistenz“-Bedingungen.

Korollar 2.20: Es ist entscheidbar, ob eine Formel ¢ in M SO(N, +1) erfiillbar ist.

Beweis. Umformung zu Biichi-Automat A mit ¥ = {a}: ¢ erfiillbar < L(A) # 0.

2.1 Entscheidungsprobleme fiir Biichi-Automaten

Wortproblem

Eingabe: u,v € ¥F, Biichi-Automat .A.
Frage: Gilt uwv” € L(A)?

Leerheitsproblem

Eingabe: Biichi-Automat A
Frage: Gilt L(A) = 07

Universalitatsproblem

Eingabe: Biichi-Automat A
Frage: Gilt L(A) = X+7?

Inklusionsproblem

Eingabe: Biichi-Automaten A, B
Frage: Gilt L(A) C L(B)?

2.1.1 Wortproblem
a) Qu = {Q|610i>qﬁir%€@0}
b) E, = {(p,Q) € Q? |p1>q}

c) F,:= {(p,Q) €eQ’|p—r q}

d) Graph G = (Q, E,), wobei Kanten in F, markiert werden.

12
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e) Vg, € Q. : ,Lasso-Finding“ von ¢, aus im Graph G, wobei Schlinge eine markierte Kante
enthalten muss.

= NL-Algorithmus, Aufwand: O(|Q|? - Juv|).

2.1.2 (Nicht-)Leerheitsproblem

Rate ,,Lasso“ von ¢y aus mit einem Knoten in ¢ € F.
= NL-Algorithmus, Aufwand: O(]Q|) mit , Tarjan“ (SCC)

2.1.3 (Nicht-)Universalitdtsproblem

e Automat B fiir X\ L(A)

L(B) # 0 < A nicht universell. B hat < 2¢19 viele Zustiinde.

Ein einzelner Zustand von B lésst sich mit Platz ¢ - |@Q|* hinschreiben.

Es lisst sich in Polynomialzeit testen, ob ein Ubergang p = ¢ in B existiert.

Da B exponentiell groB ist, lasst sich in PSPACE testen (der NL-Alg. fiir Leerheit), ob
L(B) = 0.

2.1.4 (Nicht-)Inklusionsproblem

e Automat fiir L(A)\L(B) ist hochstens exponentiell gro, jeder einzelne Zustand be-
notigt hochstens polynomiell viel Platz, und Ubergéinge lassen sich in Polynomialzeit
iiberpriifen.

o L(A)\L(B) # 0 lasst sich mit ,Lasso-Finding* in PSPACE l6sen.

P1: Eingabe: NFA A iiber Alphabet ¥ = {a, b}
Frage: Gilt L(A) = {a,b}"

P2: Universalitatsproblem fiir Biichi-Automaten
Satz 2.1.1: P1 ist PSPACE-vollstéindig.
Satz 2.1.2: P2 ist PSPACE-hart.

Beweis. P1 < P2: Sei ¢ ¢ {a,b}

13
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Konstruiere A" aus A, indem alle Endzusténde folgendermafien ersetzt werden:

A A
ANNANS k
A" = AU {a, b}

L(A") = {a,b,c} & L(A) = {a,b}" O

2.2 Klarlunds Konstruktion

zur Komplementierung von Biichi-Automaten.

Sei A= (Q,%,6,{q}, F),n :=1|Q|, L :== L(A) ein Biichi-Automat mit zugehériger Sprache.
Ziel: A = (Q, 2 0,{%}, Q) mit L := L(A) = 2*\L

@ ={f:Q -»{0,1,...,2n} | f partiell A f(p) ungerade = p ¢ F'}

fS gfir f,ge Q,ae X falls
a) dom(g) = d(dom(f),a) = {q € Q | Ip € dom(f) :p > q}

b) und dom(f) 3 p = ¢ € dom(g) = f(p) > g(q)

Q:=Qx29

Qo = <J: 0) mit dom(fo) = qo, fo(q) = 2n

(fA)—>(g ) € § wenn

a) [ =g

by B | dom@ fiir A —
)P {qedom(g) | EIpGA:p&qG(S,f(p) =9(q) gerade} fiir A # ()

F:=Qx{M

|@| < (27’L + 2)n .on ¢ 2n(10gn+(9(1))+n — 2nlogn+(’)(n)
Zeige L(A) C L:

Sei v = a1y ... € L(Il)

Sei (fo,0 ) (fl, Al) % (fa, A2) = ... ein akzeptierender Lauf in A
und g9 25 ¢ 2 g 2 .. ein beheblger Lauf in A.

Dann ¢; € dom(f;)Vi > O und fi(q;) > fix1(qis1)Vi > 0.

14
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Folge (fz(Qz))zzo wird stationédr = Ell, 10 - Vi > 10 - fz(Qz) =1
1. Fall: [ ungerade = Vi > ig: ¢; ¢ F = Lauf auf A nicht akzeptierend.
2. Fall: | gerade = Vi > ip: ¢; € A; = Widerspruch zu a € L(A).

Zeige: L C L(A):
Sei o =aqas... € L.
Berechnungsgraph (alle Pfade fiir ein Wort): G(«) := (V, £),V C @ x N mit

a) (q,0) €V

b) (pk)eVip 2 ged = (¢,k+q) eV Ak = (¢,k+1) € E

wq: kleinste tiberabzahlbare Ordinalzahl

Wir definieren Abbildung X : w; — 2" mit Eigenschaften:

a) Vi#j: A NAG) =0

b) Uyeoy M) =V

) i<iAANI)=0=Aj)=10

d) U< Al@) ist ,rechtsabgeschlossen”, d.h. v € [J;_; A(1) A (v,w) € E = w € J,_; A(¥).
e) \i)NEFxN#D=|\3)| =1

Sei j € wy und sei A(7) schon definiert fiir alle ¢ < j.

L Fall: V\U,, A(i) = 0 = A(j) = 0

2. Fall: V' := V\ U,; A(d) # 0.

Dann existiert v € V/ mit NF(v) N (F x N) = () (NF alle transitiven Nachfolger in V), da
das Wort nicht akzeptiert wird.

2.1. Fall: NF(v) = (. Dann \(j) := {v}.

2.2. Fall: NF(v) # (0. Dann A\(j) := NF(v).

Betrachte unendlichen Pfad in G(«). Dieser Pfad definiert eine unendliche monoton fallende
Folge von Ordinalzahlen = Folge wird stationdr. Ordinalzahl ¢ heifit stationdr, falls sie die
kleinste Ordinalzahl auf einem unendlichen Pfad ist.

Es gibt hochstens n = |Q)] viele stationédre Ordinalzahlen: Seien iy, . . ., 4,, verschiedene statio-
nire Ordinalzahlen, jeweils beginnend bei Knoten (py, k1), ..., (Pm, km), | = max {ky, ... kn}.
Dann passieren alle Pfade den Level (,,Spalte®) [, aber jeder Level enthilt hochstens n Knoten
=m < n.

Bilde die stationéren Ordinalzahlen ordnungserhaltend auf die ungeraden Zahlen 1,3, ..., 2n—

1 ab und die {ibrigen Ordinalzahlen auf die geraden Zahlen 0,2, ..., 2n. Dies induziert Ab-
bildung ¢ : V' — {0,...,2n} mit

15
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a) ¢(p, k) ungerade = p ¢ F.
b) und (p, k) =% (g,k +1) = @p, k) > ¢(q,k +1)

Definiere fj, : Q -+ {0,...,2n} , dom(f) :={q¢ € Q| (¢,k) € V}, fi(q) == v(q, k)
VE>0: fre@

Ak+1

VEZ>0: ft — frm

Betrachte Pfad in ZS (f(), ) (fl, Al) (fg, AQ) (f3, Ag)
Die Mengen A; sind durch die Funktionen f; festgelegt.

Angenommen Jkg € N : Vk > ko : Ay # 0:
Fiir alle ¢ € Ay existiert p € Ay mit ((p, k), (¢, k+ 1)) € E (Kanten von G(«))

Lemma von Konig: Es existiert unendlicher Pfad in ( |J Ax x {k}, E):
k>ko

ak +1 ko+3

(Qho» ko) —— (Qro+1, ko + 1) (Qk0+27 ko +2) —

VEk > ko : ¢(qx, k) gerade nach Konstruktion der A;’s.
Widerspruch - es gibt keine geraden stationdren Zahlen.

Also gilt o € L(A) und L C L(A).
Bermerkung: Klarlunds Konstruktion ist auch ohne Auswahlaxiom korrekt:
e man kann alle Biichi-Automaten aufzihlen: A;, A, ...
o fiir A; berechne B; mit L(B;) = X4 \L(A;)
e sei C; = A; nach Klarlund
e teste ob L(B;) = L(C;)

Nach endlicher Zeit findet man Gegenbeispiel fiir Auswahlaxiom - Widerspruch, da Auswahl-
axiom unabédngig von der Mengenlehre.

Satz 2.2.1: (Max Michel 1988): Vn € N3w-reguldre Sprache L,, die von einem BA mit
n+ 2 Zustianden erkannt wird, aber jeder BA, der das Komplement von L,, erkennt, benotigt
mindestens n! viele Zusténde.

Beweis. ¥ :={1,2,...,n,#}, L, = L(A,)

16
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i
@D 5
a € L, < es existiert ein Zyklus (i142)(i243) . . . (ixi1) von Buchstabenpaaren aus {1,2,...,n},s #

t = i # iy, so dass jedes Paar unendlich oft als Faktor in o auftritt.

a = (iy...i,#)* ¢ L,, wobei iy, ..., i, eine Permutation von {1,...,n} ist.
Sei 6= (j1...jn#)* ein anderes Wort dieser Form.

Sei B ein Biichi-Automat fiir das Komplement von L,,, der also o und [ akzeptiert.

Lauf von « auf B zykelt durch Zustdnde R,dp € RN Fp. Lauf von § auf B zykelt durch
Zustéande S.

Sei k minimal mit i, # jg, dann existieren eindeutig [ mit i, = jp(= [ > k) und m mit

Angenommen RN S # 0, d.h. 3g € RN S. Dann gibt es ein Wort v und ein Lauf dazu auf
B, der durch die Zustdnde RN S zykelt.

Die Paare (igirr1), (ips1ir+2)s - - -5 (li—1%) = (i—1Jx), Grdrt1)s - - -5 (Gm—1Jm) = (Jm—-1ix) kom-
men in v unendlich oft vor
= v € L,, Widerspruch!

Also RN S = (), und jede Permutation hat ihre eigenen Zustinde = mindestens n! viele.

Klarlunds Konstruktion ist optimal bis auf einen Faktor in 2°. O

2.3 Weitere Automatenmodelle fiir w-reguldre Sprachen

2.3.1 Muller-Automat (MA)

A: <Q72767Q07T)7Tg 2Q

Lauf r wird Muller-akzeptiert vo A, falls inf(r) € T
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(infr := {¢ € Q | ¢ kommt unendlich oft in r vor})

Beispiel 2.3.1:
a b

b
s A= () T

L(A) = {a, b} b )

2.3.2 Rabin-Automat (RA)

A = <Q72767 QOJR>7R - {(Lla Ul)u (L27U2)7 .. }7L17Uz g Q

Lauf r wird Rabin-akzeptiert, falls 3i : inf(r) N L; £ 0 Ainf(r) NU; = 0
Beispiel 2.3.2:
a b

b
DRA A M Ri={({2}.{1h}

L(A) = {a,b}" b ’

2.3.3 Streett-Automat (SA)

A= (Q?Z75’ QO?‘S)’S = {(Lla U1)> (L27U2)7 . '}7Li:Ui cqQ

Lauf r wird Streett-akzeptiert, falls Vi : inf(r) N L; = 0 V inf(r) N U; # 0 (Vi :,,L; = U;)
Beispiel 2.3.3:

DSA A — S={({1},{0})}

2.3.4 Parity-Automat (PA)

"4: (QazvéaQO)aQQN

Lauf r wird parity-akzeptiert, falls min(inf(r)) gerade ist.

18
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Beispiel 2.3.4:
a b

b
oo 4~ T2)

a

L(A) = {a,b}* b*

2.3.5 Transformationen

e BA~ MA: T :={TCQ|TNF#0}
e BA ~ RA: R:={(F,0)}
e BA ~ SA: S ={(Q,F)}

e BA ~» PA: Umbenennen der Zustinde mit k € Nund f:Q — N :
f(q) gerade & g€ F < f(q) <k

e RA~MA:TeT i :TNU;=0ANTNL; #0
e SAMA:TeT :&Vi:TNL,=0vTNU; #0

e PA ~» MA: T € T :< min(T) gerade

Alle diese Transformationen verandern nicht die Struktur der Automaten.
MA ~~ NBA

Fiir jedes T' € T konstruieren wir NBA Br = (Q', 3, ¢, qo, {¢; }) mit
L(Br) = {a | a besitzt Lauf in A mit inf(r) =T}.

Sei T'={qi,...,q} und seien T1, ..., T; disjunkte Kopien von T, also T; = {¢}, ..., q}}.
(T; steht fiir ,seit letztem Endzustand alle Zusténde kleiner i gesehen®)

Q@ =QUT,U...UT,

qiﬁq;\i#r,qrﬂqseé}

19
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BZ:UBT

TeT

Satz von McNaughton: NBA = DMA
Zusammenfassung: DBA C NMA = NRA = NSA = NPA = NBA=DMA = DRA =
DSA=DPA

2.4 Determinisierung von Biichi-Automaten

Satz 2.4.1: (McNaughton) Zu jedem BA A = (Q, 3,0, qo, F'),n := |Q)], existiert ein DRA B
mit 20187 vielen Zustinden und < 2n vielen Akzeptanzpaaren.

Proof. (Safra Konstruktion): B := (S, %, A, s, 7T)

Zustande: s = (T, \, M) € S mit

a) T ist Baum mit Knotenmenge C {1,...,2n}, Wurzel und angeordneten Kindknoten.
b) Knotenbeschriftung X : T — 29\ {0}

¢) Markierte Bliatter M von T.

d) U Au) G A)

u€succ(v)

e) AMv) N A(u) = 0, falls weder u € succ*(v) noch v € succ*(u) (dquivalent zu Yu,v €
succ(w) : u # v = AMu) N A(v) =0, d.h. Geschwisterknoten sind disjunkt beschriftet)

Aus d) und e) folgt [Knoten von T'| < n.
Startzustand: s : Nur Wurzel p (z.Bsp. p = 1), nicht markiert, A\(p) = {qo}

Ubergangsrelation: A: S x X — St (T, A\, M),a) — A(s,a)
Verandere Zustand schrittweise:

1) Losche alle Markierungen

2) Jeder Knoten v € T' bekommt ganz rechts ein neues Kind v" € {1,...,2n}, welches noch
nicht verwendet wurde; A(v') := A(v) N F

3) A(v) :==0(A(v),a) (Potenzautomatenkonstruktion)

4) Mv) :=Awv)\{¢ € Q| 3 Knoten u : u links von T, g € \(u)}
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5) Entferne Knoten mit A\(v) =0

6) Falls A(v) = | A(u): Markiere v, entferne alle Kinder von wv.

u€succ(v)

L,,U,) |ved{l,...,2n}}
AN M)yeS|lve M}
AM)eS|végT}

Zeige L(A) C L(B): Sei a = ajasasz... € L(A) mit akzeptierendem Lauf 7 : ¢go = ¢ —»

as
go — Qg3 ... . . .
Dann existiert Berechnung von B : sg = 51 — s —» 53, ¢; € \;(Wurzel).

o Alle s; besitzen dieselbe Wurzel p € {1,...,2n}

o T :={ve{l,....2n} |Fjo:Vj > jo:veT; Nqg € N\j(v)},p € T # ( (alle Knoten,
die ab jo immer vorkommen, also nie geloscht werden, d.h. ihre Tiefe d&ndert sich nicht
mehr, und die den Lauf r verfolgen).

e Wihle € T mit maximaler Tiefe (Tiefe, mit der x € T' unendlich oft vorkommt). Sei
Jo Zeitpunkt mit Vj > jo : ¢; € A\;j(z). Nach jo kommt ¢; nicht mehr links von z vor.

e Unendlich oft werden Kinder von z erzeugt, da unendlich oft Endzusténde in r vor-
kommen. Nicht alle diese Kinder kénnen iiber Regel 4 & 5 geloscht werden.

o Wegen Maximalitédt der Tiefe von x werden diese Kinder unendlich oft nach Regel 6
geloscht und x markiert.

« wird durch (L, U,) akzeptiert, d.h. o € L(B)

L(B) C L(A) : « = ajasas . . . € L(B) mit akzeptierender Berechnung
505 51 2 59 2 53,00, 8 := (T, \iy, M;) zu Akzeptanzpaar (U,, Ly,).
SeiO<i1<i2<i3<...mitWZi1:xGTiunde:xEMik.

Qr = i ()

alk] =a;,_,+1...a;,

Vg€ Qrdp € Q—1:p a—[kLF q in A, da x an den Enden markiert ist.

Lemma von Konig:

aft] o2 af3]
Pfad go G —F 2 Fooos 1 €Q1,¢2 € Qo
= a € L(A)

Anzahl Zustinde: < 2n?"=2. (n + 1)" . 2" € 200vlogn)
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Aufgabe: Safra Konstruktion fiir

~ T e

a

2.4.1 DMA — DRA und DPA

Sei A = (Q,3,0,q0,T) ein DMA. Sei V ¢ @ ein neuer Zustand, (E @ = {1,...,n},q = 1.

Q ={w e (QU{V})"|jedes Zeichen aus Q U {V} kommt in w genau einmal vor}
% :=Vnn—-1)(n-2)...1

Idee: w € @' représentiert den aktuellen Zustand (beziiglich @) im letzten Zeichen, und da-
vor die zuletzt besuchten Zustidnde (V steht also nie ganz hinten); beim Zustandsiibergang
wird also der neue (Q-Zustand an die letzte Stelle geschoben, V wird an die alte Stelle gesetzt:
Seialsow =my...m,Vm, ym, € Q' (r <n),0(my,a) =my:0(w,a):=mq...ms 1Vmgy ... myms.

Firl1<i<n:

Ui ={uVv e Q| |u| <}

Li=U;U{uVve Q@ [lul=in{qgeQ|[v;=1} € T}
Danngilt U1 ng gUgnggUg,g QLn

A = (Q,a E, 5’, Q(l)v {(Lla U1)7 (L27 UQ)a SRR (Lm Un)})
Zeige: LMuller(A) g LRabin(-A»/):

Sei @ € Lpguier(A), und 7 der Run von « auf A. mit inf(r) = F € T.

Ab einem Punkt j werden in r nur noch Zustdnde aus F' besucht (und alle treten
unendlich oft auf); sei 5 > j so, dass von j bis j' jeder Zustand aus F mindestens
zweimal von r besucht wurde.

In A’ gilt ab j' fiir alle besuchten Zustinde uVov ,Q\F D u“, d.h. |u| > |[Q\F| =:1i
Sei r' der Run von « auf A, dann gilt: inf(r') N U; = 0 und inf(r') N L; # O (der am
weitesten links stehende Zustand aus F' wird irgendwann wieder besucht).

Zeige: LRabin(A,) g LMuller(A):

Sei a € Lggpin(A’) und 7’ der Run von « auf A’, und r der Run auf A.
Jdi,w =uVv €inf(r')N(L\U;) Ninf(r')NU; =0 = jinf(r)=veT"

|Q'| < (n+ 1)! (V steht nie hinten), |R| < n (Eintrdge U; = L; kénnen entfernt werden).
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Parity-Automat:

Nummeriere Zustinde @', so dass:

e Zustinde aus U;\L;_; sind ungerade Zahlen (Ly = 0,U,+; = @Q’), d.h. akzeptieren
nicht.

e Zustdnde aus L;\U; sind gerade Zahlen, d.h. akzeptieren.
e Zustinde sind angeordnet: Uy < L1 < Uy < [, < ... < L, <’

= DPA A” = (Qla Ea 5/7 Q6> mit LPm‘ity(AH> = LRabin(A/> = LMuller(A)-

2.5 Wiederholung

Satz 2.5.1: Sei L C X¥. Dann sind dquivalent:

a) L wird von NBA akzeptiert, d.h. L ist w-regulir
b) L ist w-regulér

¢) L wird von NRA/NSA/NMA/NPA erkannt

d) L wird von DRA/DSA/DMA /DPA erkannt

e) L ist definierbar in MSO/EMSO

f)y L= U,V fir U, V; C X7 regular und V;V; C V;, U;V; C U; (U] := U V;)

=1
Satz 2.5.2: w-reguldre Sprachen sind effetiv (berechenbar) abgeschlossen unter booleschen
Operationen und Projektionen.

Auflerdem:

e Leerheit fiir NBA in NL

Aquivalenz udn Inklusion fiir NBA in PSPACE

Klarlund fiir Komplementierung von NBA

Safra fiir Determinisierung von NBA

LMuller(Qa Za 57 Go, T)C = LMuller(Qa 27 57 Qo, QQ\T)
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L LRabin<A)c = LStreett<A>
e Komplementierung von DPA: Q — Q' : g+ g+ 1

e DBA C NBA

2.6 Typische Anwendung: Model-Checking

Sei A ein Syste, gegeben als w-Automat. Sei S eine Spezifikation, z.Bsp. § € MSO.
Frage: Erfiillt A die Spezifikation S.
Losung: Automatentheoretischer Ansatz:

Konstruiere w-Automat B mit L(B) = {« | « erfiillt S}
Teste ob L(A) C L(B), d.h. L(AN\(B) = L(A) N L(B) = L(ANB) =0

Hohe Berechnungskomplexitéit wird in der Praxis durch Einschrénkung von Spezifikations-
mechanismen ,,praktikabel, hiufig aber PSPACE-hart.

Zu unterschiedlichen Spezifikationen passen unterschiedliche Automatenmodelle unterschied-
lich gut.
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2.7 Deterministische w-reguldare Sprachen

Definition 2.7.1: Eine w-regulidre Sprache heifit deterministisch, wenn sie von einem DBA
erkannt wird.

Erinnerung: Det. w-reguldre Sprachen sind abgeschlossen unter Schnitt und Vereinigung,
aber nicht uner Komplementbildung.

Definition 2.7.2: Prifixvergleich: u < o < 38 : uf = a < ,u ist Préafix von o

Definition 2.7.3: Sei W C ¥*. Pfeilsprache W= {a € ¥* | a hat unendliche viele Prifixe in W}
={aeX|Vu<aFveX :w<ahuw e W} = ﬂ(WﬂZZ")Z‘“

n>0

Beobachtung: Sei A ein DBA. Dann gilt L(A) = Lfin(A;.
Es gilt also auch: W regular = W/ w-regulér (interpretiere DFA als DBA).

Satz 2.7.4: L ist w-regular < 3V;, W; C ¥* reguldr: L = J (WZ\@)
i=1

Proof. <" trivial
,,:>“Z Sei L = L(A) fir DRA ./4 = (Q, E, 5, o, R), R = {(Ll, U1)7 ey (Lk, Uk)}
Erinnerung: A akzeptiert ,3i: Ly A U

k
Also gilt: I = U Lona(Q. 5.8, 0. L\Lopa(@. 5.8, U:) = U (WAV)
=1
fUI' W = szn(Q E 5 (]0, ) V = Lffm(Q,Z,(S, q07Ui) D

Definition 2.7.5: Sei A = (Q, %, 4, g, T) ein Automat.

E C @ heiit Schleife, falls £ stark zusammenhéngend beziiglich § Kanten.

DMA A heifit bereinigt, falls alle Zustédnde erreichbar sind und alle T" € T Schleifen sind.
(Jede w-regulére Sprache wird von einem bereinigten DMA erkannt.)

Ein bereinigter DMA A ist unter Vereinigung mit nicht disjunkten Schleifen abgeschlossen,
falls: VI' € T, E Schleife mit TNE #0)=TUE € T.

Satz 2.7.6: (Landwehr) Sei L eine w-reguldre Sprache. Dann sind dquivalent:

a) L ist deterministisch

%
b) AW C ¥* regulér: L =W
Q) IWCETHL=W

d) Jeder bereinigte DMA, der L erkennt, ist unter Vereinigung mit nicht disjunkten Schleifen
abgeschlossen.

e) Es existiert ein bereinigter DMA, der L erkennt und unter Vereinigung mit nicht disjunk-
ten Schleifen abgeschlossen ist.
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Proof. a) = b) siehe oben,_b)) = ¢) trivial, d) = e) trivial.
c)=d):Sei W C¥* L= (W)= L(A) fiir einen bereinigten DMA A = (Q, 3,9, o, T).
Sei T € T,FE C Q eine Schleife mit TNE #Qund ge TN E.

Es existieren u, v,z € £* mit ¢y — ¢,q — ¢, ¢ — ¢, wobei v genau T durchliduft und z genau
E durchlauft.

%
Da o; := u(v™z)_jv* € L(A) =W = Ingq,a < o™ py = u(viz)_ja e W
Dami hat iiber induktiven Aufbau a = u(v™2)°, unendlich viele Prifixe p; in W, also
aeW=LA) und TUE€T.

e) = a): Sei A= (Q,%,9,q0,T), T ={T1,...,T,n} nach e).
L= L(A) = U LMuller(Q7 2757 qo, {ﬂ})
i=1

Firein T € TseiT ={f1,..., fx}:
k

Lyjuiier(Q, 2,960,900, {T}) € N Lppa(Q,X,0,q0,{f;}) = Lr deterministisch.
=1

J

Behauptung: Ly C L(A)
Sei a € Ly und r ein Lauf von A auf «, also T C inf(r).
D.h. inf(r) = T U E fiir eine Schleife E mit TNE #0. Also TUE € T = a € L(A).

= |J Ly = L deterministisch. O
TeT

Korollar 2.7.7: Es ist entscheidbar, ob eine w-regulére Sprache deterministisch ist.
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3.1 Borel-Hierarchie

Seien X, Y Mengen von Mengen, X abgeschlossen unter abzéhlbarer Vereinigung und endli-
chem Schnitt, e € X < e €Y.

o0

Abziahlbare Vereinigung (,Summe®): M, = { M; | M; € M}

=0

Abzahlbarer Durchschnitt: Ms = q (| M; | M; € M

Endliche Boolsche Ausdriicke: B(M E

o

{m,m$,mi Nmg,my Umgy | m € M,my,my € B(M)}

Beobachtung: X,Y C B(X) = B(Y)
Beobachtung: B(X NY)=XNY:meXNY=mce XNY

(Y,, X;s) erfiillt die Voraussetzungen wie (X,Y), da e € Y, < e € X usw, also auch
B(XsNY,) =XsNY,.

Gilt nun X CY,, dann auch:
o YV C X5
o X5 C VY,
e usw.

Eine solche Struktur ldasst sich als Borel-Hierarchie schreiben:

X X
XﬂY<Y>B<X>=B<Y>9XmYa< 5>B<X@=B<Y»<~X§mm
Ycr

27



3 Cantor-Topologie

3.2 Topologie

Definition 3.2.1: Eine w-Sprache L heifit offen < JW C ¥* : L = WH¥.

G := offene Mengen (,Gebiete“), ' := geschlossene Mengen (Komplemente von offenen
Mengen).

Dies definiert eine Topologie auf w-Wortern.

Satz 3.2.2: L={acX¥|Vp<adB:pBcL}

Proof. K :={ae€X*|Vp<adB:pfe Ly, L= () U nach Definition.
abg. UDL
, 2% Sei U abgeschlossen, U O L, also U¢ offen.

Seiaecpyy CU dhp<a,PB:ppcUDL=a¢K=KCU=KCL.

,CSela¢ K, dh. Ip<a:acpsy C Lo B
U := (pX¥)° abgeschlossen, U D L,a ¢ U = o ¢ L. O

Lemma 3.2.3: Fiir w € ¥*: w¥* € F, da (w¥¥)° = (XN {w})2¥ € G.

Lemma 3.2.4: GC F,,da: LeG=IW C¥*: L=Wx¥= |J wX¥ € F,.
weW
Damit kann man aus der Topologie obige Hierarchie bauen.
%
Satz 3.2.5: AW C¥X*: L =W & L € Gs
Insbesondere ist entscheidbar, ob eine w-regulidre Sprache L in G5 bzw. Fj ist.

Proof. = Trivial - W= N (W nNx2n)xse

n>0

L= Sel L= |J W, X
n>0
Da (| W92 = [ W%, kann W, durch |J W;X* ersetzt werden.
i<n i<n i<n

AlSOgllt (EWO 2W1 QWQ 2
Sei W, minimal mit W, X% = W,,3%; dann ist W), préfixfrei.

W .=W!¥". Es gilt W/« =W, X W prafixfrei.

Firm<nseiwe W/ NW). Alsoist w=ab=cd firaec W), be X" ce W/  de¥™.
Da m < n ist |¢| > |al, also ist a ist echter Prifix von ¢ : a < c.

Da nun a¥* C W/3¥ = W, X% C W, 3% = W/ ¥ existiert ein p € W) :p < a < c. Also
wére W/ nicht préfixfrei = Widerspruch - ein solches w kann nicht existieren.
=Vm<n: W/ NnW/!=10

W= w/

n>0
- —
Behauptung: £> =W
,2% Sei a € W, dann gibt es unendlich viele n so, dass « einen Prifix in W/ besitzt, d.h.
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a e W'Ee =W,3¥ = NWX=aec [ W,X¥.

i<n n>0
»,C“ Sel v € () W/ dann gibt es fiir jedes n einen Prifix p < « aus W/, die alle
>0
. . —
verschieden sind = a € W. ]

Korollar 3.2.6: Sei L w-regulédr, dann gilt: L ist deterministisch & L € Gy
Korollar 3.2.7: Wenn L w-regulér, dann L € B(Gs) = B(F,).

%
Satz 3.2.8: Sei L € F abgeschlossen. Dann ist L =W fir W:={pe ¥*|Ja € L:p < a}.
Also gilt F' C G5 (dies folgt auch wegen Symmetrie aus G C F,).

Proof. ,,C* kl_a)r
L2 Selae W, dh. Vp<a:Ju:pu<apueW.
Nach Definition von W: 3y :puye L =a € L = L. O

Definition 3.2.9: Sei r ein Run. Occ(r) := {q € Q | ¢ kommt in r vor}.

3.3 Schwache Akzeptanzbedingungen

Schwache Akzeptanzbedingungen verwenden Oce(r) an Stelle von inf(r).

Definition 3.3.1: Ein Automat A = (Q,%,0,q0, F), F C @, 1-akzeptiert Li(A) := L =
{a € 2| 3Run 7 : Oce(r) N F # 0}
Dies ist das ,,Occ-Biichi* Aquivalent. Wenn A vollstandig ist, ist L = L, (A)XY € G

Definition 3.3.2: Ein Automat A = (Q,%,0,qo, F), F C @, 1’-akzeptiert Ly/(A) := L =
{a €>¥|JRun r : Occ(r) C F}
A kann deterministisch und vollstdndig gemacht werden:

e Entfernen aller nicht akzeptierenden Zustéinde Q\F samt Ubergingen.
e Potenzautomat = deterministisch
e Vervollstandigung durch Fangzustand.

Dann 1-akzeptiert (Q, 3,0, qo, Q\F) das Komplement von L, also L € F.

Definition 3.3.3: Ein Automat A = (Q,Y,6,q0,7),T C 29, staiger-wagner-akzeptiert
Low(A):=L={aeX*|3Run : Occ(r) € T}

Definition 3.3.4: Ein bereinigter DMA A = (Q, %, 6§, qo, T) ist

abgeschlossen unter erreichbaren Schleifen, falls

VT € T :V Schleifen E: (3t S ecdfirtcTec E)=EcT

Satz 3.3.5: Sei A = (Q, %, 9, qo, T) ein bereinigter DMA. Dann sind dquivalent:

a) L(A) e G
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b) A ist abgeschlossen unter erreichbare Schleifen

c) L(A) ist 1-akzeptierbar durch einen vollstdndigen Automaten

Proof. a) = b): Sei E eine Schleife, e € E.t € T € T,u,v,w,v € X* : qo — t,t — t,t —
e,e 5 e € 8, wobei v genau T durchlauft und 2 genau E.

u w

v
(1
qo t

eDx

w® € L(A) € G= In:uww"¥” € L(A) = w"wa® € L(A) = Ee€T

b) = ¢): F:= TLejTT

¢) = a): Siehe oben O

Korollar 3.3.6: Es ist entscheidbar, ob eine w-regulére Sprache offen bzw. abgeschlossen

ist.

Definition 3.3.7: Ein bereinigter DMA A = (Q, X, J, qo, T') ist abgeschlossen unter kleineren Schleifen,
falls

VT € T :V Schleifen E C T : E € T. Dies ist genau dann der Fall, wenn A = (Q, %, J, qo, 29\ 7))

unter Vereinigung mit nicht disjunkten Schleifen abgeschlossen ist, d.h. L(A)¢ € Gs <

L(A) € F,.

Satz 3.3.8: Sei A = (@, %, 0,qo, T) ein bereinigter DMA. Dann sind dquivalent:

a) L(A) € F,

b) L(A) ist 1-akzeptierbar durch nicht-deterministischen Automaten (nicht notwendigerwei-
se vollsténdig!)

c) L(A) ist staiger-wagner-akzeptierbar durch nicht-deterministischen Automaten

Proof. a) = b): Sei T'C T und 7" eine Kopie on T (mit 77 N Q = 0).
Br:=(QUT' X, 0, qp,T") mit
0" :=0U{(p,a,q) | (p.a,q) € 6,p,q € TYU{(q,6,¢) [ ¢ € T}

Beha‘uptung: LM'[L”BT(QJ Ea 57 qo, {T}) g LI(B> g L(A)
Erstes ,,C“: Ein Lauf r in A mit inf(r) = T kann in B nach endlich vielen Schritten nach 7"
wechseln.

Zweites ,C* Fiir einen Lauf r in B mit oce(r) NT" # O gilt insbesondere inf(r) C 77, in A
also inf(r) C T. Da A abgeschlossen unter kleineren Schleifen inf(r) € T.
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B:= |J Br = Li(B) = L(A) (B i.A. weder vollstindig noch deterministisch)
TeT

b) = ¢): Sei B = (Q, %, 0, q, F') ein Automat mit L,(B) = L(A).
Dann L., (Q,%,0,q,{GC Q| GNF #£0}) = Li(B).

c) = a): Sel L = Ly, (B) fiir B=(Q,%,0,q,F). Zu zeigen: L ist Pfeilsprache.
(E: B vollstandig.

W:={w e ¥* |V Runs r auf w : Occ(r) ¢ F}

Behauptung: W = L¢

»,C Sei @ € L = 3 Run 7 mit Oce(r) € F, d.h. fur alle gentigend langen Prifixe r’ von r
gilt Oce(r) = Oce(r') e F = a ¢ W,

w2 Sei o ¢ L, G :={Occ(r) | Run r auf a}.

Daa¢L=GNF =.

Fiir jeden Run r auf a gibt es einen geniigend langen Préfix ’ von r mit Oce(r’) = Occe(r) €
G’:>Occ(7“’)§é}":>a€ﬁ>/ O

Satz 3.3.9: Sei A = (Q, %, 0,qo, T) ein bereinigter DMA. Dann sind dquivalent:
a) L(A) € B(G) = B(F)
b) L(.A) € F,NGs

c) L(A) ist staiger-wagner-akzeptierbar durch deterministischen Automaten

Proof. a) = b): trivial

b) = c¢): T ist abgeschlossen unter ,Vergrofierung (Gs) und ,Verkleinerung®“ (F,,) von Schlei-
fen, d.h. falls C' C @ starke Zusammenhangskomponente ist, dann ist entweder jede Schleife
in C'in T oder keine.

= Akzeptanz hangt nur von zuletzt besuchter starken Zusammenhangskomponente ab. Dies
ldsst sich als Staiger-Wagner-Akzeptanz formulieren:

F :={F C Q| 3 endlicher Run r auf w € ¥* : Oce(r) = F AN d(qo,w) € T, T € T}

c) = a): Sei L = Lg,(B) fir B=(Q,%,d,q,F) deterministischer Automat.
Lq = szn(Q7 27 57 qo, {Q})
Lr = () LN (U L) € B(G)

qeT q¢T
Es gilt: Ly = L, (Q, %, 0,90, {T'}), da B deterministisch ist.
L=U Ly O
TeT

Bemerkung: B(G) Nw-reguldr = B(G Nw-reguldr) = F, N G5 N w-regulér.
Korollar 3.3.10: Innerhalb der w-reguldren Sprachen ist B(G) enscheidbar.

31



4 Ubersicht

Die roten Mengen sind jeweils der Schnitt der angegeben Menge mit den w-reguléren Spra-
chen.

Innerhalb der w-reguldren Sprachen ist die Einordnung jeweils entscheidbar (anhand der
Schleifen im bereinigten DMA).

vollst. 1-Akzeptanz det. Biichi, Pfeilbprachen
|
F Fa
>]B%(F): B(G) meG< > B(F5) = B(G,)
G
det. Staiger-Wagner w- 1egula1

I-Akzeptanz ndet. Staiger- Wa‘gner7 ndet. 1-Akzeptanz
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5 Syntaktische Monoide

5.1 Erkennung durch endliche Monoide

Definition 5.1.1: L C ¥* heifit erkennbar, falls 3 Homomorphismus ¢ : ¥* — M, M
endliches Monoid, mit ¢ ‘(L) = L, dh. w € L = p(w) € ¢(L).

Sei ¢ : X* — M ein Homomorphismus, M endliches Monoid.

Lemma 5.1.2: Va € Y3 Zerlegung o = xoy1y2 ... und s,e € M mit zo,y; € X1, p(20) =

s,0(y;) = e, se = s,e2 =e

Proof. Betrachte vollstdndigen Graph auf Positionen {0,1,2,...} von «, gefirbte Kanten
{i,7} fur ¢ < j mit Farben ¢(¢, ) := p(oy._j—1) aus M.

Dann gibt es nach Satz von Ramsey einen unendlichen einfarbigen vollstdndigen Graph mit
den Knoten {ly, l1,12,13,...},l; < l;41 und der Kantenfarbe e.

=g -1, Yi = -1 = e(Y) = el liq) = e

e = (o) = wlyrye) = el ls) = ¢

xo = 2'Yo, s := p(x0) = w(2'yo) = p(z')e = se = p(a')ee = p(z')e = s

Definition 5.1.3: Ein Paar (s,e) € M? mit se = s, e? = e heifit linked pair (L.p.)
Definition 5.1.4: [m] :== o~ }(m) N X

Aus ¢ kann ein endlicher Automat gebastelt werden: §(m, a) := m - p(a).

Dann ist [m] = L, (M, X,0,e,{m}) N X7, also ist [m] regulér.

Definition 5.1.5:

e ¢ erkennt L C ¥* schwach, falls

L= U{ (s,e) linked pair mit [s]le]* C L}

e p erkennt L C 3¢ (stark), falls

L= U{ el” | (s, e) linked pair mit [s][e]* N L # ()}

e ar, S dr,y, € Xt ta=aorr...,B=yoy1 ..., 0(z:) = oY)
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5 Syntaktische Monoide

e =, sei der transitive Abschluss von =, [a]~, die Aquivalenzklassen

o ~, saturiert L C ¥, falls L = {J {[a]~, | @ € L}
Lemma 5.1.6: ¢ erkennt L C X <=, saturiert L.

Proof. =" Sei a € L und o =, 5. Zu Zeigen: 8 € L.

Konstruiere vollsténdigen Graph mit Knoten {0,1,2,...} und Kantenfarben (fir i < j)
C(Z,]) = gO(C(]Z‘ZIZi+1 c. ZEj_l) = @(yzyz—l—l .. yj—l)-

Wie oben gilt nach Satz vom Ramsey: 3 linked pair (s, e) : a, 8 € [s][e]”

Also [s][e]* NL # 0 = 3 € [s]le]” C L.

,<=" Sei a € [s][e]* N L fiir ein linked pair (s, e). Zu Zeigen: [s|[e]* C L
Sei B € [s][e]“. Dann Jx;,y; € X1 = zor129 ..., = Yol Y2 - - -,
p(o) = p(yo) = 5,Vi > 11 p(x:) = (i) =e = a=x, f=FcL O

Wenn ¢L (stark) erkennt, dann auch schwach. Die Umkehrung gilt nicht:

Beispiel 5.1.7: M := {1, a,b} Monoid mit aa = ba = a,bb=ab=1>

Y =a,b,p:¥* — M kanonisch (e — 1,a + a,b— b).

linked pair (s,e) := (a,a), L := [a][a]* = (¥*a)” = {« | a kommt in « unendlich oft vor}.
Also (ab)¥ € LN [b][b]*, aber b* € [b][b]“\L

= @ erkennt L nicht stark.

Bemerkung. Wenn ¢ die Sprache L C »* erkennt, dann auch L¢ - jedes Wort hat ein linked
pair, dass entweder ganz oder gar nicht in L ist.

Gilt im Allgemeinen nicht fiir schwache Erkennung; von obigem Beispiel:

Es gibt nur die linked pairs (1, 1), (a,a) und (b,b). [1][1]* = 0, [a][a]* N [0][b]* # O, also kann
L¢ von ¢ nicht schwach erkannt werden.

Satz 5.1.8: ¢ : ¥* — M erkenne L, ¢ : ¥* — N erkenne K, dann gilt:

@ X X" — M x L erkennt sowohl L N K als auch L U K.

(LU K gilt auch fiir jeweils schwache Erkennung)

Satz 5.1.9: Sei L C ¥¥. Dann sind dquivalent:
a) L ist w-reguldr
b) Jp : ¢ erkennt L

¢) J¢ : v erkennt L schwach

Proof. a) = b) Sei A ein NBA mit L(A) = L.

Definiere fiir u,v € ST iu=40v:eVVqeQ:(p>qgap=qA(p i>p g p=F Q).
=4 ist eine Aquivalenzrelation mit endlichem Index (d.h. endlich vielen Aquivalenzklassen,
siehe 77?)
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5 Syntaktische Monoide

Auflerdem ist =4 eine Kongruenzrelation, d.h. u =4 v = Vz,y : zuy =4 zvy
= M =%/ =4,¢: 5" = M :uw [u]z, ist Monoidhomomorphismus.

B gilt: [u)=[0]2, N L#0 = [ul,[v]2, € L

(Runs mit unendlich vielen Endzustédnden fiir ein Wort entsprechen ,dhnlichen* Runs fir
saquivalente Worter, die auch unendlich viele Endzustédnde durchlaufen.)

= @ erkennt L.

b) = c¢): trivial
¢) = a): Endliche Vereinigung von Sprachen der Form [s][e]* = w-reguldr (da [m] regulér)
[

Definition 5.1.10: Sei A ein NBA. Definiere fiir u,v € ¥* :
u= v VpgeQ:(p=qgep—q).

¥*/ ='4 heiflit Transitionsmonoid von A.

@ X = X/ =l urs Julo, erkennt L(A) schwach.

5.2 Das syntaktische Monoid nach Arnold

Definition 5.2.1: Sei L C >* u,v € ¥* : definiere syntaktische Kongruenz:

u=pv:eVr,y z € X (zuyz® € L+ xvyz® € L) A (x(uy)” € L < z(vy)” € L)

= ist eine Kongruenzrelation, da Aquivalenzrelation und v =1, v = Vp, q € ¥* : puq =, pvq.
Syntaktisches Monoid: Synt(L) := ¥*/ =,
Syntaktischer Homomorphismus: ¢y, : 3* — Synt(L) : u — [u]=

L

Satz 5.2.2: L w-reguldr < ¢ erkennt L.

Satz 5.2.3: Sei ¢ : ¥* — M ein surjektiver Homomorphismus, der L erkennt. Dann existiert
ein Homomorphismus ¢ : M — Synt(L) mit ¢, =1 o

Proof. Behauptung: Da ¢ L erkennt: p(u) = p(v) = u =g v
Also ist ¢ : M — Synt(L) : p(u) — [u]=, wohldefiniert.

=L

Zu Zeigen: p(u) = ¢(v) = u=gv

Zerlege die Wortpaare (zuyz*, xvyz*) und (x(uy)”, z(vy)¥) an den Teilwortgrenzen von
u,v,z,y, 2z (da u nicht notwendigerweise gleichlang wie v ist, trifft die Zerlegung even-
tuell verschiedene Positionen). Auf den jeweilig entsprechenden Teilen der Zerlegungen
stimmt ¢ iiberein, da p(u) = ¢(v). Es ldsst sich also wieder ein Graph konstruieren mit
o(w) als Kantenbeschriftung zwischen den Auftrennungen, der fiir jeweils beide Worter
iibereinstimmt. Mit Satz von Ramsey existiert also ein gemeinsames linked pair, mit
der (starken) Erkennung von ¢ folgt die Aussage.
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5 Syntaktische Monoide

]

Korollar 5.2.4: Synt(L) ist das bis auf Isomorphie eindeutige kleinste Monoid, das eine
w-regulére Sprache erkennt.

Beispiel. Sei L = {a} fiir ein nicht ultimativ periodisches Wort, d.h. flu,v : @ = uv®, z.Bsp.
1o =2

= L nicht w-regulér
Synt(L) = {1} trivial, aber erkennt L nicht.

Bemerkung. Synt(L) und ¢y, sind effektiv z.Bsp. aus einem NBA berechenbar (als Vergro-
berung von =,4).

5.3 Anwendung des algebraischen Ansatzes

Resultate der Form:
Eine w-reguldre Sprache L hat die Eigenschaft P < Synt(L) hat die Eigenschaft P’.

Wenn P’ entscheidbar ist, liefert dies die Entscheidbarkeit von P.
Beispiel 5.3.1: Sei L C 3¢ in MSOJ[<]|-Logik definierbar. Dann sind dquivalent:

a) L ist in FO[<] definierbar

b) Synt(L) ist aperiodisch, d.h. alle Unterhalbgruppen von Synt(L), die Gruppen sind,
haben nur ein Element (,,Untergruppen sind trivial“, Synt(L) ist ,, group-free®).
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