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1 Einleitung

1.1 Das Spiel Hex

Das Brettspiel Hex wurde 1942 vom dénischen Mathematiker P. Hein erfunden.
M. Gardner stellte es 1959 in Scientific American einer breiteren Offentlichkeit
vor. Seine Regeln sind sehr einfach und koénnen einem Anfanger in einer Minute
erkldrt werden. Wird Hex aber auf hohem Niveau gespielt, stellt es eine Her-
ausforderung dar sowohl in taktischer als auch in strategischer Hinsicht. Erst
kiirzlich erschien ein Artikel in Spektrum der Wissenschaft [Ste02] iiber dieses
interessante Brettspiel.

Hex wird auf einem rautenformigen Spielbrett, das aus Sechsecken besteht,
gespielt (siehe Abbildung 1).

Abbildung 1: Ein Hex-Spielbrett der Grofle 11 x 11

Es gelten folgende Regeln: Zwei Spieler, hier ,,Weifl“ und ,,Schwarz“ genannt,
belegen abwechselnd eines der sechseckigen Spielfelder mit Steinen ihrer Farbe.
Von den vier Seiten des Spielbrettes werden jedem Spieler zwei gegeniiberlie-
gende Seiten zugeordnet, wie es in Abbildung 1 durch die Farbung der Rénder
angedeutet ist. Ziel jedes Spielers ist es, seine beiden Seiten durch eine Ket-
te von Steinen seiner Farbe zu verbinden (siehe Abbildung 2). Schon liegende
Steine diirfen weder fortgenommen noch bewegt werden, auch darf kein Feld
zweimal belegt werden. Die Grofle des Brettes (n x n) kann variieren; die Grofie
11 x 11 (vgl. Abbildung 1) ist ein gewisser Standard.

Aufgrund dieser einfachen Regeln lassen sich die beiden folgenden grundlegen-
den Sitze relativ leicht beweisen.

Satz 1.1 Hex endet nie unentschieden.
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Abbildung 2: Schwarz hat gewonnen.

Satz 1.2 Auf einem leeren Spielbrett der Griffe nxn hat der beginnende Spieler
eine Gewinnstrategie.

Beweise zu diesen Sitzen finden sich z. B. unter [jav03].

Wir interessieren uns im Folgenden fiir Hex-Spielsituationen, bei denen das
Spiel bereits begonnen hat. Im Unterschied zur Situation bei Satz 1.2 ist es
hier i. A. schwierig festzustellen, welcher der beiden Spieler bei optimalem Spiel
gewinnen kann.

In [Rei81] wurde 1981 bewiesen, dass die Entscheidung, welcher Spieler bei gege-
bener Spielsituation eine Gewinnstrategie hat, PSPA CE-vollstdndig ist. Damit
gilt fiir Hex dhnliches wie fiir viele andere bekannte Spiele fiir zwei Personen
(z.B. Go, Dame und Reversi).!

Hex-Spielsituationen sind ein Spezialfall des sogenannten Shannon Switching
Game. Die Entscheidung, welcher Spieler bei gegebenem Graphen das Shan-
non Switching Game gewinnt, ist ebenfalls PSPACE-vollstéindig. Dies wurde
bereits einige Jahre vor [Rei81] bewiesen [ET75].

1.2 Das Programm Hexy und Virtuelle Verbindungen

Seine PSPA CE-Hérte macht das Spiel Hex nicht-trivial und interessant fiir die
Kiinstliche Intelligenz. Das momentan beste Hex-spielende Computerprogramm

'Man muss natiirlich variable Spielbrett-GréBen zugrundelegen. Sonst wird das Problem
endlich.
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heifit Hexy. Es ist in einer Windows-Version zum Download erhéltlich. Erfreu-
licherweise hat der Autor (V.V. Anshelevich) einige Prinzipien der Funktions-
weise von Hexy in der Zeitschrift Artificial Intelligence veroffentlicht [Ans02].

Er betont dabei ein Konzept, das er Virtuelle Verbindungen (virtual connec-
tions) nennt. Die Bedeutung Virtueller Verbindungen ist folgende: Wenn ein
Spieler zwei Felder « und y durch eine Virtuelle Verbindung miteinander ver-
bunden hat, besitzt dieser Spieler eine Strategie, diese beiden Felder im weiteren
Spielverlauf tatsdchlich miteinander zu verbinden, auch wenn der Gegner am
Zug ist.

Wenn man auch die beiden Rénder, die dem Spieler zugeordnet sind, als (be-
legte) Spielfelder auffasst, so bedeutet eine Virtuelle Verbindung der Rénder,
dass der Spieler mit der Virtuellen Verbindung eine Gewinnstrategie besitzt.
Abbildung 3 (aus [Ans02] entnommen) zeigt beispielhaft eine solche Situation.
Die Buchstaben markieren Felder, die Schwarz zum Sieg evtl. benétigt.

Abbildung 3: Schwarz hat seine Rénder virtuell verbunden.

Das Programm Hexy ist in der Lage, Virtuelle Verbindungen zu berechnen.
Entdeckt es eine Virtuelle Verbindung seiner beiden Rénder, so verfolgt es
eine Gewinnstrategie. Aber auch ohne eine solche winning virtual connection
kann das Auffinden Virtueller Verbindungen hilfreich fiir die Bewertung von
Spielsituationen und damit fiir Standard-Techniken wie a-(3-Suche sein (siehe
[Ans02]).

Zur Berechnung Virtueller Verbindungen setzt das Programm Hexy aus , kleine-
ren“ Virtuellen Verbindungen ,,groflere” mittels Ableitungsregeln (AND-/OR-
deduction rules) zusammen. Die ,kleinsten® Virtuellen Verbindungen bestehen
zwischen direkt benachbarten Spielfeldern. Wir werden in dieser Studienarbeit
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Virtuelle Verbindungen und ihre ,,Zusammenbau-Regeln“ genau beschreiben
und definieren.

Es ist notwendig, an dieser Stelle eine Begriffsbestimmung vorzunehmen. In der
Sprechweise von Anshelevich hat ein Spieler eine Virtuelle Verbindung zwischen
zwel Feldern genau dann, wenn er im weiteren Spielverlauf diese beiden Felder
verbinden kann. In unserer Sprechweise aber ist eine Virtuelle Verbindung nur
das, was mittels der Ableitungsregeln aus den kleinsten Virtuellen Verbindun-
gen (den direkten Nachbarschaften) abgeleitet werden kann. Wir betrachten
also nur diejenigen Virtuellen Verbindungen als solche, die das Programm He-
xy berechnet.? Es stellt sich heraus, dass diese Definitionen nicht #quivalent
sind.

1.3 Die Motivation dieser Studienarbeit

Ein Algorithmus, der Virtuelle Verbindungen berechnet, wird in [Ans02] H-
search (H-Suche) genannt. Es wird auch ein Algorithmus angegeben, der eine
erschopfende H-Suche durchfiihrt, der also alle Virtuellen Verbindungen in un-
serem (engeren) Sinn in einer Spielsituation berechnet.

Wairen Virtuelle Verbindungen im engeren Sinn und Virtuelle Verbindungen
im weiteren Sinn identisch, kénnte eine solche erschopfende H-Suche nach all-
gemeiner Ansicht nicht in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden. Denn mit
der Erkennung von allgemeinen Virtuellen Verbindungen ist insbesondere auch
die Feststellung des Siegers bei optimalem Spiel verbunden. Dies ist jedoch —
wie schon erwdhnt — PSPACE-hart.

Es ist allerdings bekannt, dass Virtuelle Verbindungen im weiteren und im en-
geren Sinn verschieden sind. Daher wére es moglich, dass erschépfende H-Suche
»leichter® ist als die Feststellung des Siegers.

In [Ans02] wird die Laufzeit des Algorithmus zur H-Suche nicht allgemein un-
tersucht. Es wird aber fiir eine bestimmte Menge von Hex-Graphen (die ei-
ne bestimmte Menge von Spielsituationen représentiert) gezeigt, dass H-Suche
auf diesen Graphen in polynomieller Zeit moglich ist. Andererseits sind nach
[Ans02] beim Programm Hexy aus Zeitgriinden Heuristiken erforderlich, die die
H-Suche hinsichtlich bestimmter Kriterien einschrinken.

In dieser Studienarbeit soll die Komplexitidt der Erkennung Virtueller Verbin-
dungen gekliart und dadurch eine gewisse Liicke in [Ans02] geschlossen werden.
Dies ist insbesondere auch deshalb von Interesse, weil die praktische Bedeu-
tung Virtueller Verbindungen beim Computer-Hex durch die Uberlegenheit des
Programms Hexy erwiesen ist.

%Dies ist auch die Sprechweise in anderer Sekundirliteratur. Das Problem riihrt daher, dass
Anshelevich gleichzeitig Virtuelle Verbindungen und die Ableitungsregeln erfunden hat.



2 EIN FORMALER RAHMEN FUR HEX 7

2 Ein formaler Rahmen fiir Hex

2.1 Hex-Graphen

Bevor wir erkldaren, was wir unter Virtuellen Verbindungen verstehen, defi-
nieren wir mithilfe von Hex-Graphen eine geeignete Reprisentation von Hex-
Spielsituationen. Dabei stellt ein Hex-Graph eine Spielsituation aus der Sicht
eines der beiden Spieler (im Folgenden eigener Spieler genannt) dar.

Definition 2.1 (Hex-Graph) Fin Hez-Graph G ist ein Tripel (V, E, 3), wo-
bei gilt:

o V ist eine endliche Menge von Spielfeldern,
o £EC {{x,y} | z,y € V,x # y} ist die Nachbarschaftsmenge,

o 3:V — {f b} ist die Besetzungsfunktion mit

{z,yye B = pBx)=fVpy) =T

Die Nachbarschaftsmenge F gibt an, welche Paare von Spielfeldern benachbart
sind. Die Besetzungsfunktion 3 gibt an, ob ein Spielfeld x frei ist (G(z) = f) oder
mit einem Stein der eigenen Farbe (d. h. der Farbe des eigenen Spielers) besetzt
ist (B(x) = b). Dabei verlangen wir, dass zwei benachbarte Spielfelder nicht
beide besetzt sind. Dies lidsst sich erreichen, indem zwei oder mehr benachbarte
besetzte Spielfelder zu einem besetzten Spielfeld verschmolzen werden. Dabei
iibernimmt dieses Spielfeld alle &ufieren Nachbarschaften (d. h. Nachbarschaften
zu freien Feldern), die vorher mit einem der zusammengefassten Spielfelder
bestanden.?

Man beachte, dass Felder, die vom anderen Spieler (im Folgenden Gegner ge-
nannt) besetzt sind, nicht dargestellt werden. Dies ldsst sich erreichen, indem
solche Felder mitsamt ihren Nachbarschaften entfernt werden.

Es kann also jede Hex-Spielsituation auf diese Weise représentiert werden. Ins-
besondere lassen sich die beiden Rénder der eigenen Farbe als besetzte Felder
betrachten. Zu Anfang des Spiels sind diese Randfelder zu den an die Rénder
grenzenden Feldern benachbart. Als Beispiel zeigen Abbildung 4 (Seite 13) und
Abbildung 5 eine solche Repréisentation einer Spielsituation durch einen Hex-
Graphen aus der Sicht von Weif.

Wir verlangen aber nicht, dass ein Hex-Graph eine Hex-Spielsituation représen-
tieren muss.

3Wir halten eine solche Darstellung im Hinblick auf eine Représentation in Computern fiir
zweckméBig bzw. effizient. Dies wird spéter noch erldutert.
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2.2 Spielverliaufe ausgehend von Hex-Graphen

Wir méchten nun moégliche Spielverlaufe betrachten, ausgehend von einer Spiel-
situation, die als Hex-Graph (siehe Abschnitt 2.1) modelliert ist. Fiir die Be-
schreibung der Folge-Spielsituationen weichen wir aber von Hex-Graphen wie
folgt ab:

e Die Zielmenge von 3 wird erweitert auf {f,b, b}.

e Vom eigenen Spieler besetzte Felder (5(z) = b), die benachbart zu vom
eigenen Spieler besetzten Feldern sind, werden nicht mehr verschmolzen.

e Vom Gegner besetzte Felder werden nicht mehr aus dem Graphen entfernt,
sondern mit 3(x) = b markiert.

Die Hex-Regeln kénnen wir dann wie folgt beschreiben. Die Spieler ziehen ab-
wechselnd. Ein Zug des Gegners besteht darin, ein freies Feld zu besetzen. Das
heift, er wihlt ein z € V mit 3(z) = f und setzt 5(z) auf b. Ein Zug des eigenen
Spielers besteht analog darin, dass er fiir ein z € V' den Wert von 3(z) von f
auf b setzt.

Das heifit, V und E bleiben wéhrend des Spiels unveréndert.

Kann der eigene Spieler die Felder x,y verbinden und représentieren z,y die
Rénder des eigenen Spielers, so hat der eigene Spieler gewonnen. Die Felder
x,y zu verbinden bedeutet, dass es im Verlauf des Spiels ein k& und Spielfelder
21, ..., 2k gibt mit

B(z1) =--- = B(z) = b und
{{1‘, Zl}, {21, ZQ}, ey {Zk—la Zk}, {Zk, y}} Q E.

Dies ermoglicht uns folgende Definition:

Definition 2.2 (ocgpx)
Das Pridikat ogpx trifft genau dann auf das Quintupel (V, E, 3, x,y) zu, wenn
es alle folgenden Eigenschaften besitzt:

1. (V,E, ) ist ein Hex-Graph, der eine Hex-Spielsituation reprdsentiert.

2. Die Felder x,y € V reprdsentieren die beiden Randfelder dieser Hex-Spiel-
situation.

3. In dieser Hex-Spielsituation ist der Gegner am Zug.

4. Der eigene Spieler kann x und y verbinden und somit gewinnen.

Weil wir spéiter auch {iiber komplexitidtstheoretische Sachverhalte reden
mochten, setzen wir fiir das Quintupel aus Definition 2.2 und &hnliche Fille
eine geeignete Codierung iiber ein endliches Alphabet (z.B. {0,1}) voraus. Das
Priadikat ogpx kann so auch auf Worter aus {0, 1}* zutreffen. In diesem Sinn
ist auch die folgende Definition zu verstehen.
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Definition 2.3 (Sprache HEX)
Die Sprache HEX ist diejenige Sprache, fir die cgpx die charakteristische
Funktion ist.

Bemerkung 2.4 Informell ist HFEX die Sprache der Gewinnstellungen.

Bemerkung 2.5 Die erste Eigenschaft aus Definition 2.2 konnte eine echte
Einschrinkung sein, da nicht jeder Hex-Graph in ein Hex-Spielbrett einbettbar
sein muss.

Satz 2.6 HEX ist PSPACE-vollstindig.

Beweis: siche [Rei81]. O

Zwischen zwei Spielfeldern z,y (die nicht notwendigerweise Randfelder in einer
Hex-Spielsituation représentieren miissen) eines Hex-Graphen (V, E, ) kann,
wie wir spéter sehen werden, eine Virtuelle Verbindung bestehen. Eine solche
Virtuelle Verbindung bedeutet u. a., dass der eigene Spieler die Moglichkeit hat,
x und y zu verbinden, auch wenn der Gegner am Zug ist. Représentieren x und
y dabei Randfelder einer Hex-Spielsituation, ist (V, E, 3, z,y) € HEX.

3 Definition Virtueller Verbindungen
Fiir die folgende Definition sei ein Hex-Graph G = (V| E, 3) gegeben.

Definition 3.1 (Virtuelle Verbindung)
1. Ein Tripel VC = (z,C,y) € V x 2V x V bildet genau dann eine Virtuelle

Verbindung, wenn es eine der drei folgenden Bedingungen erfillt:
(a) {z,y} € E und C = 0.
(b) VC ist mittels der AV-Regel als Virtuelle Verbindung ableitbar.
(c) VC ist mittels der OR-Regel als Virtuelle Verbindung ableitbar.
2. Bin Tripel SC = (z,C,y) € V x 2V x V bildet genau dann eine Virtu-

elle Semi-Verbindung, wenn es mittels der AS-Regel als Virtuelle Semi-
Verbindung ableitbar ist.

3. Seien (z, A,u), (u, B,y) zwei Virtuelle Verbindungen mit x # y, x ¢ B,
y&€ Aund ANB =0.

(a) Wenn 3(u) = b gilt, dann ist (x, AUB,y) eine Virtuelle Verbindung.
O ® O o——__ O
x A u B Yy x AUB Yy
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Wir nennen diese Regel AND-Regel fiir Virtuelle Verbindungen oder

AV-Regel.
(b) Wenn B(u) = f gilt, dann ist (x, AU{u}UB,y) eine Virtuelle Semi-
Verbindung.
O O——+=0
T A u B Y r AU{u}UB y

Wir nennen diese Regel AND-Regel fiir Virtuelle Semi-
Verbindungen oder AS-Regel.

4. Seien n > 1 und (x,C1,y),...,(x,Cpn,y) Virtuelle Semi-Verbindungen
mit (p—y Cr = 0. Dann ist (x,Jp_; Ck,y) eine Virtuelle Verbindung.

=

>
Cs

Wir nennen diese Regel OR-Regel.

Bemerkungen:

e Die auf der linken Seite der Zeichnungen in Definition 3.1 verwendeten
Darstellungen zeigen eine genauere Struktur der abgeleiteten Virtuellen
Verbindungen bzw. Semi-Verbindungen. Auf diese Weise werden wir teil-
weise auch im Folgenden Virtuelle Verbindungen bzw. Semi-Verbindungen
darstellen.

e Sei (x,C,y) eine Virtuelle Verbindung. Dann sagen wir auch, x und y
seien virtuell verbunden.

e Sei (z,C,y) eine Virtuelle Verbindung oder Semi-Verbindung. Dann nen-
nen wir C' Trédger. Trager sind immer Mengen unbesetzter Felder. Aufler-
dem gilt {z,y} N C = 0.

4 Wichtige Eigenschaften Virtueller Verbindungen

Die Sétze in diesem Abschnitt sind alle in [Ans02] bewiesen. Wir wiederholen
sie aus Griinden der Vollstdndigkeit und um einen Beweis etwas genauer zu
fithren als in [Ans02].
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Satz 4.1

1. SeiVC = (z,C,y) eine Virtuelle Verbindung. Dann kann der eigene Spie-
ler die Felder x und y im weiteren Spielverlauf verbinden, auch wenn der
Gegner am Zug ist.

2. Sei SC = (z,C,y) eine Virtuelle Semi- Verbindung. Dann kann der eigene
Spieler die Felder x und y im weiteren Spielverlauf verbinden, wenn er
selbst am Zug ist.

In beiden Fdllen muss der eigene Spieler nur auf Felder in C spielen. Im Fall der
Virtuellen Verbindung ist der eigene Spieler nur zur Reaktion gezwungen, wenn
der Gegner auf ein Feld in C spielt. Im Fall der Virtuellen Semi- Verbindung st
nach seinem ersten Zug der eigene Spieler nur zur Reaktion gezwungen, falls
der Gegner auf ein Feld in C spielt.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber die Ableitung von Vir-
tuellen Verbindungen.

1. Sei VC mittels der AV-Regel ableitbar, d.h., seien (z, A, u) und (u, B,y)
Virtuelle Verbindungen mit AN B = (), C = AU B und (3(u) = b. Nach
Induktionsvoraussetzung kann der eigene Spieler die Felder  und u sowie
die Felder u und y verbinden. Wegen A N B = () kann der eigene Spie-
ler nédmlich seine Strategie, die Felder x und w zu verbinden, und seine
Strategie, die Felder u und y zu verbinden, unabhéngig voneinander ver-
folgen. Verbindungen zwischen den Feldern z, u und y stellen auch eine
Verbindung zwischen = und y dar.

Sei VC mittels der OR-Regel ableitbar, d.h., seien n > 1 und
(x,C1,y),...,(z,Cp,y) Virtuelle Semi-Verbindungen mit ();_, Cy = 0.
Falls der Gegner im n#chsten Zug ein Feld aus C bespielt, gibt es danach
wegen (p_; Cx = 0 immer noch eine intakte Virtuelle Semi-Verbindung
(z,Cy,y). Nach Induktionsvoraussetzung kann der eigene Spieler die Fel-
der x und y verbinden, denn er ist dann am Zug.

2. Sei SC mittels der AS-Regel ableitbar, d.h., seien (z, A,u) und (u, B, y)
Virtuelle Verbindungen mit AN B =0, C = AU B und (3(u) = f. Spielt
nun der eigene Spieler auf u, tritt dieselbe Situation auf, die am Anfang
des ersten Teils des Beweises beschrieben wurde. D. h. im weiteren Verlauf
kann der eigene Spieler x und y verbinden.

Definition 4.2 (O'HEXY)
Das Prddikat ogpxy trifft genau dann auf das Quintupel (V,E,(3,x,y) zu,
wenn es alle folgenden Eigenschaften besitzt:

1. (V,E,3) ist ein Hex-Graph, der eine Hex-Spielsituation reprisentiert.
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2. Die Felder x,y € V reprisentieren die beiden Randfelder dieser Hex-Spiel-
situation.

3. In dieser Hex-Spielsituation ist der Gegner am Zug.
4. Die Felder © und y sind virtuell verbunden.
Definition 4.3 (Sprache HEXY)

Die Sprache HEXY ist diejenige Sprache, fir die cgpxy die charakteristische
Funktion ist.

Bemerkung 4.4 Informell ist HEXY die Sprache der Gewinnstellungen, fiir
die es mittels Virtueller Verbindungen einen Beweis gibt.

Mit diesen Definitionen kénnen wir aus Satz 4.1 das folgende Korollar folgern:
Korollar 4.5 HEXY C HEX

Es stellt sich die Frage, ob HEXY = HFEX gilt. Wir kénnen das mit folgendem
Satz verneinen.

Satz 4.6 HEX\HEXY # 0.

Beweis: Zu zeigen ist:
Es gibt einen Hex-Graphen G = (V, E, 3) und Felder z,y € V', sodass gilt:
1. Der Hex-Graph G représentiert eine Hex-Spielsituation.

2. Die Felder z,y € V mit 5(x) = 5(y) = b repréisentieren die beiden Rand-
felder dieser Hex-Spielsituation.

3. In dieser Hex-Spielsituation ist der Gegner am Zug.

4. Der eigene Spieler kann die Felder  und y verbinden.

5. Die Felder x und y sind nicht virtuell verbunden.
Der Beweis erfolgt durch Angabe eines geeigneten Hex-Graphen G (siehe Ab-
bildung 4) und einer dazugehdrigen Hex-Spielsituation (siehe Abbildung 5).4

Die weiflen Rénder stellen die Felder x und y dar. Der Gegner (Schwarz) ist am
Zug.

Wir zeigen zuniéchst, dass der eigene Spieler (Weif) die Rénder = und y ver-
binden kann. Schwarz besetze 0.B.d.A. ein Feld aus der unteren Hilfte von G.

“In [Ans02] wird auf die Angabe einer Spielsituation verzichtet.
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Abbildung 4: Der Hex-Graph G
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Abbildung 5: Eine zu G gehorige Spielsituation
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Dann kann Weif3 g belegen und zwingt damit Schwarz, im n#chsten Zug auf f
zu spielen.’

Symmetrisch dazu zwingt anschlieBend Weifl mit einem Zug auf ¢ Schwarz dazu,
auf d zu spielen. Wenn Weif} jetzt e belegt, entsteht ein weifler Pfad von z iiber
t,c,e,g und s nach y.

Es ist nur noch zu zeigen, dass = und y nicht virtuell verbunden sind. In [Ans02]
wird anstelle eines Beweises auf die Benutzung eines Computerprogramms ver-
wiesen, welches alle Virtuellen Verbindungen in G berechnet. Wir fithren hier
einen Beweis ohne Computerhilfe.

Dazu zeigen wir zunéchst, dass eine Virtuelle Verbindung von x und y nicht
mit der AV-Regel (iiber s, s, t oder t’) abgeleitet werden kann.

Angenommen, es giibe Virtuelle Verbindungen (z, A, t) und (¢, B, y) mit ANB =
0 (wobei aus {s, s, t,t'} das Feld ¢ 0.B.d.A. gewihlt ist). Einer der Triger A und
B enthilt dann nur hochstens ein Feld aus {a, b, ¢}. Wenn Schwarz nun auf dieses
Feld spielt, wird die Virtuelle Verbindung zu = oder zu y abgeschnitten, d.h.
es handelt sich iiberhaupt nicht um eine Virtuelle Verbindung. Widerspruch.
Dieselben Uberlegungen treffen auch fiir d’ anstelle von = zu; das wird spiter
bendtigt.

Eine Virtuelle Verbindung von z und y kann also nur mit der OR-Regel ab-
geleitet werden. Sei dementsprechend (z,C,y) eine Virtuelle Semi-Verbindung
mit ¢’ ¢ C. Wir kénnen uns vorstellen, Schwarz spiele auf ¢’. Dann gibt es Vir-
tuelle Verbindungen (z,Cy, z) und (z,Co,y) mit z # ¢, {z,¢'} N (C1UCy) =0,
C1NCy =0 und B(z) = f. Wir kénnen uns vorstellen, dass Weif} als Reaktion
auf die Belegung von ¢’ durch Schwarz nun auf z spielt. Wegen Satz 4.1 hat
Weif so eine Gewinnstrategie (x mit z iiber C) verbinden, z mit y iiber Cy
verbinden).

Es muss z # ¢’ gelten, denn sonst kann Schwarz z (= ¢’) durch Spiel auf ¢
isolieren. Wire z € {e, f,a,b, h,i, f',a’',b' b’ '}, konnte Schwarz g belegen und
im Folgenden z und y durch komplementéres Spiel auf die Felderpaare (¢, d) und
(¢, d") trennen. Wire z = d, kénnte Schwarz ¢ belegen und im Folgenden 2 und
y durch komplementéres Spiel auf die Felderpaare (f, g) und (¢/,d’) trennen.

Wiire z = ¢/, enthielte (wegen C; N Cy = () C; oder Co hichstens ein Feld aus
{d’,d’,b'}. Dies konnte Schwarz im néichsten Zug besetzen und so ¢’ von z oder
von y abschneiden. (Schwarz hat ¢’ schon belegt.)

Wire z = g, spielt Schwarz auf f und trennt im Folgenden g von  durch kom-
plementéires Spiel auf die Felderpaare (e, c) und (d’, ). Ahnliches gilt fiir den
Fall z = c¢. (Man beachte hier den Unterschied zu einer allgemeinen Strategie.)

Es bleibt also nur der Fall z = d’ iibrig. D. h. es bestehen Virtuelle Verbindungen
(z,C1,d") und (d', Co,y). Man kann Cy = () wihlen. Wie kann aber die Virtuelle
Verbindung (d’, Cs,y) abgeleitet werden?

5Sch\yarz konnte auch zunéchst auf h bzw. i spielen, was Weifl mit i bzw. h beantworten
wiirde. Ahnliches gilt wihrend des ganzen Spiels fiir A’ und 4, a und b sowie a’ und b'. Wir
nennen das komplementdres Spiel auf die Felderpaare (h,1), (h',i'), (a,b) und (a’,d’).
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Wir wissen bereits, dass eine Virtuelle Verbindung von d’ und y nicht mit der
AV-Regel (iiber s, s', t oder t') abgeleitet werden kann. Also muss (d’, Co, y) iiber
die OR-Regel abgeleitet werden. Wir stellen uns vor, Schwarz spiele auf ¢’. Jetzt
muss es Virtuelle Verbindungen (d’,Cs, 2') und (2/,Cy,y) mit 2’ & {¢,¢,d'},
{#,d,¢,d}n(C3UCy) =0, C3NCy=0und 5(') = f geben.

Durch Anwendungen der AV-Regel konnen Virtuelle Verbindungen
(d,0,¢),(d,0,n),(d,0,b),(d,D,a) und (d',0,f) abgeleitet werden. Da ¢
von Schwarz bereits besetzt ist, entspricht dies gerade den Nachbarschaften
von z. Daher kann die Aufgabe, Virtuelle Verbindungen (d’,Cs,2’) und
(2/,Cy4,y) abzuleiten (mit o.g. Eigenschaften fiir 2/, C3, Cy), hochstens analog
zur Aufgabe, Virtuelle Verbindungen (x, Cq, z) und (z, Cs, y) abzuleiten, gelost

werden.® Fiir Letzteres war aber die Wahl z = d zwingend. Da 2/ = d’
nicht moglich ist, sind beide Aufgaben unlosbar. D.h. es gibt keine Virtuelle
Verbindung (z, C, y). O

Korollar 4.7 HEXY C HEX.

5 Eine Einschrinkung der Operatoren

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, fiir die weiteren Betrachtungen die Anwen-
dungsfille der Operatoren, die in Abschnitt 3 definiert wurden, einzuschrianken.
Genauer gesagt, mochten wir teilweise auf die Moglichkeit verzichten, mit der
AV-Regel Virtuelle Verbindungen abzuleiten. Wir werden zeigen, dass mit die-
ser Einschriankung nicht weniger Virtuelle Verbindungen erkannt werden.

5.1 Die eingeschrinkte Rolle der AV-Regel

Wir werden den Beweis des zentralen Satzes dieses Abschnitts per Indukti-
on fithren. Dazu benétigen wir folgende partielle Ordnung auf der Menge der
Virtuellen Verbindungen.

Definition 5.1 Sei G = (V,E,(3) ein Hex-Graph. Seien darin VCi =
(x1,C1,y1) und VCo = (x9,Ca,y2) Virtuelle Verbindungen. Dann gilt VC1 <
VCqy per Definition genau dann, wenn gilt:

e VCi1 =VCy oder
o |C1| < |Cs|  oder

. |fC}11|| = |Ca| und {z | 2 € {z1, 1}, 8(2) = fH < {z | 2 € {@2, 42}, 8(2) =

STatséchlich ist die Situation jetzt schwieriger, da neben ¢’ auch ¢’ von Schwarz besetzt
ist.
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Definition 5.2 Wird die AV-Regel auf zwei Virtuelle Verbindungen mit lee-
ren Trdgern angewandt, sprechen wir auch von einer AVy-Regel. Bei sonstigen
Anwendungen der AV-Regel sprechen wir auch von einer AV, -Regel.

Bemerkung 5.3 Die AV(-Regel kann nur in Féllen folgender Art angewandt
werden:

O @ O

x Y z

D.h., z und z sind frei. Denn Nachbarn von besetzten Feldern sind nach Defi-
nition 2.1 (3. Eigenschaft) frei.

Satz 5.4 Sei VC = (x, A, z) eine Virtuelle Verbindung in einem Hex-Graphen
G. Dann ist zu deren Ableitung die AV -Regel nicht erforderlich.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion iiber die Ordnung aus Definition 5.1:
Wenn VC iiber die AV -Regel entstanden ist, ist VC auch ohne Verwendung
dieser Regel ableitbar.

Induktionsanfang: A = (). Dann kann VC nicht iiber die AV, -Regel entstanden
sein. Die Behauptung ist dann also leer.

Induktionsschritt: A # (. Sei im Folgenden VC iiber die AV -Regel

entstanden. (Andernfalls ist nichts zu zeigen.) Dann hat VC die Form
O L] @ L] O mit CND=0#CUD = A.
x C Yy D z

Die Felder z, z konnten besetzt oder frei sein (dargestellt durch graue Kreise).

Fall 1: C # 0 =D oder D # () = C.

Wir nehmen 0.B.d.A. ersteres an. Weil G ein Hex-Graph ist, gilt dann 3(z) = f.

Weil 8(y) = b gilt, ist die Virtuelle Verbindung O L
xXr

C Y
nach Induktion ohne AV_-Regel ableitbar, denn sie ist kleiner als VC. Das
bedeutet, es gibt ein & > 1 und C; fiir ¢ € {1,...,k} mit C = |J,;C; und
N, Ci = 0, wobei sich die C; jeweils disjunkt in C}U{c;}UC? partitionieren
lassen:

O ] O ] ® O
x C! Ci C? Y z
Die Virtuellen Verbindungen O O und
T C} ¢
O [I— @ O sind ohne AV, -Regel ableitbar,
Ci C? Yy z

weil kleiner als VC, also auch die Virtuellen Semi-Verbindungen

. Wegen (),C; = 0 ist die OR-Regel

r Clu{qluC?=0C; =2

anwendbar und VC = () () ist ohne AV -Regel ableit-
x C z

bar.
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Fall 2: C # @ und D # ) mit C N D = ).

Dann sind O ] o und [ ] O ohne
x C Y Y D z

AV, -Regel ableitbar, denn sie sind kleiner als VC. Das bedeutet, es gibt wieder

ein k> 1 und C; fir i € {1,...,k} mit C = J,; C; und ), C; = 0, wobei sich

die C; jeweils disjunkt in C}U{c; }JUC? partitionieren lassen:

T C} ci C? Y D 2
Die Virtuellen Verbindungen O O und
— & e Ci
O [I— O sind ohne AV -Regel ableitbar, weil kleiner als VC,
¢ C?*UD 2
also auch die Virtuellen Semi-Verbindungen O ><] O .

T C;ubD z
Symmetrisch  gilt  dies auch  fiir  Virtuelle  Semi-Verbindungen

? C%i 9 . Wegen (,(C; U D) N (;(CUD;) = 0 ist die

OR-Regel anwendbar und VC = O L O ist ohne AV,-
x cCuD z

Regel ableitbar. O

5.2 Informelle Uberlegungen zur AND-Regel

Satz 5.4 wirft zwei Fragen auf:

1. Inwieweit ist es tiberhaupt sinnvoll, Hex-Graphen mit besetzten Feldern
zu betrachten?

2. Welche Bedeutung hat die AV -Regel moglicherweise im Hinblick auf die

praktische Berechnung Virtueller Verbindungen mit Computern?

Wir wollen zuerst die erste Frage erortern. Zur Erlduterung sei angemerkt, dass
man folgendes Verfahren durchfithren kénnte, um besetzte Felder aus einem
Hex-Graphen zu entfernen:

e Wihle ein besetztes Feld z. Seien z1,...,z, dessen Nachbarn, die nach
Definition von Hex-Graphen frei sind.

e Entferne 2z und seine Nachbarschaften. Fiige die Nachbarschaften
H{zi, zj} |1 <4, <n,i# j} hinzu.

e Wiederhole, bis alle besetzten Felder entfernt sind.

Das Verfahren fiigt also Cliquen hinzu. Die Verbindung zur AV-Regel ergibt
sich daraus, dass die Durchfithrung des Verfahrens genau der Anwendung der
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AV-Regel entspricht. Man koénnte jedoch die Anwendung der AV-Regel ganz
verbieten, wenn man vorher das obige Verfahren durchfiihrt.

Ein offensichtlicher Nachteil dieser Vorgehensweise ist aber, dass sich die Réander
nicht mehr als besetzte ,Randfelder* représentieren lassen, da besetzte Fel-
der ja entfernt werden. Um das zu vermeiden, kénnte man die Randfelder als
frei betrachten. Allerdings miisste man trotzdem konsequenterweise zwei Fel-
der z;,z;, die an den Rand angrenzen als benachbart (bzw. virtuell verbunden
mit leerem Tréger) betrachten. Diese Vorgehensweise erscheint insgesamt etwas
unnatiirlich.

Fin weiterer Nachteil obiger Vorgehensweise ergibt sich daraus, dass wir auch
die Einbettung von Hex-Graphen in konkrete Hex-Bretter im Auge haben. In
[Rei81] wird beschrieben, wie planare Hex-Graphen in Hex-Bretter eingebet-
tet werden konnen, falls freie Felder hochstens drei Nachbarn haben. Durch
die Einfithrung weiterer Nachbarschaften durch obiges Verfahren geriete diese
Eigenschaft in vielen Féllen in Gefahr.

Praktische Erwagungen bei der konkreten Berechnung Virtueller Verbindungen
mit Computern fithren uns zur zweiten Frage und zu einem weiteren Nach-
teil des volligen Verzichts auf die AV-Regel. Es stellt sich ndmlich heraus, dass
die Berechnung Virtueller Verbindungen rechenintensiv ist.” Trotzdem widmet
beispielsweise das Programm Hezy viel seiner Bedenkzeit der Berechnung Vir-
tueller Verbindungen. Jedoch kénnen nicht alle Virtuellen Verbindungen be-
rechnet werden. Es sind daher (heuristische) Regeln erforderlich, unter welchen
Bedingungen welche Regeln angewandt werden sollen. Naheliegend ist, u. U. die
Anwendung der OR-Regel auf zu viele (beispielsweise mehr als fiinf) Virtuelle
Semi-Verbindungen zu verbieten.

Andererseits sollen aber (im Sinne der ,Kiinstlichen Intelligenz“) zumindest
diejenigen Virtuellen Verbindungen erkannt werden, die ein menschlicher Spieler
schnell erkennt. Beispielsweise erkennen menschliche Spieler leicht ,, Ketten* aus
,,Zweier-Briicken“:

£ Yy

Es ist leicht nachzupriifen, dass viele Regelanwendungen erforderlich sind, um
die Virtuelle Verbindung zwischen x und y nachzuweisen, wenn man auf die
AV, -Regel verzichtet. Wenn man jedoch die AV_-Regel hinzuzieht, kann man
die Anwendung der OR-Regel auf zwei Virtuelle Semi-Verbindungen gleichzeitig
beschranken.

Diese Griinde motivieren nachtréglich unsere Definition von Hex-Graphen mit
besetzten Feldern.

Trotzdem werden wir der Einfachheit halber bei den folgenden theoretischen
Uberlegungen auf die Anwendung der AV-Regel verzichten. Das heifit, wir set-

"Das soll ja auch theoretisch in dieser Arbeit gezeigt werden.
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zen die Anwendung des obigen Verfahrens voraus, ohne allerdings die Randfel-
der zu entfernen. Ob diese Randfelder als besetzt oder frei betrachtet werden,
spielt keine Rolle. Mit Satz 5.4 schréinken wir die Méchtigkeit Virtueller Ver-
bindungen durch den Verzicht auf die AV-Regel nicht ein.

6 Strategien

Fiir die Uberlegungen in diesem Abschnitt setzen wir einen festen Hex-Graphen
G = (V,E, 3), wie er in Abschnitt 2.1 definiert wurde, voraus. Mit den Uber-
legungen aus Abschnitt 5.2 kénnen wir die Spielfelder als frei annehmen, auch
wenn wir uns fiir Virtuelle Verbindungen interessieren.®

Wir interessieren uns in diesem Abschnitt fiir Strategien. Strategien sind Pléne
eines Spielers (hier: des eigenen Spielers), die beschreiben, wie er sich im
weiteren Spielverlauf verhalten wird. Wir definieren Strategien formal. Dazu
bedienen wir uns einer informatik-typischen Beschreibung mit hierarchisch-
baumartigem Charakter.

Ziel dieses Abschnittes ist, die Strategie, die zur Realisierung von Virtuellen
Verbindungen noétig ist, zu charakterisieren. So kénnen wir das Vorhandensein
einer Virtuellen Verbindung der Spielfelder x und y beweisen bzw. widerlegen,
indem wir das Vorhandensein eines bestimmten Typs von Verbindungsstrategie
beweisen bzw. widerlegen.

6.1 Nicht-lokale Strategien

Definition 6.1 (Nicht-lokale Strategie (INLS))
Sei C' C V eine Menge freier Spielfelder. Dann ist eine nicht-lokale Strategie
(NLS) mit Triger C ein Baum mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Wurzel ist ein Knoten w, der mit Carr(w) = C markiert ist.

2. Die Wurzel w hat n > 0 Séhne s;, welche threrseits NLS mit Trdger
Carr(s;) = C; sind.

Die Kanten d; zu den Sohnen s; sind mit zug(d;) = ¢; € V. markiert.
Uizt (et u ) € C.

Vie{l,...,n}:¢ &C;.

n>0 = m?:l ({Cl} U CZ) = 0.

S v S

Um einen Zusammenhang mit der umgangssprachlichen Bedeutung des Worts
Strategie herzustellen, beachte man folgendes:

8Zur Kennzeichnung von Randfeldern zeichnen wir in manchen Hex-Graphen Randfelder
als belegte Felder (schwarz).
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e Der Tréger gibt an, auf welche Felder der eigene Spieler im weiteren Spiel-
verlauf moglicherweise spielen wird.

e Die Sthne geben Strategien fiir das weitere Spiel an, nachdem Gegner und
eigener Spieler je einmal gezogen haben.

e Im Fall n = 0 ,jendet“ die Strategie in dem Sinn, dass es fiir den weiteren
Spielverlauf keine Strategie mehr gibt.

e Die Kantenmarkierungen geben den Zug des eigenen Spielers an.

e Die vierte Eigenschaft von Definition 6.1 garantiert, dass der Spieler auch
weiterhin nur auf Felder des Trégers spielen wird.

e Die fiinfte Eigenschaft garantiert, dass die Strategie nicht verlangt, dass
der Spieler mehr als einmal auf ein Feld spielt.

e Die sechste Eigenschaft garantiert, dass der eigene Spieler auf jeden mogli-
chen Zug des Gegners eine Antwort (d.h. einen eigenen Zug und eine
Fortsetzungsstrategie mit einem Triger noch freier Felder) hat.

Es ist moglich, dass eine NLS zwei verschiedene, aber identisch markierte Un-
terbdume enthélt. Man kann dann solche Teilstrategien miteinander identifizie-
ren, wodurch Speicherbedarf und graphische Darstellungen der Strategien klei-
ner werden. Auf diese Weise entsteht ein gerichteter azyklischer Graph (DAG).
Wir betrachten so entstandene DAGs auch als Strategien.

Der ,Erfolg” einer Strategie misst sich bei Hex an den vom eigenen Spieler
belegten Feldern. Dabei kommt es typischerweise nicht auf die Reihenfolge der
Belegung an. Nur aufgrund der bequemeren Notation benutzt die folgende De-
finition das Konzept der Wérter, die eine Sprache bilden. Wir kénnen in diesem
Zusammenhang aber von Wortern ausgehen, die keine Reihenfolge der Buch-
staben induzieren.

Definition 6.2 (Sprache einer NLS)
Sei w die Wurzel einer NLS mit den Bezeichnungen aus Definition 6.1. Dann
ist die Sprache dieser NLS definiert als

Im Falln =0 ist L(w) = 0.

Die Sprache gibt die moglichen Belegungen des eigenen Spielers an, wenn er der
Strategie folgt. Dabei entscheidet i. A. der Gegner, welche Belegung der eigene
Spieler tatséchlich erzielt, d. h. der Gegner wihlt das Wort aus der Sprache.
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Definition 6.3
FEine NLS mit Wurzel w heifst (x,y)-verbindend genau dann, wenn

Vu € L(w) 3 Buchstaben ug, ..., u; aus u :
Uy ua}, {ur, uats oo {ug—1, un}, {ug, y}} C E.

In den Fillen L(w) =0 und k =0 muss {z,y} € E gelten.

Diese Definition entspricht der Intuition. Als Beispiel betrach-
te man die Abbildungen 6 und 7. Die Sprache dieser NLS ist
{bae,baf,bce,bef,bea,bec,bfa,bfec,dg,dh}. Die NLS ist somit (z,y)-
verbindend.

Abbildung 6: Ein Hex-Graph

6.2 Lokale Strategien
6.2.1 Lokalititen in Spielen

Ein moderner Zweig der KI, der sich mit Spielen befasst, ist die Combinato-
rial Game Theory. Diese befasst sich damit, inwieweit Spielsituationen (z.B.
im japanischen Brettspiel Go) sich in sog. local subgames zerlegen lassen. Das
betrifft insbesondere die Endphase (endgames) [Mue99].

Dieser Ansatz entspricht dem menschlichen Vorgehen bei der Beurteilung von
Spielsituationen. Auch Hex-Spielsituationen lassen sich oftmals vorteilhaft in
sog. local patterns zerlegen. Z.B. besteht die Darstellung der Gewinnstrategie
fiir ein 7 x 7-Hex-Spiel in [YLPO1] im Wesentlichen in der Beschreibung von 41
local patterns.

Dies motiviert uns, auch in unserem Formalismus lokale Strategien explizit be-
schreiben zu kénnen.
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a’7b’c7d’e7f’g7h’

Abbildung 7: Eine NLS zum Hex-Graphen aus Abbildung 6

6.2.2 Lokale Strategien formal

Die Idee zur Einbindung lokaler Strategien besteht darin, dass wir erlauben,
dass sich die NLS aus Abschnitt 6.1 an den Knoten in lokale Teilstrategien
aufspalten. Dabei spaltet sich entsprechend der Tréger disjunkt in Tréger fiir
die lokalen Teilstrategien auf. Dazu fiithren wir Spaltungsknoten ein: Knoten
einer lokalen Strategie kénnen Spaltungsknoten als S6hne haben, deren S6hne
wiederum lokale Strategien sind.

Die unter einem Spaltungsknoten liegenden Strategien kénnen parallel verfolgt
werden, da ihre Tréger disjunkt sind. Der Gegner kann immer nur den Tréger ei-
ner darunterliegenden Strategie angreifen. Der eigene Spieler reagiert auf solche
Angriffe entsprechend derjenigen Strategie, dessen Triger angegriffen worden
ist.

Definition 6.4 (Lokale Strategie (LS))
Sei C C V eine Menge freier Spielfelder. Dann ist eine lokale Strategie (LS)
mit Triger C ein Baum mit folgenden Figenschaften:

1. Die Wurzel ist ein Knoten w, der mit Carr(w) = C markiert ist.

2. Die Wurzel w hat n > 0 Séhne s;, welche ihrerseits LS oder Spaltungs-
knoten mit Triger Carr(s;) = C; sind.
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3. Die Kanten d; zu den Sohnen s; sind mit zug(d;) = ¢; € V' markiert.
4. UL {atucy) cc.

5.Vie{l,...,n}:c &C.

6.n>0 = N, {atuc)=0.

Definition 6.5 (Spaltungsknoten)

Ein Knoten w ist ein Spaltungsknoten mit Triger C C V, wenn er folgende
Eigenschaften besitzt:

1. Er ist mit Carr(w) = C' markiert.
2. Er hat n > 0 Soéhne s;, die LS mit Trager Carr(s;) = C; sind.
3. Die C; sind paarweise disjunkt, und es gilt U?:l C;,=C.
4. Die Kanten zu den Sohnen sind unmarkiert.
Als Beispiel betrachte man wieder Abbildung 6. Die NLS aus Abbildung 7

konnen wir jetzt wie in Abbildung 8 gezeigt lokal formulieren. Dabei symboli-
siert der trapezformige Knoten einen Spaltungsknoten.

a7bﬂcﬂd’67f’g’h

Abbildung 8: Eine LS zum Hex-Graphen aus Abbildung 6

Es stellt sich analog zu NLS die Frage, welche Belegungen der eigene Spieler
erreichen kann. Dazu definieren wir die Sprache einer LS gleich wie die Sprache
einer NLS:
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Definition 6.6 (Sprache einer LS)
Sei w die Wurzel einer LS mit den Bezeichnungen aus Definition 6.4. Dann ist
die Sprache dieser LS definiert als

n

L(w) := [ ({zug(di)} o L(s)) (€ C7).

=1

Im Falln =0 ist L(w) = 0.

Zur Vollsténdigkeit dieser Definition benétigen wir auch die Sprache eines
Spaltungsknotens. Die folgende Definition beriicksichtigt die oben beschriebene
Funktion von Spaltungsknoten.

Definition 6.7 (Sprache eines Spaltungsknotens)
Sei w ein Spaltungsknoten mit den Bezeichnungen aus Definition 6.5. Dann ist
die Sprache dieses Knotens definiert als

L(w) :== L(s1) o+ 0 L(sy).

Das bedeutet, der eigene Spieler erzielt Belegungen entsprechend aller darun-
terliegenden lokalen Strategien s;. Wie zuvor bei NLS wihlt jedoch i. A. der
Gegner die Worter aus den L(s;) und somit das Wort aus L(w).

Wie NLS, kénnen LS (z, y)-verbindend sein. Diese Eigenschaft sei genau analog
zur Definition 6.3 definiert.

Als Beispiel mag die LS aus Abbildung 8 dienen: Die Sprache des Spaltungs-
knotens ist {e, f} o {a,c} = {ea,ec, fa, fc}. Die Sprache der LS ist dann
{bea, bec,bfa,bfc,dg,dh}, was im Wesentlichen (modulo Reihenfolge) der Spra-
che der NLS aus Abbildung 7 entspricht. Die LS ist ebenfalls (z, y)-verbindend.

6.3 Direkt-verbindende LS und Virtuelle Verbindungen

Definition 6.8 (direkt-verbindende LS, DVLS)
FEine LS mit Wurzel w heifst (x,y)-direkt-verbindend genau dann, wenn eine
der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. Die Wurzel w hat keine Séhne und es gilt {z,y} € E.
2. Die Wurzel w hat n > 0 Spaltungsknoten s; als Sohne, sodass

(a) die Kanten zu den Sohnen mit ¢; markiert sind und

(b) die Spaltungsknoten s; jeweils zwei LS mit Wurzeln vil bzw. ’UZ-Q als

Sohne haben und
(c) die v} Wurzeln von (x,c;)-direkt-verbindenden LS sind und

(d) die v’ Wurzeln von (c;,y)-direkt-verbindenden LS sind.

(2
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Man kann sich (z, y)-direkt-verbindende Strategien so vorstellen, dass der Spie-
ler  und y verbindet, indem er im Spielverlauf einen einzigen Pfad von x nach
y aufbaut. Alle Felder, die er im Spielverlauf besetzt, sind Bestandteil dieses
Pfades. Spielt er etwa in seinem ersten Zug auf ein Feld z, so kdnnte er seinem
Gegner schon garantieren, dass er x und y verbindet, indem er x und z so-
wie z und y verbindet. Aulerdem konnte er dem Gegner die beiden disjunkten
Mengen freier Felder nennen, die er fiir die genannten Verbindungen eventuell
benutzen wird. Im néichsten Zug besetzt er dann ein Feld 2/, welches er entweder
mit z und mit z verbinden wird oder mit z und mit y. So ,konkretisiert“ er
mit jedem Zug den Pfad von x nach y, bis dieser vollstandig ist. Abbildung 9
versucht eine Illustration dieses Sachverhalts.

Abbildung 9: Eine Illustration einer (z,y)-DVLS

Es ist klar (Induktion iiber die Definition von DVLS), dass jede (x,y)-direkt-
verbindende Strategie (z,y)-verbindend ist.

Als Beispiel betrachte man wieder den Graph aus Abbildung 6. Die (z,y)-
verbindende LS aus Abbildung 8 Idsst sich, wie Abbildung 10 zeigt, auch als
DVLS formulieren.

Mit DVLS lassen sich Strategien, die zu Virtuellen Verbindungen ,,gehéren*,
charakterisieren. Dies besagen die folgenden beiden Séatze.

Satz 6.9 Wenn die Knoten x und y vermdge der Virtuellen Verbindung
(z,C,y) virtuell verbunden sind, ezistiert eine (z,y)-DVLS mit Wurzel w und
Carr(w) = C.

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv iiber den Aufbau Virtueller Verbindungen
ohne AV-Regel. Im Induktionsanfang gilt C' = ), und z, y sind benachbart. Also
bildet ein sohnloser Knoten w mit Carr(w) = ) eine (x,y)-DVLS.

Ist C # (), liegt folgende Situation vor:
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a7b7c7d767f’g7h

Abbildung 10: Eine DVLS zum Hex-Graphen aus Abbildung 6
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Dabei sind (siehe Abschnitt 3) C}, {¢;} und C? fiir alle i paarweise disjunkt.
Aulerdem gilt:

ﬂCl-lU{ci}OCiZ = 0 und
i=1
U cli{aoc? = ¢
i=1
Induktiv existieren (z,¢;)-DVLS mit Wurzeln v} und Carr(v}) = C}, sowie

(¢i,y)-DVLS mit Wurzeln v? und Carr(v?) = C2. Bilde Spaltungsknoten v; mit
Carr(v;) = C; := C}UC?:

Bilde daraus die in Abbildung 11 gezeigte (x,y)-DVLS mit Triger C' =
Uiz Ci{ei}. O

Satz 6.10 Wenn eine (x,y)-DVLS mit Wurzel w und Carr(w) = C' existiert,
dann existiert auch eine Virtuelle Verbindung (x,C’,y) mit C' C C.

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv {iber den Aufbau von DVLS. Im Induk-
tionsanfang hat w keine Sohne. Da eine (z,y)-DVLS vorliegt, miissen x und

y benachbart sein. In diesem Fall ist (x,0),y) nach Definition eine Virtuelle
Verbindung. Es gilt § C C.

Hat w S6hne (n > 0 an der Zahl), so habe die DVLS die in Abbildung 11 gezeigte
Struktur. Induktiv gibt es dann fiir alle ¢ € {1,...,n} Virtuelle Verbindungen
(z,CY,¢;) und (¢;, C? ) mit Cij, C Cg (7 € {1,2}). Insbesondere gilt daher
auch C'Z»ll N CZ-QI =0:

M
Xz C: C; Cz Y

)
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Ct \ v vi / CF e o o O\, v / C
Abbildung 11: Eine DVLS

Mittels der AS-Regel lassen sich dann fiir alle ¢ Virtuelle Semi-Verbindungen
von folgender Form ableiten:

® — o

T YU yuc? y

Es gilt

' Heyoc? () CHO{euC?
i=1 =1
=1
= 0.

Folglich ldsst sich mittels der OR-Regel die Virtuelle Verbindung (z, C’,y) ab-
leiten:

® | |
x C’ Yy
Dabei gilt wie gefordert
¢ = |Jcrofauc
i=1
c Jclufatoc?
i=1
c C.

a

Korollar 6.11 Zwei Felder x,y sind genau dann virtuell verbunden, wenn es
eine (x,y)-DVLS gibt.
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Satz 6.12 HEXY € PSPACE.

Beweis: Sei (V,FE,(,x,y) das Quintupel, dessen Mitgliedschaft in HEXY
getestet werden soll.

Die Eigenschaften 1. — 3. aus Definition 4.2 tiberpriift man durch Raten einer
entsprechenden Hex-Spielsituation.

Zur Uberpriifung, ob « und y virtuell verbunden sind, entfernt man zunichst
aus dem Hex-Graphen (V, E, 3) die besetzten Felder auler den beiden Randfel-
dern nach dem Verfahren aus Abschnitt 5.2. Es entsteht ein neuer Hex-Graph
(V' E', 3"). Mit Korollar 6.11 geniigt es jetzt zu iiberpriifen, ob eine (z,y)-DVLS
mit Triger V'\{x, y} existiert. Dazu verwenden wir den nicht-deterministischen
Algorithmus 6.13.

Algorithmus 6.13 check-DVLS

function check-DVLS(V, E, 3, C, z,y) return boolean
(* Das Tripel (V, E, 8) bildet einen Hex-Graphen mit 3(V\{z,y}) = {f}. *)
(* Es wird zuriickgegeben, ob es eine (z,y)-DVLS mit Triger C' gibt. *)
var
n,i: {1,...,|V]}
c: array of V
C',C?: array of 2V
begin
if {z,y} N C # 0 then return false
elsif {z,y} € E then return true
endif
guess n,cy,...,¢,,Ci,...,CL C%, ... C2? such that
U (e} UG U EH) e
Ao ({e} U CH O C?) =
Vie{l,...,n}:c; ¢ C}UC?
Vie{l,...,n}:CINC? =1
else return false
endguess
for i :=1to n do
if not check-DVLS(V, E, 3,C}, x, ¢;) or not check-DVLS(V, E, 3, C?, ¢;, y)
then return false
endif
endfor
return true
end

Die Korrektheit von Algorithmus 6.13 ergibt sich aus den Uberlegungen dieses
Abschnitts. Sein Platzbedarf ist polynomiell beschrinkt:
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Sei n := |V]. Die C’ij bendtigen jeweils O(n) Platz. Von ihnen gibt es O(n)
viele. Daher benétigt eine Rekursionsstufe O(n?) Platz. Die Rekursion bricht
nach O(n) rekursiven Aufrufen ab, weil zumindest ein Feld (ndmlich ¢;) in jeder
Stufe entfernt wird. Insgesamt liegt der Platzbedarf also in O(n?). O

Bemerkung 6.14 Aus Algorithmus 6.13 kann man (z. B. mit dem Satz von
Savitch) einen deterministischen polynomiell platzbeschrinkten Algorithmus
entwickeln.

7 Die PSPACE-Héarte von HEXY

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass HEXY PSPACE-hart ist. Mit
Satz 6.12 folgt damit, dass HEXY PSPACE-vollstandig ist.

7.1 Vorwirts-verbindende LS

Als Vorbereitung fiir die PSPACE-Hérte von HE XY definieren wir vorwdrts-
verbindende lokale Strategien (VVLS) als Spezialfall von direkt-verbindenden
lokalen Strategien (DVLS, siehe Definition 6.8).

Definition 7.1 (vorwirts-verbindende lokale Strategie, VVLS)
Eine LS mit Wurzel w heifst (x,y)-vorwirts-verbindend genau dann, wenn eine
der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. Die Wurzel w hat keine Séhne und es gilt {z,y} € E.
2. Die Wurzel w hat n > 0 Spaltungsknoten s; als Sohne, sodass

(a) die Kanten zu den Sohnen mit ¢; markiert sind und

(b) die Spaltungsknoten s; jeweils zwei LS mit Wurzeln v} bzw. v? als
Sohne haben und

(c) die v} keine Séhne haben und {z,c;} € E gilt und

(d) die v} Wurzeln von (c;,y)-vorwirts-verbindenden LS sind.

Es ist klar, dass VVLS auch DVLS sind, da Knoten vil, die Eigenschaft 2.(c)

erfiillen, auch Wurzeln von (trivialen) (z, ¢;)-direkt-verbindenden LS sind.

Die Abbildungen 12 und 13 stellen beispielhaft einen Hex-Graphen und eine
(z,y)-vorwirts-verbindende lokale Strategie dar.

Man kann sich (z, y)-vorwérts-verbindende LS so vorstellen, dass sich der Spie-
ler von x ab einen einzigen Pfad aufbaut, den er im Spielverlauf in Richtung
y verldngert, bis er schlief8lich y erreicht. Erreicht der Pfad wihrend des Spiels
ein Feld z, d. h. existiert schon ein Pfad von z nach z, so besetzt der Spieler im
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Abbildung 12: Ein Bindrbaum als Hex-Graph

a” b? C7 d7 e’f

C,d eaf

0 0

N\ JZ

Abbildung 13: Eine vorwérts-verbindende lokale Strategie zu Abbildung 12
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nichsten Zug ein Feld 2/, das benachbart zu z ist. So verlingert er den Pfad,
der dann von x bis 2’ reicht.

Wenn man in einer (z,y)-VVLS einen Teilbaum, der selbst eine (¢;, y)-VVLS ist,
ersetzt durch eine andere (¢;, y)-direkt-verbindende LS, erhélt man zwar keine
(z,y)-VVLS, aber immer noch eine (z,y)-DVLS. Man kann solche Ersetzungen
beliebig héufig durchfiithren, ohne dass die (z,y)-DVLS-Eigenschaft verloren

ginge.

Wir werden in den folgenden Teilabschnitten solche DVLS angeben: Zunéchst
verfolgt der Spieler eine (x,y)-VVLS“ in Anfiihrungszeichen, denn er
verldngert nur bis zu einem gewissen Zeitpunkt in jedem Zug einen bereits
existierenden Pfad von x nach z um ein zu z benachbartes Feld z’. Wir nen-
nen das ab jetzt Pfadverlingerungsstrategie. So erreicht er (bis zu dem gewissen
Zeitpunkt) einen Pfad von z bis zu einem z;. Danach verfolgt er keine (2, y)-
VVLS, wie es bei einer reinen VVLS der Fall wire, sondern eine (zg,y)-DVLS.
Insgesamt verfolgt er so eine (x,y)-DVLS.

7.2 Die Reduktion von QBF auf HEX

In [Rei81] wird bewiesen, dass HEX PSPACE-vollstindig ist. Fiir die
PSPACE-Harte wird QBF, das bekannteste PSPA CE-vollstéindige Problem,
auf HE X reduziert: Wahre Formeln werden auf Gewinnstellungen des eigenen
Spielers abgebildet, falsche auf Verlierstellungen.

Um zu beweisen, dass auch HEXY PSPACE-hart ist, iibernehmen wir fast
genau die Konstruktion aus [Rei81]. Wir zeigen also, dass wahre Formeln nicht
nur auf Gewinnstellungen abgebildet werden, sondern auf Stellungen (Hex-
Graphen), fiir die es eine (s,¢)-DVLS gibt, wobei s und ¢ die Rénder reprisen-
tieren.? Fiir die falschen Formeln miissen wir uns nicht interessieren, da sie
(nach [Rei81]) auf Verlierstellungen abgebildet werden, die ja auf keinen Fall in
HEXY liegen. Im Folgenden gehen wir immer vom Fall einer wahren Formel
aus, die auf eine Gewinnstellung abgebildet wird.

Die Konstruktion in [Rei81] ist zu umfangreich, als dass sie hier vollstéindig
wiedergegeben werden koénnte. Wir bemiihen uns aber, die Eigenschaften der
Konstruktion, die fiir die PSPACE-Hérte von HEXY von Bedeutung sind,
explizit zu nennen.

7.3  Uberblick iiber die Konstruktion

Die Konstruktion in [Rei81] verlduft zweistufig. Es werden in der ersten Stu-
fe Hex-Graphen!® als Bauteile (,,Elementargraphen®) konstruiert, die dann in
der zweiten Stufe zusammengesetzt werden. Auf beiden Stufen werden planare

9Wir iibernehmen aus [Rei81] die Bezeichnungen s bzw. ¢ fiir die Rénder.
%Tn [Rei81] werden im Gegensatz zu unserer Definition von Hex-Graphen benachbarte be-
legte Felder nicht verschmolzen. Wir iibernehmen in diesem Abschnitt diese Darstellung.
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Graphen erzeugt, sodass auch insgesamt ein planarer Graph entsteht. Weiterhin
wird gezeigt, dass der entstehende Graph in ein Hex-Brett einbettbar ist. Bei
unserem Beweis, dass es zu Gewinnstellungen DVLS gibt, werden wir uns an
die Zweistufigkeit anlehnen.

In den Elementargraphen gibt es Eingdnge und Ausgénge. Die Eingénge sind
entweder mit Ausgingen anderer Elementargraphen oder mit s verbunden; die
Ausgiinge sind entweder mit Eingéingen anderer Elementargraphen oder mit ¢
verbunden.

In der Darstellung aus [Rei81] enthalten die Elementargraphen auch vom eige-
nen Spieler besetzte Felder. Wir {ibernehmen diese Darstellung der Ubersicht
halber. Wir kénnen uns aber die besetzten Felder (nach dem Verfahren aus Ab-
schnitt 5.2) wegdenken, damit wir auch von benachbart sprechen kénnen, wenn
zwel freie Felder iiber ein besetztes Feld miteinander verbunden sind. Wegen
Satz 5.4 und weil wir nicht am Layout der Konstruktion interessiert sind, sind
fiir uns beide Darstellungen gleichbedeutend. Besetzte Felder bringen uns also
nur eine bessere Optik.

In [Rei81] ist die Sprache HEX etwas anders definiert als bei uns: Der eigene
Spieler ist — anders als bei uns — am Zug. Dazu &ndern wir die Konstruktion
minimal — wie in Abbildung 14 gezeigt — ab. Die Einbettbarkeit in ein Hex-Brett
bleibt davon unberiihrt.

Graph aus [Rei81]

h

Abbildung 14: Anderung der Konstruktion aus [Rei81]

Auf diese Weise ist der Gegner gezwungen, in seinem ersten Zug auf das Feld
h zu setzen, will er eine sofortige Niederlage vermeiden.

7.4 Uberblick iiber die Gewinnstrategie

Die Gewinnstrategie ist zweiphasig.

Der eigene Spieler verfolgt in Phase 1 eine Pfadverldngerungsstrategie, d. h. er
belegt in jedem Zug ein Feld, das benachbart zu dem Feld ist, das er im letzten
Zug belegt hat.!! In dieser ersten Phase verliduft das Spiel so, dass nacheinander
(benachbarte) Elementargraphen bespielt werden. Die Spieler spielen dabei fiir

1 Am Anfang belegt er ein zu s benachbartes Feld.
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einige Ziige beide auf denselben Elementargraphen, bis sie dann beide das Spiel
auf einem benachbarten Elementargraphen fortsetzen.

Genauer gesagt leitet der eigene Spieler die Wechsel der Elementargraphen ein.
Dabei behalt er seine Pfadverldngerungsstrategie bei. D. h. er verlidngert seinen
Pfad bis zum Ausgang des alten Elementargraphen, wartet den Zug des Gegners
auf den alten Elementargraphen ab und macht dann den ersten Zug auf ein
Eingangsfeld des neuen Elementargraphen, welches benachbart ist zu dem von
ihm im letzten Zug besetzten Feld im alten Elementargraphen.

Die in dieser ersten Phase bespielten Elementargraphen werden im weiteren
Verlauf des gesamten Spiels nicht wieder bespielt, nachdem das Spiel einmal auf
einen benachbarten Elementargraphen iibergegangen ist. Daher kénnen wir bei
einigen Uberlegungen die jeweiligen Elementargraphen als bislang unbespielt
annehmen, wenn das Spiel in den betreffenden Elementargraphen eintritt. Wir
werden die Spielverldufe in Elementargraphen noch detaillierter untersuchen.

In jedem Elementargraph hat der Gegner die Moglichkeit, Phase 1 zu beenden.
Tut er dies nie, kann der eigene Spieler schliefilich Phase 1 beenden.

Wenn Phase 1 endet, hat der eigene Spieler seinen von s beginnenden Pfad
bis zu einem s gefiihrt, welches iiber einen sogenannten ,t-Pfad* (Bezeichnung
aus [Rei81]) (und evtl. iiber eine ,,Zweierbriicke*) mit ¢ verbunden ist (siche
Abbildung 15).'? In Phase 2 verfolgt der eigene Spieler dann eine (s’,¢)-DVLS.
Wir werden diese Strategie explizit angeben.

$1 S Sp =8 t-Pfad

Abbildung 15: Die Situation beim Wechseln der Phasen

Wenn der Gegner in der ersten Phase von der in den letzten Abschnitten be-
schriebenen Spielweise abweicht und auf diese Weise Phase 1 beendet, muss
man damit rechnen, dass er einen t-Pfad angreift. Dann kann der eigene Spieler
seinen von s beginnenden Pfad in einem einzigen Zug zu einem s’ verlingern,
welches {iber einen (erweiterten) t-Pfad mit ¢ verbunden ist. Wir werden das
fiir jeden Elementargraphen nachweisen.

Im Allgemeinen miissen wir also damit rechnen, dass der t-Pfad, mit dem der
eigene Spieler s’ und ¢ verbinden mochte, vom Gegner bereits angegriffen worden
ist, dass der Gegner also bereits ein Feld des t-Pfads besetzt hat. Nachdem der
eigene Spieler auf s’ gesetzt hat, ist der Gegner ein weiteres Mal am Zug.

Abbildung 16 zeigt einen Ausschnitt der (s,t)-DVLS beim Ubergang zwischen
den beiden Phasen.

121st s’ iiber eine Zweierbriicke mit dem t-Pfad verbunden, sagen wir auch, s’ ist mit einem
erweiterten t-Pfad verbunden.
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\

l Sp =258 (mit {s,—1,5,} € E)

A (s',t)-DVLS mit (evtl.

0 einmal angegriffenem)
t-Pfad als Tréger

Abbildung 16: Die (s,t)-DVLS beim Phasenwechsel

7.5 Die erste Phase

Wir untersuchen jetzt das Spiel in den einzelnen Elementargraphen. Dazu ge-
ben wir die Elementargraphen an und beschreiben jeweils, welche Situation vor
FEintritt des Spiels in den betreffenden Elementargraphen vorliegt, welche Situa-
tionen beim Verlassen des Elementargraphen moglich sind und wer iiber den
Fortgang entscheidet. Um zu zeigen, dass der eigene Spieler seine Pfadverlinge-
rungsstrategie weiterfithren kann, gehen wir jeweils auf mogliche Spielverlaufe
im Einzelnen ein.

Die Bezeichnungen der Elementargraphen stammen aus [Rei81].

7.5.1 Der Weifle Auswahlgraph

Abbildung 17 zeigt den Weiflen Auswahlgraphen, einen Elementargraphen.

Situation vor Eintritt:

Das Spiel befindet sich in Phase 1. Der eigene Spieler hat von s bis zum Eingang
FE einen Pfad gelegt und ist jetzt wieder am Zug. Am Ausgang A; befindet
sich ein t-Pfad, der noch nicht bespielt wurde. An den Ausgingen A; und As
befinden sich Eingénge weiterer unbespielter Elementargraphen.

Mboégliche Situationen beim Verlassen:

Der Gegner wiihlt, ob Phase 1 dadurch beendet wird, dass der eigene Spieler
seinen Pfad bis zum Feld 2 bzw. 2a bzw. 7 bzw. 7a weiterfiihrt, die (evtl. iber
eine ,Zweierbriicke“) mit Ausgang A; verbunden sind. Entscheidet sich der
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Ay

Ay

Abbildung 17: Der Weifle Auswahlgraph

Gegner fiir diese Option, kann er den t-Pfad einmal angreifen, noch bevor der
eigene Spieler seinen Pfad zu Feld 2, 2a, 7 oder 7a verldngert hat. Entscheidet
sich der Gegner gegen diese Option, wihlt der eigene Spieler, ob er seinen Pfad
zum Ausgang A; oder zum Ausgang Ao weiterfiihrt.

Spielverldufe im Elementargraphen:

Der eigene Spieler wihlt, welchen Ausgang er ansteuert, falls der Gegner Phase
1 noch nicht beendet. O.B.d.A. wihle er Ausgang A;. Dazu spielt er auf Feld
1.

Falls der Gegner auf ein Feld aufierhalb von {2, 3,4} spielt, antwortet der eigene
Spieler mit Feld 2 und beginnt dann Phase 2.

Falls der Gegner aber auf ein Feld aus {2,3,4} spielt, beantwortet dies der
eigene Spieler mit der Verldngerung seines Pfades zu A; iiber Feld 6. Falls jetzt
der Gegner nicht auf Feld 5 spielt, verlingert der eigene Spieler seinen Pfad iiber
Feld 5 zum Ausgang A; und beginnt dann Phase 2. Spielt der Gegner jedoch
auf Feld 5, kann der eigene Spieler Phase 1 mit dem an A; angeschlossenen
Elementargraphen fortsetzen.

7.5.2 Der Schwarze Auswahlgraph

Abbildung 18 zeigt den Schwarzen Auswahlgraphen, einen Elementargraphen.

Situation vor Eintritt:
Die Situation vor Eintritt ist identisch zur Situation vor Eintritt beim Weifien
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Ay

Abbildung 18: Der Schwarze Auswahlgraph
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Elementargraphen.

Moégliche Situationen beim Verlassen:

Der Gegner wiihlt, ob Phase 1 dadurch beendet wird, dass der eigene Spieler
seinen Pfad bis zum Feld 7 bzw. 7a bzw. 3 bzw. 3a bzw. 4 bzw. 4a weiterfiihrt,
das (evtl. iiber eine ,,Zweierbriicke“) mit Ausgang A; verbunden ist. Entscheidet
sich der Gegner fiir diese Option, kann er den t-Pfad einmal angreifen, noch
bevor der eigene Spieler seinen Pfad zu Feld 7, 7a, 3, 3a, 4 oder 4a verldngert hat.
Entscheidet sich der Gegner gegen diese Option, kann der Gegner wiéhlen, ob der
eigene Spieler seinen Pfad zum Ausgang A; oder zum Ausgang As weiterfiihrt.

Spielverldufe im Elementargraphen:
Zunéchst spielt der eigene Spieler auf Feld 1. Danach sind drei Félle zu unter-
scheiden:

e Falls der Gegner nun nicht auf Feld 4, 5 oder 5a spielt, besetzt der eigene
Spieler Feld 4 und beginnt dann Phase 2.

e Falls der Gegner auf Feld 4 spielt, kann der eigene Spieler wihlen, ob er
Aq oder A, ansteuert. O.B.d.A. wihle er Ausgang A;. Dazu spielt er auf
Feld 2. Falls der Gegner nun auf ein Feld aulerhalb von {3,6,5} spielt,
beantwortet dies der eigene Spieler mit Feld 3, um Phase 2 einzuleiten.
Wenn der Gegner aber auf Feld 3, 6 oder 5 spielt, verldngert der eigene
Spieler seinen Pfad um Feld 8. Falls der Gegner nun Feld 7 besetzt, kann
der eigene Spieler Phase 1 mit dem an A; angeschlossenen Elementar-
graphen fortsetzen. Ansonsten besetzt der eigene Spieler das Feld 7, um
danach mit Phase 2 zu beginnen.

e Ansonsten kann der Gegner wihlen, ob der eigene Spieler seinen Pfad
zum Ausgang A; oder zum Ausgang Ao weiterfithrt. Entscheidet er sich
(0.B.d.A.) fiir ersteres, besetzt er Feld 5a. Danach spielt der eigene Spieler
auf Feld 2 und setzt fort wie im zweiten Fall beschrieben.

7.5.3 Der Treffpunktgraph

Abbildung 19 zeigt den Treffpunktgraphen, einen Elementargraphen.

Situation vor Eintritt:

Das Spiel befindet sich in Phase 1. Der eigene Spieler hat von s bis zum Eingang
E; oder von s bis zum Eingang Fs einen Pfad gelegt (0.B.d.A. ersteres) und
ist jetzt wieder am Zug. Am Ausgang A; befindet sich ein t-Pfad, der noch
nicht bespielt wurde. Am Ausgang A; befindet sich der Eingang eines weiteren
unbespielten Elementargraphen.

Mboégliche Situationen beim Verlassen:

Der Gegner wihlt, ob Phase 1 dadurch beendet wird, dass der eigene Spieler
seinen Pfad bis zum Ausgang A; weiterfithrt. Entscheidet sich der Gegner fiir
diese Option, kann er den t-Pfad einmal angreifen, noch bevor der eigene Spieler



7 DIE PSPACE-HARTE VON HEXY 39

Ay

Er

Abbildung 19: Der Treffpunktgraph

seinen Pfad zum Ausgang A, verldngert hat. Entscheidet sich der Gegner gegen
diese Option, fithrt der eigene Spieler seinen Pfad zum Ausgang A; weiter.

Spielverlidufe im Elementargraphen:
Der eigene Spieler spielt auf Feld 1.

Falls der Gegner nun nicht auf Feld 2 spielt, verlingert der eigene Spieler seinen
Pfad iiber Feld 2 zum Ausgang A; und beginnt danach Phase 2.

Falls der Gegner aber auf Feld 2 spielt, verlingert der eigene Spieler seinen
Pfad iiber Feld 3 zum Ausgang A;. Falls nun der Gegner auf Feld 4 spielt, kann
der eigene Spieler Phase 1 mit dem an A; angeschlossenen Elementargraphen
fortsetzen. Ansonsten verlangert der eigene Spieler seinen Pfad iiber Feld 4 zum
Ausgang A; und beginnt danach Phase 2.

7.5.4 Der Entscheidungsgraph

Abbildung 20 zeigt den Entscheidungsgraphen, einen Elementargraphen. FEs
sind zwei Situationen zu unterscheiden, in denen der Graph betreten werden
kann.

Situation 1 vor Eintritt:

Das Spiel befindet sich in Phase 1. Der eigene Spieler hat von s bis zum Eingang
E4 einen Pfad gelegt und ist jetzt wieder am Zug. Am Ausgang A; befindet sich
ein t-Pfad, der noch nicht bespielt wurde. Am Ausgang A; befindet sich der
Eingang eines weiteren unbespielten Elementargraphen.

Mboégliche Situationen beim Verlassen, wenn zuvor Situation 1 einge-
treten ist:
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Abbildung 20: Der Entscheidungsgraph

Der Gegner wihlt, ob Phase 1 dadurch beendet wird, dass der eigene Spieler
seinen Pfad bis zum Ausgang A; weiterfiihrt. Entscheidet sich der Gegner fiir
diese Option, kann er den t-Pfad einmal angreifen, noch bevor der eigene Spieler
seinen Pfad zum Ausgang A, verldngert hat. Entscheidet sich der Gegner gegen
diese Option, fithrt der eigene Spieler seinen Pfad zum Ausgang A; weiter.

Spielverldufe im Elementargraphen nach Situation 1:
Der eigene Spieler spielt auf Feld 4.

Falls der Gegner nun nicht auf Feld 2 spielt, verlingert der eigene Spieler seinen
Pfad tiber Feld 2 zum Ausgang A; und beginnt danach Phase 2.

Falls der Gegner aber auf Feld 2 spielt, kann der eigene Spieler Phase 1 mit
dem an A; angeschlossenen Elementargraphen fortsetzen.

Situation 2 vor Eintritt:

Das Spiel befindet sich in Phase 1. Der eigene Spieler hat von s bis zum Eingang
E5 einen Pfad gelegt und ist jetzt wieder am Zug. Am Ausgang A; befindet sich
ein t-Pfad, der noch nicht bespielt wurde.

Mboégliche Situationen beim Verlassen, wenn zuvor Situation 2 einge-
treten ist:

Phase 1 wird beendet. Der eigene Spieler ist iiber eine Zweierbriicke an den
t-Pfad hinter Ausgang A; angeschlossen.

Spielverlidufe im Elementargraphen nach Situation 2:
Der eigene Spieler spielt auf Feld 1 und hat schon eine Zweierbriicke (iiber die
Felder 2 und 3) zum Ausgang A;. Danach beginnt Phase 2.
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Abbildung 21: Der Kreuzungsgraph

7.5.5 Der Kreuzungsgraph

Abbildung 21 zeigt den Kreuzungsgraphen, einen Elementargraphen.

Situation vor Eintritt:

Das Spiel befindet sich in Phase 1. Der eigene Spieler hat von s bis zum Eingang
E einen Pfad gelegt und ist jetzt wieder am Zug. Am Ausgang A; befindet sich
ein t-Pfad, der noch nicht bespielt wurde.

Mboégliche Situationen beim Verlassen:

Der Gegner wiihlt, ob Phase 1 dadurch beendet wird, dass der eigene Spieler
seinen Pfad bis zum Feld 2 bzw. 5 bzw. 6 weiterfithrt, das (evtl. {iber eine
»Zweierbriicke) mit Ausgang A; verbunden ist. Entscheidet sich der Gegner
fiir diese Option, kann er den t-Pfad einmal angreifen, noch bevor der eigene
Spieler seinen Pfad zu Feld 2, 5 oder 6 verlingert hat. Entscheidet sich der
Gegner gegen diese Option, fithrt der eigene Spieler seinen Pfad zum Ausgang
A weiter.

Spielverldufe im Elementargraphen:
Zunéchst spielt der eigene Spieler auf Feld 1. Danach sind 3 Félle zu unterschei-
den:

e Falls der Gegner nun nicht auf Feld 2, 5 oder 6 spielt, besetzt der eigene
Spieler Feld 2 und beginnt danach Phase 2, weil er iiber die Zweierbriicke
der Felder 5 und 6 mit Ausgang A; verbunden ist.
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e Falls der Gegner auf Feld 5 oder 6 (0.B.d.A. Feld 5) spielt, belegt der
eigene Spieler das Feld 2. Falls nun der Gegner noch Feld 6 besetzt, kann
der eigene Spieler Phase 1 mit dem an A; angeschlossenen Elementargra-
phen fortsetzen. Falls der Gegner das Feld 6 nicht besetzt, tut dies der
eigene Spieler, der damit seinen Pfad zum Ausgang A; verldngert hat und
danach mit Phase 2 beginnt.

e Falls der Gegner auf Feld 2 spielt, belegt der eigene Spieler Feld 3.

— Falls nun der Gegner auf Feld 5 spielt, belegt der eigene Spieler Feld
4. Falls nun der Gegner auf Feld 6 spielt, kann der eigene Spieler Pha-
se 1 mit dem an A; angeschlossenen Elementargraphen fortsetzen.
Falls der Gegner nicht auf Feld 6 spielt, tut dies der eigene Spieler
und beginnt dann mit Phase 2.

— Falls der Gegner nicht auf Feld 5 spielt, tut dies der eigene Spieler
und beginnt dann mit Phase 2.

7.5.6 Fazit von Phase 1

Phase 1 muss schliellich beendet werden, da es nur endlich viele unbespielte
Elementargraphen gibt. Der eigene Spieler erreicht mittels einer Pfadverlinge-
rungsstrategie den Anschluss an einen (erweiterten) t-Pfad, der vom Gegner
hochstens mit der Belegung eines Feldes im t-Pfad angegriffen worden sein

kann.!?

7.6 Die zweite Phase

In Phase 2 werden s’ und ¢ mit einer DVLS iiber einen (erweiterten) t-Pfad
verbunden. Abbildung 22 zeigt allgemein einen solchen erweiterten t-Pfad.

Man beachte, dass jede ,Ebene“ des t-Pfades aus drei Kreuzungsgraphen be-
steht. Der gesamte t-Pfad kann einmal angegriffen worden sein, also sind auf
jeder Ebene noch mindestens zwei Kreuzungsgraphen unbespielt. Weiterhin ist
der Tréger unserer (s',t)-DVLS nur eine Teilmenge der noch freien Felder. Ins-
gesamt konnen wir uns auf den Graphen in Abbildung 23 beschrinken.

Zu diesem Graphen geben wir jetzt explizit eine (¢, ¢)-DVLS an. Dazu definieren

wir fiir 1 < i <n (siehe Abbildung 23):

T; = {tin, tirz, tins, tion, tioz, tios }
Die Abbildungen 24 bzw. 25 zeigen eine (r5,7;)-DVLS (0 < i < j < n) bzw.
eine (tje1,7;)-DVLS (0 <i < j <n, e € {1,2}).

Dabei bezeichet [zy] die Wurzel einer (x,y)-DVLS. Die eingerahmten Werte-
bereiche fiir die Parameter sind so zu verstehen, dass fiir alle Parameterwerte

13Tm Falle eines erweiterten t-Pfads kann die Zweierbriicke nicht angegriffen worden sein.
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Abbildung 23: Wesentlicher Teil des t-Pfads
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Abbildung 24: Die (r;,7;)-DVLS
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Abbildung 25: Die (tje1,7;)-DVLS
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entsprechend markierte Kanten zu entsprechend markierten Spaltungsknoten
fithren.

Fiir die Enkel der Wurzeln in den beiden Abbildungen sind entsprechende Stra-
tegien rekursiv einzusetzen. Im Rekursionsanfang sind die [r;r;] Strategien mit
leerem Tréger und ohne Sohne.

Mit s" = tp11 oder s’ = ¢ und t = r,, ergibt sich die gesuchte (s',¢)-DVLS.

Damit ist folgender Satz bewiesen:
Satz 7.2 HEXY ist PSPACE-hart.

Mit Satz 6.12 folgt:

Korollar 7.3 HEXY ist PSPACE-vollstindig.

7.7 Weitere komplexititstheoretische Uberlegungen

Nach Korollar 4.7 verhalten sich die Mengen H EX und H EXY zueinander wie
in Abbildung 26 skizziert.

Abbildung 26: Die Sprachen HEX und HEXY

7.7.1 Sprachen zwischen HEXY und HEX

In den letzten Abschnitten wurde gezeigt, dass H EXY PSPACE-hart ist. Da-
zu wurde QBF' derart auf HEXY reduziert, dass wahre Formeln in HEXY
abgebildet werden und falsche in H FX. Damit kénnen wir auch folgendes Ko-
rollar folgern:
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Korollar 7.4 Alle Sprachen L mit HEXY C L C HEX sind PSPACE-hart.

Zur Illustration stelle man sich eine Erweiterung des Konzeptes Virtueller Ver-
bindungen vor mit folgenden Eigenschaften:

e Jede Virtuelle Verbindung ist auch eine Erweiterte Virtuelle Verbindung.
e Sind zwei Felder x und y ,erweitert virtuell verbunden®, gibt es eine
(x,y)-verbindende NLS.
Die Menge, die dieses Konzept induziert (analog zu Virtuellen Verbindungen
und HEXY), ist nach Korollar 7.4 ebenfalls PSPACE-hart.

Man kann Korollar 7.4 so verstehen, dass das Spiel Hex durch eine Konzen-
tration auf Virtuelle Verbindungen aus komplexitéatstheoretischer Sicht nicht
einfacher wird.

7.7.2 Die Sprache HEX\HEXY

Abbildung 26 wirft evtl. die Frage auf, ob die Menge HEX\HEXY ebenfalls
PSPACE-hart ist. Wir kénnen die Frage bejahen.

Satz 7.5 Die Sprache HEX\HEXY ist PSPACE-hart.

Fiir einen Beweis dieses Satzes muss man die Konstruktion fiir die PSPACE-
Hirte von HEXY nur minimal abdndern. Man betrachte dazu noch einmal
Abbildung 14 auf Seite 33. Diese Konstruktion &ndern wir wie in Abbildung 27
gezeigt.

Graph aus [Rei81]

Abbildung 27: Anderung der Konstruktion

Man beachte, dass der untere Teil dieser Abbildung aus Abbildung 4 auf Seite 13
entnommen wurde.

Mit dieser Anderung werden weiterhin falsche Formeln in HEX abgebildet,
denn die Situation kann sich fiir den eigenen Spieler durch die Ersetzung des
unteren Teilgraphen nur verschlechtert haben.
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Wahre Formeln werden weiterhin in HEX abgebildet, denn wenn der Gegner
in seinem ersten Zug auf den Graphen aus [Rei81] setzt, kann der eigene Spie-
ler, wie im Beweis zu Satz 4.6 beschrieben, iiber den unteren Teilgraphen eine
Verbindung herstellen. Tut der Gegner dies nicht, hat der eigene Spieler den
ersten Zug im Graphen aus [Rei81] und gewinnt also.

Der Beweis, dass s und t nicht virtuell verbunden sind, verlduft analog zum
Beweis zu Satz 4.6. Man beachte, dass der Gegner in seinem ersten Zug bereits
alle Moglichkeiten, s und ¢ iiber den Graphen aus [Rei81] zu verbinden, kappen
kann, wenn er selbst beginnt.

8 Zusammenfassung

Wir haben einige neue Eigenschaften von Virtuellen Verbindungen gefunden.
U. a. konnten wir zeigen, dass die AND-Regel in vielen Féllen aus theoretischer
Sicht entbehrlich ist, wenn sie auch praktisch sein mag bei der tatséchlichen
Berechnung Virtueller Verbindungen.

Mithilfe dieses Ergebnisses konnten wir die Strategie, mit der eine Virtuelle
Verbindung realisiert wird, genau (und relativ einfach) charakterisieren (als
direkt-verbindende lokale Strategie). Das lieferte uns zunéchst die Zugehorigkeit
von HEXY zu PSPACE.

Das zentrale Ergebnis ist die PSPACE-Vollstindigkeit von HEXY . Dafiir
konnten wir wieder die Charakterisierung Virtueller Verbindungen durch Stra-
tegien verwenden und uns ansonsten stark an die Konstruktion aus [Rei81]
anlehnen.

Damit ist — bezugnehmend auf die Einleitung — die Komplexitit einer H-Suche
geklart: Leider ist eine erschopfende H-Suche im Allgemeinen nicht effizient
moglich.

Dies tut jedoch der Schonheit und der praktischen Relevanz des Konzeptes
Virtueller Verbindungen keinen Abbruch.
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