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Losungshinweise

Aufgabe 1 Universelle Funktionen (1)
(i) F(e,x) = x*T!

xT
.2

(ii) Fle,z) = ﬁ/_/

e—mal

(iii) Sei F ={fi,..., fn}. Definiere

cile) = 1 falls (emodn)+1=1i
71 0 sonst.

Dann ist beispielsweise eine universelle Funktion F' fiir F gegeben durch
n

F(e,z) = Z ci(e) fi(z).

i=1
Aufgabe 2 Universelle Funktionen (2)

(i) Da F' eine universelle Funktion ist, kann man F aufziéhlen. Sei fy, f1, fa, ... die

durch F induzierte Aufzéihlung. Definiere eine (totale, unire) Funktion f durch
f(x) = fo(z) + 1. Wir zeigen, dass f nicht in der Aufzihlung vorkommt. Dazu
nehmen wir das Gegenteil an. Wire f in F enthalten, dann giibe es eine Zahl e
mit F(e,z) = f(z) fiir alle 2 € N. Aufgrund der Universalitit von F berechnet F
jedoch eine Funktion f.: F(e, ) = f.(z). Insbesondere gilt daher F(e,e) = fc(e).

Andererseits ist jedoch F'(e,e) = f(e) = f.(e) + 1, ein Widerspruch.

(ii) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Menge aller totalen, unéren und bere-
chenbaren Funktionen nicht effektiv aufzéhlbar ist. Die Existenz einer universellen
berechenbaren Funktion F' wiirde jedoch sofort ein effektives Aufzdhlungsverfahren
liefern (F'(0,z), F(1,z), F(2,x),...).

(iii) Man wihle etwa die Familie aller konstanten Funktionen; deren universelle Funk-
tion ist gegeben durch F'(e, x) = e. Diese Funktion ist durch ein triviales WHILE-
Programm berechenbar.

Aufgabe 3  Universelle Funktionen (3)

Da & die universelle Funktion ist, gilt: ®(e,a) = gogl)(a) = ©P(a,0); der Ubergang

von einer einstelligen zu einer zweistelligen Funktion kann durch Nullsetzen des zweiten
Arguments realisiert werden. Zudem berechnet P, die Funktion ®, d.h. es gilt cpg)(e, a) =

(e, a). Daher gilt o (a,0) = gog)(e, a).



Aufgabe 4  Berechenbare Funktionen

Die Funktionen v, 1o und 13 sind durch die folgenden Programme berechenbar:

()

(i)

(iii)

Wir verwenden das universelle Programmm, um die ersten z Schritte von ¢, (y) zu
simulieren. Falls ¢, (y) in diesem Zeitraum terminiert, geben wir 1 aus, sonst 0.

Wir simulieren (ebenfalls mit dem universellen Programm) hintereinander jeweils
den ersten Schritt der Funktionen ¢, (1), ¢.(2),...,¢.(y — 1), dann den zweiten
Schritt, usw. Falls eine dieser Funktionen hélt, beenden wir die Simulation und
geben 1 aus. Sollte keine der Funktionen je terminieren, terminiert die Simulation
nicht.

Wir simulieren eine variable Zahl von Programmen ¢, schrittweise in mehreren
Iterationen. In der ersten Iteration simulieren wir den ersten Schritt von ¢, (y+1),
danach in der zweiten Iteration sowohl den zweiten Schritt von ¢, (y + 1) als auch
den ersten Schritt von ¢, (y+2). In der dritten Iteration simulieren wir den dritten
Schritt von ¢, (y + 1), den zweiten von ¢,(y + 2) und den ersten von ¢, (y + 3),
usw. Dadurch erhoht sich sowohl die Anzahl der Simulationen als auch die Zahl
der Simulationsschritte in jeder Iteration. Insbesondere wird dadurch die Funktion
v, mit jedem Wert z > y und jeder Schrittzahl irgendwann ausgewertet. Falls
wéahrend der Simulation eine der Funktionen hilt, geben wir 1 aus. Sollte keine
der Funktionen je terminieren, terminiert die Simulation nicht.



