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Bayes-Formalismus

-- negative log-Likelihood
-- negativer log-Prior
-- Max. a Posteriori

Schätztheorie

-- Fehlerfunktion L
-- Regularisierungsfunktion R
-- min!)()()( =+= www RLF !

Optimierungsverfahren: Motivation
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• Optimierung konvexer Funktionen

• Optimierungsprobleme mit Randbedingungen

• Nichtkonvexe Optimierungsprobleme

Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren

Lernen von Datenmodellen

Optimierungsverfahren
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Optimierung konvexer Funktionen

• Häufiges Problem bei Lernen: Maximierung bzw. Minimierung einer Funktion
-> Optimierung
Bsp: Maximum Likelihood, Maximum a Posteriori, Fehlerminimierung ...

Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren

Konvexes Opimierungsproblem• Def: Konvexe Funktion: Für alle
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• Für konvexe Optimierungsprobleme (Minimierung) gilt:
-- Es gibt genau ein Minimum
-- Es gibt keine lokalen Minima
-- Maxima liegen am Rand des
   Definitionsbereichs
-- Viele Verfahren funktionieren
   noch bei „gutartig“ nicht-
   konvexen Funktionen

• Ab jetzt: Minimierung
w

„Gutartig“ nichtkonvex

w

Nichtkonvex

Lokales Minimum
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Funktionen einer Variable )(wF

• 1D-Gradientenabstieg:
Gehe ein kleines Stück Richtung )(wF
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dF
!"="

• Intervallschachtelung
--  Start an Intervallrändern A, B w
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-- Auf Welcher Seite ist das Minimum?
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• Newton-Verfahren:
-- Start mit bel.
-- Taylorentwicklung der Funktion als Parabel
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-- Nehme Min der Parabel:
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Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren
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Funktionen mehrerer Variablen

• Gradientenabstieg:

Gehe ein kleines Stück Richtung des
negativen Gradienten (steilster Abstieg)
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• Probleme:
-- Steilster Abstieg zeigt nicht immer zum
   Minimum
-- Abstieg „fängt sich“ an flachen Stellen
-- enthält willkürliche Lernschrittweite η
-- kann unnötig langsam sein
-- kann oszillieren
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Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren
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• Newton-Verfahren (Hesse-Matrix):

Analog 1D-Fall: Nähere F als quadratische Funktion

))(()()()()()(
2
1

nn

T

nn

T

nn
FFF wwwHwwwwwww !!+"#!+$

( ) )()(
2

wwH

ji

ij
ww

F

!!

!
= Hessematrix

Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren

alswähle deren Minimum
1+n
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ŵ 2
w

Höhenlinien

)(1

n
F wH !"

"

ŵ
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• Probleme:
-- H bei hochdimensionalen Problemen aufwändig zu berechnen und zu invertieren
-- Nicht robust bei Übergang zu nichtkonvexen Optimierungsproblemen

zeigt von wn direkt zum Minimum der quadrat. Näherung)()(1
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• Bem:
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• Gradientenbasierte Linien-Suche:

-- Im n-ten Schritt wähle Richtung, z.B.
nnn

F gwd !=!"= )(

Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren

Zurückführung auf eindimensionale Probleme: Linien-Suche

-- Entspricht automatischer Wahl der Lernschrittweite
--

Bem:
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Probleme:
-- „Zickzack-Kurs“, oft sogar bei quadratischer Fehlerfunktion
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-- Minimiere (wie gehabt) 1D-Funktion
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• Konjugierte Gradientenverfahren:

--  Gehe in „die gute Richtung“:
     aber ohne H-1 explizit zu berechnen
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->  Äquivalent: Gehe in die Richtung, in die sich
     der Gradient (in 1. Näherung) nicht ändert. Denn:
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--  Daraus läßt sich der Conjugate Gradient Algorithmus ableiten:

1. Wähle Anfangs-Parameter w1 und
11
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2. im n-ten Schritt minimiere
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4. Konjugierte Gradienten-Richtung:
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Optimierungsprobleme mit Randbedingungen

Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren

Def: Gleichheits-Randbedingung: Minimiere
     unter den Bedingungen
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Def: Ungleichheits-Randbedingung: Minimiere
     unter den Bedingungen
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• Lagrange-Multiplikatoren (Motivation):

Ziel: Minimiere F, aber bleibe auf der Hyperfläche
-- Stelle sicher, nur entlang              zu optimieren
-- grad (G(w)) ist senkrecht auf die Fläche (G(w)=0):
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--  Alternative Interpretation: An der Lösung
    sind                                    parallel
--      heissen Lagrange-Multiplikatoren
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--  Also: )()()( www GFF !+!=! " für geeignetes !

Für ε auf Fläche:
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• Lagrange-Multiplikatoren und Kuhn-Tucker Sattelpunkt-Bedingung:

-- Betrachte Gleichheitsbedingung                    als Paar
-- Ab jetzt oBdA Ungleichheits-Randbedingungen
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Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingung
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Nichtkonvexe Optimierungsprobleme

Lernen von Datenmodellen: Optimierungsverfahren

Mögliche Eigenschaften:

• Konkave Bereiche

• Sattelpunkte

• Lokale Minima

• Jedes Minimum hat einen Einzugsbereich
-> Attraktorbecken

• Nahe eines Minimums ist das Problem
konvex
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Globales Minimum Lokales Minimum

Sattelpunkt

Attraktorbecken

Konkaver
Bereich

w
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1
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Attraktorbecken

konvexer Bereich

Optimierung:

• I. d. R. wird ein lokales Minimum gefunden

• Im Attraktorbecken: Gradientenabstieg,
Liniensuche funktionieren

• Im konvexen Bereich: Newtonverfahren
funktioniert
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• Möglichkeit: Wiederholter Gradientenabstieg

-- Wähle Startparameter w0

-- Finde Minimum im jeweiligen Attraktorbecken
-- Nach vielen Durchgängen wähle das Minimum
   mit kleinstem F
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• Probleme:
-- Keine Garantie, das globale Minimum zu finden
-- Fluch der Dimensionen
-- Kein Stopkriterium

))(exp()( wFwp !=

Wichtiger: Globale Suchstrategien

Monte Carlo Verfahren

-- Versuch, Stichprobe {w0,w1,...} aus der unbekannten Verteilung
   zu ziehen
-- Prinzip: Wähle zufällig w, bewerte diese mit Hilfe von F, Akzeptiere proportional zu  p
-- Beispiele: Importance sampling, Metropolis Algorithmus
-- Anwendung: Numerische Integration, Globale Optimierung

w
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Simulated Annealing

• Idee: Betreibe anfangs Importance Sampling,
schließe dann System in tiefstes Minimum ein

• Prinzip: Lasse anfangs auch ungünstige Sprünge
zu, um lokalen Minima zu entkommen

4. Gehe N mal zurück zu 2
5. Erniedrige die Temparatur                     gehe zu 2, bis Enddtemparatur TK erreicht
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• Annealing Schedule gegeben durch ,,,
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Abkühlverfahren

• Globale Minimierung garantiert durch (zu langsame) logarithmische Abkühlung
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• Algorithmus
1. Wähle hohe „Pseudotemperatur“ T 0
2. Wähle Zufalls-Sprung Δw, berechne


