Wiederholung: Von Bayes‘schem SchlieBen zu Maximum Likelihood

Bavyes‘sche Datenmodellierung:

p(wID)=——p(D|w)p(w)
p(D) Gute Niherung durch MAP:

 MAP-Naherung: Verwende das Modell mit W

der groRten a-posteriori-Wahrscheinlichkeit wMAP >

w"" = argmax_ p(w|D) 4 p(w|D) Schlechte Niherung durch MAP:
* |. d. Regel gute Naherung bei vielen Daten
- Ubergang zu frequentistischer Sicht

(relative Haufigkeiten, ein wahres Modell) v:;MAP >
- Minimiere negativen log posterior: —In p(D|w)—1n p(w)+ const = min

T

Maximum Likelihood (=min neg. log. likelihood)
Spater: Fehlerminimierung
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Maximum-Likelihood-Parameterschatzung

Ziel:

Maximiere Wahrscheinlichkeit, dass die Daten aus dem Modell erzeugt wurden
=> Maximum Likelihood

« Bem: Maximum-Likelihood (ML) entspricht MAP ohne Vorwissen

Prinzip:

. Likelihood: p(D|w)=p({x",x?, .. x| w)

+ Max. Likelihood: w"" = argmax_, p(D|w)

. Aqui , ML _ T 1) @) (M) _. T
quivalent: w o =argmin_ —In p({x",x7, ...,x" '} |w)="argmin , L(w)

L(W) wird auch als negative log-likelihood oder ,,Likelihood-Funktion“ bezeichnet

« Fur iid (,,independent, identically distributed“) gezogene Datenpunkte sind die
Likelihood-Funktionen verschiedener Datenpunkte unabhangig:

L(w)= —lnp({x(l),...,X(M)} | W) = —lnﬁp(x(’") lw) = —flnp(x(’") | w)
m=1 m=1
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Lernen von Datenmodellen

Maximum-Likelihood Schatzung und Fehlerminimierung

» Beispiele fur Maximum-Likelihood Schatzung
 Maximum-Likelihood und Fehlerminimierung

 Kostenfunktionen
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Maximum-Likelihood Schatzung fiur Reqgression:

Likelihood fiir Input-Output-Paare (x",y"), m=1,...,. M

M M M
pD1w) =TT py™.x" 1wy =TT p(y™ 1x".wyp(x™) = L(w)==3 Inp(y™ 1x", W) +c

m=I m=1 m=1

Datenmodell Regression: Alles, was nicht durch f erklart werden kann, muss Rauschen sein

Ay

| | : ()

Bei Rauscﬁl;verteﬂung p,(n) (ohne Konstanten) 7 f(leML)

L(w)== Inp(y" [x",w)
m=1

y(m) — f(x(m) | W)_'_n(m)’ — n" = y(m) _f(x(m) | W)

== Inp, (y" = /(" [w))

Bem: Fur Gauss‘sches Rauschen gilt:

1 i(lly(’”)— F&x™ 1wy IP)

2
207 i

x@”) X

L(w)=

ML-Schatzung bei Gaussischem Rauschen entspricht dem Least-Squares-Fit
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- Bsp./Wiederholung: Maximum-Likelihood fir das lineare Modell p_

Likelihood: pP(D| W)= p(y|w)=p,(y —Hw)

>
Annahme: Gaussisches weilSes Rauschen \/> n'®
(m)2 ]
n
()

p=[Tp, "= H(2 e [ >o?

B 1 ox _nTn
2ro2)"? TP T g2

(y—Hw)' (y —Hw)
Py W) exp(— 2o ,
« Maximume-Likelihood Parameter
0=V Inp(y|lw)=—— "H'y +w'H Hw) =L2(HTy—HTHW)
n Gl’l

=w=w""=H"H)'H"y | analytisch berechenbar!
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 Beispiel: Hyperparameter im linearen Modell :

52 = A nh=y-Hw=y—-HMH'H) 'Hy=R
e y y y =Ry

Q

Schatzer Rauschvarianz:

« Bem: Rausch-Schatzung entspricht Schatzung eines Likelihood-Hyperparameters
Likelihood-Hyperparam.: p(D|w)= p(D|w, B) p(D|p)= _[P(D |w, B)p(w | o)dw

m=_ PDPIB)P(P)
e TNV TV

20?2

n

Hier: p(D|w,B)=p(y|w,0.)=p,(y—Hw|0 )< exp[— (y —Hw) (Y—Hw)]

MAPML: p(D| )= p(y|0;)= | p(y|W,0;) p(w)aw = p(y |w'*,57)

AT A
nn

: 20

1 n'n
Maximiere bez: G,f . exp{— ] ( Siehe ML-Bsp): 65 =
o
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Maximum-Likelihood und Fehlerminimierung

Betrachte tiiberwachtes Lernproblem (Regression, Klassifikation)

- Likelihood: Gegeben ein Rauschmodell p (n), wie wahrscheinlich ist eine
Abweichung des tatsachlichen vom vorhergesagten Output?

* Negative log-Likelihood: Wie unwahrscheinlich ist die Abweichung
Also: Wie groB ist der Fehler, den das Modell macht?

+ Tellweise synonym (beobachtet): Fehlerfunktion, Risikofunktion
++ negative log-Likelihood A A
++ neg. log. Rauschdichte
-- ,Risikofunktion®
-- ,Fehlerfunktion*
-- ,Verlustfunktion*
-- ,Energiefunktion*

« Anpassen (,,Fitten*) eines Modells .
durch Risiko/Fehlerminimierung X wE W, W
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Fehler und empirischer Fehler

Def. Fehlerfunktion: /(x,y.f(x|w))=0 mit /(x,y,y)=0 V Xx,y

Bem: -- Es genugt, dass / am wahren Output sein Minimum annimmt

A
- Mittlerer (erwarteter) Fehler: p(X,y) I(x,y,f(x|wW,))
L (W) = [I(x,y.f (x| W) p(x,y)dx dy
X,y
« Empirischer Fehler: —
Dichte ist in der Regel unbekannt. 4
Man hat Daten (x",y"), m=1,...M
1 M
Lw)=—>1(x",y™, f(x™ |w))
M m=1 (m) (m)
Ly X,y

Bsp: Quadratischer Fehler
1 M 1 M
Lew) = 2 1™y f ™ Tw) = (7" = f (™ Tw)y
m=l1 m=1

Minimierung des quadratischen Fehlers= ,,Least Squares Fit“
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Fehlerfunktionen fiir Regression

[(x,y,f(x|w)) =—Inp(y[x,w)+c=~Inp, (y—f(x[W))+c

Rauschmodell | Verteilung p,(n) Fehler Fehlerfunktion
1 exp nz) _ ,
Gauss Jon p 5 quadratisch n
1
Laplace Eexp(— |nl) absolut ||
(oszilliert)
s nz 1
‘ eXp(—z—), nl<o —n* |n<o
Huber’s o< 4 o © Outlier-robust o {20 5
robust exp(5—|n|) sonst |n|—5 sonst
e-insensitiv e-insensitiv

1/2(1+¢), |n|<e
exp(|n|—€)/2(1+¢€) sonst

Kantenerhaltend

0, nl<e
o
|n|—€ sonst

2
n
2

20

1 —exp(— )

Bem: Es gibt Fehlerfunktionen, fir die kein aquivalentes Rauschmodell existiert
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Fehlerfunktionen: Beispiele fiir Regression

f kantenerhaltend

¢ 1
e 1 ) - - & O n
n n
1D | sen
m .
: - z | U < -] ; ~& rm 'f'
‘n ‘n
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Fehlerfunktionen fiir binare Klassifikation Pr(y=1|x,w)

A klein groR

 Likelihood: Wie groR ist die Xo
Wahrscheinlichkeit einer korrekten
Klassenzuteilung?

Pr(y =1] f(x|w))=Pr(y|x,w)
* Fehlerfunktion:
[(x,y, f(x|w))=—InPr(y|x,w)

* Logistische Fehlerfunktion:
1

I+exp(—f(x|w))

I(x,y =1 f(x|w))=In(l+exp(—f (x| W))

Pr(y=1|x,w)=

* Logistischer empirischer Fehler: 0

>
0 Qy-Dfx|w)

L(w)= Zln(l +exp(—f(x™ | w))+ In(1+exp(+ £ (x'™ | w)) = iln(l +exp(=(2y"™ =) £ (x™ | w))
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Weitere Fehlerfunktionen

A

+ Falsch-Klassifikations-Zahler

(X, y, f(X,W))

1, sonst

0, (Z2y-1 >0
I(X,y,f(x\w)):{ @y-Df(x|w)

« Inputabhangiger Falsch-Klassifikations-Zahler
(Bsp: Klassifikation Steine und Diamanten)

0,
Z(X,y,f(XIW))={

[,(x), sonst

>
0  @Ey=Df(x|w)

y=f(x|w) e

« Outputabhangiger Falsch-Klassifikations-Zahler 0
(Bsp: Klassifikation Krebs/gesund)

(0,y=f(x|w)
[(x,y, f(x[W) =1L,y =1 f(x]w)=0
L, y=0,f(x]w)=1
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Lernen von Datenmodellen

Generalisierung und Regularisierung

Modell-Komplexitat und Varianz-Bias Problem

Generalisierung durch Regularisierung

Kreuzvalidierung: Optimierung der Modellkomplexitat

Anwendungsbeispiel fur Regularisierung: Funktionelle Kernspin-Bilder

PD Dr. Martin Stetter, Siemens AG Lernen von Datenmodellen: Regularisierung

13



Generalisierung und Regularisierung

- Betrachte iiberwachtes Lernproblem mit endlichem Datensatz (x",y"), m=1,....M

Zu einfaches Modell

A
Gutes Modell — X2

Zu komplexes (machtiges)

Modell
(m) _ 1
y =
/ y(m’) =0
> Neuer Datenpunkt
. X >
Regression Klassifikation X

« Beobachtungen:
-- Ein genuiigend komplexes Modell kann die Trainingsdaten beliebig genau erklaren
(kleiner Trainingsfehler)
-- Neue Datenpunkte werden dann aber schlechter erklart
(groBer Testfehler, schlechte Generalisierungsfahigkeit, ,,Overfitting*)

* Finden der statistischen Struktur: Erklare Daten mit moglichst einfachem Modell
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Etwas formaler: Das Bias-Varianz Problem

« Ziel der Datenmodellierung: Y
-- Modellierung der statistischen Struktur %
-- nicht Modellierung eines speziellen Datensatzes

 Betrachte mittleres Verhalten uiber viele Datensatze:
D= {DI,DZ,...}

 Bias: Wie stark weicht das uber alle Datensatze
gemittelte Modell von dem wahren Modell ab? y

« Varianz: Wie stark variiert das Modell (wie stark hangt
es vom einzelnen Datensatz ab?)

- Sei E,[.] der Erwartungswert iiber alle Datensitze
Fur Regression und quadratischen Fehler:

(f(xIW)=h(x))” = (f (x| W) = Ep[ f (x| W)]+ Ep[ £ (x| W)] - 7(x))"
Ep[(f (x| W)= h(x))*]= (Ey[f (x| W)= h(x))" + Ep[(f (x| W) = Ey[f (x| W)])°]

Minimiere gemeinsam: Bias Varianz

Kleiner Bias, groRe Varianz
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Bias-Varianz-Trade-off in Bayes-Modellen

1
- Betrachte Bayes-Schatzer: p(w|D)= (— p(D|w)p(w)
P

D)

 MAP:
« Maximierung der Likelihood: Erzielung eines kleinen Bias (guter Fit der Datenpunkte)

« Der Prior kann zu komplexe Modelle bestrafen (,,Occam‘s Razor*)
-- Maximierung des Prior favorisiert einfache Modelle
-- Erzielung einer kleinen Varianz (kein overfitting)

* Maximierung der Evidenz: Bestimmung der Hyperparameter
z. B. Optimierung der relativen Gewichtung von Bias und Varianz-Minimierung

- Bsp: Weight-Decay Prior p(w)= LGXP(—%HWH%

Z(o)
« Favorisiert kleine Gewichtswerte
=> favorisiert glattere Kurven (y andert sich ,langsamer* mit x)

* Negativer Log-Prior entspricht Regularisierungsterm
Hyperparameter o gewichtet den Regularisator

—In p(W) = aR(W) = %kuz re
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Regularisierung: Favorisierung von Modellen mit bestimmter (z.B. niedriger) Komplexitat

Bayes-Formalismus Schatztheorie

-- negative log-Likelihood -- Fehlerfunktion L

-- negativer log-Prior -- Regularisierungsfunktion R

-- Max. a Posteriori - F(w)=L(w)+oR(w) =!min
Beobachtung

-- Rauschen enthalt alle (auch hohe) Frequenzen

-- Deterministische Zusammenhange sind oft glatt (niedrige Frequenzen)
-- Sinnvolle Regularisierung: Bevorzuge ,,glatte” Modelle

-- Glattere Modelle <= weniger Parameter, oder kleinere Gewichte

Beispiele fur Regularisierungsfunktionen

. Weight-Decay R(W):%HWH2

M
- Kurven-basierte Regularisierung R(w)= 2
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